
Programme de la colle 18
Semaine du 17/03/2025.

Démonstrations de cours sur la dérivation :

1. Condition nécessaire d’extremum local.

2. Théorème de Rolle.

3. Égalité des accroissements finis.

4. ∀p ∈N∗, ∀( f , g ) ∈C p (I ,R)2, ∀λ ∈R, λ f + g ∈C p (I ,R) et (λ f + g )(p) =λ f (p) + g (p).

5. Pour f : I →R dérivable : f convexe sur I ssi f ′ croissante sur I (une implication seulement).

Dérivabilité

CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES

a) Nombre dérivé, fonction dérivée

Dérivabilité en un point, nombre dérivé. Définition par le taux d’accroissement.
La dérivabilité entraîne la continuité.
Dérivabilité à gauche, à droite.

Caractérisation : une fonction f est dérivable en a si
et seulement si elle admet un développement limité à
l’ordre 1 en a. Dans ce cas,

f (a +h) = f (a)+ f ′(a)h +hε(h), où ε(h) −→
h→0

0.

Interprétation géométrique : tangente.
Interprétation cinématique : vitesse instantanée.

Dérivabilité et dérivée sur un intervalle.
Opérations sur les fonctions dérivables : combinaison
linéaire, produit, quotient, composition, réciproque.

Tangente au graphe d’une réciproque.

b) Extremum local et point critique

Condition nécessaire d’extremum local en un point inté-
rieur.

Un point critique est un zéro de la dérivée.

c) Théorème de Rolle et des accroissements finis

Théorème de Rolle.
Égalité des accroissements finis. Interprétations géométrique et cinématique.
Inégalité des accroissements finis : si f est dérivable et si
| f ′| est majorée par K , alors f est K -lipschitzienne.

La notion de fonction lipschitzienne est introduite à cette
occasion.
Application à l’étude des suites définies par une relation
de récurrence un+1 = f (un).

Caractérisation des fonctions constantes, monotones,
strictement monotones sur un intervalle.
Théorème de la limite de la dérivée : si f est continue sur
I , dérivable sur I \ {a} et si lim

x→a
x 6=a

f ′(x) = ` ∈ R, alors f est

dérivable en a et f ′(a) = `.
Extension au cas où `=±∞.

d) Fonctions de classe C k

Pour k dansN∗∪ {∞}, fonction de classe C k .
Opérations sur les fonctions de classe C k : combinaison
linéaire, produit (formule de Leibniz), quotient, composi-
tion, réciproque.

Les démonstrations relatives à la composition et à la réci-
proque ne sont pas exigibles.

d) Fonctions convexes

La fonction f est convexe sur I si, pour tous (x, y) ∈ I 2 et
λ ∈ [0,1], f ((1−λ)x +λy) ≤ (1−λ) f (x)+λ f (y).

Interprétation géométrique.
L’inégalité de Jensen et les développements généraux sur
les barycentres sont hors programme.
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CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES

Position du graphe d’une fonction convexe par rapport à
ses sécantes, d’une fonction convexe dérivable par rap-
port à ses tangentes.

Exemples d’inégalités de convexité.

Caractérisation des fonctions convexes deux fois déri-
vables.

f ) Fonctions complexes

Brève extension des définitions et résultats précédents. Caractérisation de la dérivabilité en termes de partie
réelle et imaginaire.

Inégalité des accroissements finis pour une fonction com-
plexe de classe C 1.

On mentionne que l’inégalité résulte d’une simple majo-
ration d’intégrale, justifiée ultérieurement dans la section
« Intégration ».

Dénombrement

Ce sous-chapitre a pour but de présenter les bases du dénombrement, notamment en vue de l’étude des probabilités.
Toute formalisation excessive est exclue. En particulier :

• on adopte un point de vue intuitif pour la définition d’un ensemble fini et la notion de cardinal ;
• parmi les propriétés du paragraphe a), les plus intuitives sont admises sans démonstration ;
• l’utilisation systématique de bijections dans les problèmes de dénombrement n’est pas un attendu du programme.

Ce chapitre est également l’occasion d’aborder les coefficients binomiaux sous un autre angle que celui du chapitre
« Calculs algébriques ».

CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES

a) Cardinal d’un ensemble fini

Cardinal d’un ensemble fini. Notations |A|, Card(A), #A.
Cardinal d’une partie d’un ensemble fini, cas d’égalité.
Une application entre deux ensembles finis de même
cardinal est bijective, si et seulement si elle est injective,
si et seulement si elle est surjective.
Opérations sur les cardinaux : union disjointe ou quel-
conque de deux ensembles finis, complémentaire et pro-
duit cartésien.

La formule du crible est hors programme.

Cardinal de l’ensemble des applications d’un ensemble
fini dans un ensemble fini.
Cardinal de l’ensemble des parties d’un ensemble fini.

b) Listes et combinaisons

Nombre de p-listes (ou p-uplets) d’éléments distincts
d’un ensemble de cardinal n. Nombre d’applications in-
jectives d’un ensemble de cardinal p dans un ensemble
de cardinal n.
Nombre de permutations d’un ensemble de cardinal n.
Nombre de parties à p éléments (ou p-combinaisons)
d’un ensemble de cardinal n.

Démonstrations combinatoires des formules de Pascal et
du binôme.
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