Programme de la colle 8

Semaine du 25/11/2024.

Démonstrations de cours sur le calcul matriciel :
1. Associativité du produit matriciel.

. Produit de deux matrices élémentaires.

. Formule du binéme pour deux matrices qui commutent.
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4. Stabilité de 'ensemble des matrices triangulaires supérieures par produit.
5

. Pour Ae 4, (K), Ae GL,(K) ssipour tout B € .4, (K),'équation AX = B admet une unique solution.

Lensemble des réels

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Complément sur les inégalités

Relation d’ordre sur R. Compatibilité avec les opérations.

Intervalles de R.

Valeur absolue. Inégalité triangulaire.

Exemples de majoration et de minoration de sommes, de
produits et de quotients. Utilisation de factorisations et
de tableaux de signes. Résolution d’inéquations.
Interprétation sur la droite réelle d’inégalités du type
|x—al <b.

b) Propriété de la borne supérieure

Dans R, parties majorées, minorées, bornées.

Majorant, minorant; maximum, minimum.

Partie entiere d'un nombre réel.

Borne supérieure (resp. inférieure) d'une partie de R.
Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de R
admet une borne supérieure (resp. inférieure).

Une partie X de R est un intervalle si et seulement si pour
tousa,be X telsquea<b, [a,b] c X.

Notation [x].
Notations sup X, inf X.
On convient que sup X = +oo si X est non majorée.

Calcul matriciel et systemes linéaires

Cette section a pour but de présenter une initiation au calcul matriciel, de préparer l'étude géométrique de 'algébre
linéaire menée au second semestre et de revenir sur I'étude des systémes linéaires. Dans cette section, K désigneR ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Opération sur les matrices

Ensemble .4y, ,(K) des matrices a n lignes et p colonnes
a coefficients dans le corps K. Addition, multiplication
par un scalaire, combinaisons linéaires.

Matrices élémentaires.

Produit matriciel ; bilinéarité, associativité.

Produit d'une matrice élémentaire de .4, (IK) par une
matrice élémentaire de ., 4 ().

Transposée d’'une matrice.

Opérations sur les transposées : combinaison linéaire,
produit.

Toute matrice de .4}, (K) est combinaison linéaire de
matrices élémentaires.

Si X est une matrice colonne, AX est une combinaison
linéaire des colonnes de A.

Symbole de Kronecker 6, ;.

Notation AT.

b) Opérations élémentaires

Interprétation des opérations élémentaires sur les lignes
et sur les colonnes en terme de produit matriciel.



CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

c) Systemes linéaires

Ecriture matricielle AX = B d’un systéme linéaire. Sys-
téme homogene associé.
Systeme compatible.

Les solutions du systeme compatible AX = B sont les
Xo + Y, ou Xj est une solution particuliere et ou Y par-
court 'ensemble des solutions du systeme homogéne
associé.

Le systeme AX = B est compatible si B est combinaison
linéaire des colonnes de A.

On reprend brievement I'algorithme du pivot, en termes
d’opérations élémentaires sur les lignes, dans ce contexte
général. Toute technicité est exclue.

d) Ensemble des matrices carrées

Ensemble ./, (K).

Matrice identité, matrice scalaire.

Matrices symétriques et antisymétriques.

Formule du bindme.

Produit de matrices diagonales, de matrices triangulaires
supérieures, inférieures.

Matrice inversible, inverse. Groupe linéaire.

Inverse d'une transposée.

Inverse d'un produit de matrices inversibles.

Les opérations élémentaires préservent l'inversibilité.
Calcul de I'inverse d’'une matrice par opérations élémen-
taires ou par résolution du systeme AX =Y.

Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité d’'une
matrice triangulaire; I'inverse d’'une matrice triangulaire
inversible est triangulaire.

Non commutativité si n = 2. Exemples de diviseurs de
zéro, d’éléments nilpotents.

Notation I;,.

Notations %, (K), <7, (K).

Application au calcul de puissances.

Notation GL, (K). On vérifie les propriétés lui conférant
une structure de groupe, mais la définition axiomatique
des groupes est hors programme.

Toute technicité est exclue.

Cas particulier des matrices diagonales.
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