PCSI 2 TD 10 - Espaces vectoriels (Correction) Année 2024-2025

Sous-espaces vectoriels, combinaison linéaire

Exercice 1. 1. Soit F = {(x,y,2,t) € R* | 22 —y 4+ 2z = z +t = 0}, décrite par les équations linéaires.
Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.

2. Soit G = {(t + 2u,t — 2u,u) € R? | (t,u) € R2}, décrite par des paramétrages linéaires.
Démontrer que G est un sous-espace vectoriel de R3.

Correction.

1. On écrit :

F = {(z,22+z2,2,—2) | (z,2) € R?} = {2(1,2,0,0)+2(0,1,1,—1) | (z,2) € R*} = Vect ((1,2,0,0),(0,1,1,—1)).
2. On écrit :

G = {(t+2u,t—2u,u) € R® | (t,u) € R*} = {(1,1,0) +u(2,—2,1)) | (t,u) € R*} = Vect (e1, e2),

avec e1 = (1,1,0) et ea = (2,—-2,1).
Ainsi, G est le sous-espace vectoriel engendré par e1 el ea donc ’ G est un sous-espace vectoriel ‘

Question supplémentaire : la famille (eq, ea) est-elle libre ?
Soit (a, B) € R? tel que cey + Beg = 0. Alors (a+28,a—283,3) = (0,0,0). Donc 8 = 0 puis o = 0.
Ainsi, | (e1,e2) est une famille libre‘ donc dim(G) = 2.

Exercice 2. Pour a dans R, on pose E, = {(x,y,2,t) € R* | x + 2y + 32 + 4t = a}.
Caractériser a Uaide de a le fait que E, soit un sous-espace vectoriel de R*.

o Pour que E, soit un espace vectoriel, il faut que 0 = (0,0,0,0) € E,, donc que a =0 (condition
nécessaire sur a).

e Regardons si Ey est un sous-espace vectoriel de R*. On a :
Ey = {(—2y—3z—4t,y, z,t) ] (y,z,t) € R?’} = Vect ((—2,1,0,0),(-3,0,1,0),(—4,0,0,1)) = Vect (e1, e2,€3) ,

donc Ey est un sous-espace vectoriel de R*. Ainsi, a = 0 est une condition suffisante sur a pour
que E, soit un sous-espace vectoriel de R?.
En conclusion,

E, est un sous-espace vectoriel de R* <= a =0

Remarque. (e1,eq,e3) est une famille génératrice de Ey. Comme en plus, elle est libre (regarder la
2éme, 3éme, puis 4éme composante), c’est une base de Ej.
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Exercice 3. Les ensembles suivants sont-ils des...

1. sous-espaces vectoriels de R3 2

(a) By = {(z,y,2) €R? | 3z — Ty = z}. (b) By ={(z,y,2) € R | 22 — 22 = 0}.

(a) By = Vect (a,b) avec a = (1,0,3) et b= (0,1,-7) et E; C R3 donc ’ By est un ssev de R3 ‘
Rq : (a,b) est une famille génératrice de Es3 et libre donc une base de Ej.
(b) Posons uw = (2,0,2) et v = (1,0,—1). u et v appartiennent a Eo mais u+v = (3,0,1) & E»

donc ’ E> nest pas un ssev de R3 ‘

2. sous-espaces vectoriels de #Mo(R) ?
(a) B3 = {(Z Z) ‘ (a,b) € R?}, (b) Ex={A € #R) | A2 = L,}.

(a) E3 = Vect (A, B) avec A = <1 1) et B = (0 0) donc ’Eg est un ssev de #>(R) ‘

00 11
Rq : (A, B) est une famille libre et génératrice de Es donc une base de Es.

(b) 03 = 0q # I donc 0z & Eg donc ’E4 n’est pas un ssev de Mo(R) ‘

3. sous-espaces vectoriels de CN 2
(a) Es = {(u,) € CY | Vn €N, upio = tpi1 + un}-
(b) E¢ = {(u,) €CN | IN €N, Vn >N, u, =0}.
(¢c) BEr ={(u,) € CN | AN € N, uy = 0}.

(a) Es contient l'application nulle et est stable par CL, donc ’E5 est un ssev de CN ‘

(b) Eg contient lapplication nulle et est stable par CL, donc ’ Eg est un ssev de CN ‘

(c) | E7 n’est pas un ssev de CN|, car non stable par CL. Contre-ezemples :

o On pose pour tout n € N, u, = n et v, = n — 1. Alors (uy) et (vy,) € E7 mais pas
(Up, — vp).

« On pose pour tout n € N, u, = cos® (%) (s’annule pour n = 1) et v, = sin® (%)
(s’annule pour n = 0) mais ¥n € N, u, + v, = 1 ne s’annule jamais.

e On pose pour tout n € N, u, = n? et v, = (n — 1)2. Alors (u,) et (v,) € E; mais pas
(Up +vn), carup, +v, =0 n?+(n—12=0n’=n-12=0n=0=1, ce qui
n’est pas.
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4. sous-espaces vectoriels de RF 2
(a) Eg, l'ensemble des fonctions de R® s’écrivant comme différence de deux fonctions croissantes.
(b) Eg={f:z acos(x— ) | (a,¢) € R?}.
(a) o Ope =Idg —Idr € Eg, avec Idg croissante, ou bien Ogr = Ogr — Ogr, avec Ogr croissante,

donc OR]R € Eg.
o Pouri € [1,2], supposons que f; = g; — h; avec g;, h; des fonctions croissantes de R dans

R. Alors f1 + fo = (1 + 92) — (h1 + h2) donc f1 + fo € Eg.
—_———
croissante de R dans R croissante de R dans R

o Soient A € R et f € Eg. Alors il existe g, h croissantes de R dans R telle que f = g — h.
— Si A >0, alors Af = Ag — Ah est encore la différence de deux fonctions croissantes

donc \f € Es.
— SiA<O0, alors \f = g — Ah = —A\h — A
f=2xg (—Ag)
croissante de R dans R croissante de R dans R
Ainsi, | Eg est un ssev de RF ‘
(b) o On a clairement, que la fonction nulle appartient & Eqg et Eq est stable par multiplication
externe.
o Soit (f,g) € EZ. Alors il existe a,b,p,1 tels que f :  +— acos(x — ) et g : x
beos(x — ).

Soit z € R. On a :

(f +9)(x) = acos(x — ¢) + beos(z — )
= acosxcosy + asinxsing + bcosx cosy + bsinzsiny
= cosz(acosp + beostp) + sinz(asin g + bsin )
= Acosz + Bsinz.
— Si (A,B) =(0,0), alors f + g =0 donc f+g € Ey.
— Sinon, (A, B) # (0,0) donc A%+ B2 > 0 et il existe 0 € R (indépendant de x) tel que
cosf = \/ﬁ et sinf = \/ﬁ donc

(f+9)(x) =V A2+ B2cos(xz — 0).

Ainsi, la encore, f+ g € Ey.

Donc ’ Eg est un ssev de RE ‘

Sinon : on a clairement vu que f € Vect (cos,sin). Donc Eg C Vect (cos, sin).
Réciproquement, cos € Eg (avec (a,p) = (1,0)) et sin € Eg (avec (a,p) = (1,7/2)) et
on montre comme au dessus que pour tout (A,B) € R%, on a Acos+Bsin € FEy. Ainsi,
Vect (cos, sin) C Ey, puis I’égalité, ce qui assure que Eg est un ssev de R,

Remarque : en cours de route, on a montré que Ey C Vect (cos,sin). On a de maniére
évidente cos,sin € Egy. Sachant que Ey est stable par CL, on en déduit que Vect (cos,sin) C Ey.

Egy = Vect (cos,sin) |, ce qui prouve que la famille (cos,sin) est génératrice de Ey. De

Ainsi,

plus, (cos,sin) est libre donc ’ (cos,sin) est une base de Fq ‘
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Exercice 4. Sous-espaces vectoriels de R2.

1. Soient u = (a)} v = <b>, w = (w) € R2.
c d Y

Traduire la question « w est-il combinaison linéaire de u et v ? » en termes de systémes linéaires.
2. Montrer que siu et v ne sont pas colinéaires, alors la famille (u,v) engendre R2.

3. En déduire une classification de tous les sous-espaces vectoriels de R?.

Correction.

1. Le vecteur w est combinaison linéaire de u et v si et seulement si le systéeme linéaire

ar+bu=x
cA+dp=y,

d’inconnues \ et u, est compatible.

2. Supposons que u et v ne sont pas colinéaires. La famille (u,v) est donc libre.

Le systeme linéaire homogéne

aX+bu=0
cA+du=0

n’a donc que la solution nulle.

b) est inversible.

Par caractérisation des matrices inversibles, on en déduit que la matrice ( d
c

A son tour, cela entraine que le systeme de la premiére question est compatible, quel que soit le
vecteur w € R?, c’est-a-dire que Vect (u,v) = R?, c’est-d-dire que (u,v) engendre R2.
3. Soit V un sous-espace vectoriel de R?.

On procéde a une grande disjonction de cas.

Premier cas : V ne contient pas de vecteur non nul. On a alors

()

Deuxiéme cas : V contient deux vecteurs non colinéaires. Soit (u,v) une famille de deux
tels vecteurs. D’apres la question précédente, (u,v) engendre R2.

Par stabilité par combinaison linéaire, on en déduit que
V O Vect (u,v) = R?

done V = R2, car Uautre inclusion est automatique.

Troisiéme cas : les autres cas. Supposons que V n’appartienne a aucun des deux cas précé-
dents.
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Comme on n’est pas dans le premier cas, on peut trouver u € V non nul. On va montrer
Vect (u) = V.

Comme u € V, on a Vect (u) C V' par stabilité par combinaison linéaire.

Réciproquement, soit v € V.

Comme on n’est pas dans le deuziéme cas, on sait que u et v sont colinéaires. On a donc
v € Vect (u) ou u € Vect (v).

. . 0 . .
Siu € Vect (v), on peut trouver A € K tel que u = \v. Puisque u # (O) , on a nécessairement

A #0, donc v = ju € Vect (u).
Ainsi, quoi qu’il arrive, v € Vect (u), ce qui montre inclusion V' C Vect (u) et conclut la
démonstration.

Ainsi, les sous-espaces vectoriels de R? sont :

e le sous-espace vectoriel trivial {(8) } ;

o les droites Vect (u), o u € R? est un vecteur non nul ;

e lespace ambient R? tout entier.

Exercice 5. R ou C-espace vectoriel ? Soit w € C. On note wR = {wz | x € R}.

Montrer que wR est un sous-espace vectoriel de C vu comme R-espace vectoriel.

A quelle condition sur w, l’ensemble wR est-il un sous-espace vectoriel de C vu comme C-espace vecto-
riel ¢

Correction.

e WRCCetO€wR car0=w x 0.
Soient A € R et (z,2') € (WR)2. On peut écrire z = wx et 2’ = wx' avec (v,2') € R?.
On a Xz~ 2 =whx +12') avec \x + 2’ € R donc Az + 2’ € wR.
Ainsi |wR est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C ‘

e SiwR était un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C alors puisque w =w x1 € wR eti € C,
on aurait iw € wR. Or, par intégrité de C, cela n’est possible que si w = 0.
Inversement, si w = 0 alors wR = {0} est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C.

Ainsi, |wR est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C ssiw =0 |.
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Vect

Exercice 6. Comparaison de Vect. Soit E un K-espace vectoriel non réduit a {Og} et A et B deux
sous-ensembles non vides de E. Comparer Vect (AN B) et Vect (A) N Vect (B).

AN B C Vect (A) N Vect (B) et Vect (A) N Vect (B) est un sous-espace vectoriel donc

’Vect (AN B) C Vect (A) N Vect (B) ‘

L’inclusion réciproque n’est pas vraie : prendre A = {x} et B = {2z} avec x # Op.

Exercice 7. Egalité de deux Vect.
1. Dans l’espace vectoriel R¥, montrer que I’on a Vect (ch,sh) = Vect (exp, z + exp(—=z)).

2. Dans Uespace vectoriel RR, montrer que le sous-espace vectoriel Vect (z— Cos(2x),6052,sin2) peut
s’obtenir comme Vect (g, h), pour deuz fonctions g,h € R® bien choisies.

Correction. Pour simplifier les notations, notons

fiR = R
x — exp(—x)

afin d’éviter de trainer la notation plus lourde x +— exp(—z).

1. e Les expressions
et +e " et —e "
Vr € R, Chx:; et shr=———,
2 2
que l’on peut réécrire
ex exp —
ch — pT+f el sh — pr7

montrent que ch et sh sont combinaisons linéaires de exp et f, ce qui montre

ch € Vect (exp, f) et sh € Vect (exp, f) .

Par stabilité par combinaison linéaire,

Vect (ch, sh) C Vect (exp, f).

e Réciproquement, on a les expressions
Vr € R, exp(z) = ch(z) +sh(z) et exp(—z) = ch(z)—sh(x),

donc
exp=ch+sh et f=ch-—sh,

donc
exp € Vect (ch,sh) et f € Vect(ch,sh).

Lycée Sainte-Geneviéve 6 C. Vergé



PCSI 2 TD 10 - Espaces vectoriels (Correction) Année 2024-2025

Par stabilité par combinaison linéaire,

Vect (f,exp) C Vect (ch,sh).

2. On aVr € R, cos(2x) = cos?(x) — sin?(x), ce qui nous permet « d’éliminer » l'une des fonctions,

par exemple f : x +— cos(2z).

Montrons en effet | Vect (f, cos?, sin?) = Vect (cos?, sin?) |.

e« On a clairement cos?, sin? € Vect (cos?, sin?).
Par ailleurs, on vient de dire que f = cos®> —sin? € Vect (cos

Par stabilité par combinaison linéaire, on en déduit Vect (f,cos?, sin?) C Vect (cos?, sin?).

2 sin?).

e Réciproquement, on a clairement cos?,sin? € Vect (f, cosz,sin2), donc, par stabilité par com-
binaison linéaire, Vect (cos?,sin?) C Vect (h, cos?,sin?), ce qui conclut la preuve.

Exercice 8. Le centre des matrices carrées est un sous-espace vectoriel.

On pose Z(Mn(K)) ={M € #,(K) | VA € #,(K), AM = MA}.
1. Vérifier que Z(.#,(K)) est non vide, stable par produit et combinaison linéaire.

2. Montrer que Z(.#,(K)) = Vect (I,,), i.e. l'ensemble des matrices scalaires.

Correction.

1. I, € Z(AM,(K)) donc Z(M,(K)) # 2.
Soient (M, N) € Z(A,(K)) et X € K.

Par associativité du produit matriciel, on a
VA € 4, (K), AMN)=(AM)N = (MA)N = M(AN)=M(NA)=(MN)A,

donc MN € Z(#,(K)), ce qui prouve que Z (M, (K)) est stable par produit.
De plus,
VA e #,(K), AAMM + N)=XAM + AN = AMA+ NA=(AM+ N)A,
donc AM + N € Z(A,(K)), ce qui prouve que Z (A (K)) est stable par combinaison linéaire.
2. Déja fait, dans le TD calcul matriciel.

o On al, € Z(My(K)) et Z(M,(K)) est stable par combinaison linéaire donc Vect (I,) C
Z(AMn(K)).

o Montrons linclusion réciproque :
Soit M € Z (A, (K)). En particulier, ¥(i,j), ME;; = E; ;M.

1ére méthode. Or, M = Z ka7gEk7g, On trouve alors :
k=1/4=1

n n
V(i,5), > mriBr; =Y mjEig
k=1 =1
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Ainsi,
n n
V(i,5), Y mkiBrj+ (mig—mjj)Eij— Y mjEig=0.
k=1 ki (=1,0]

Or, la famille (E,q)pq €tant libre (car une base), donc my; = 0, pour tout k € [1,n] \ {i} et
mi; =mjj = X\ (en notant X cette valeur commune).

Finalement, M = \I,, est bien une matrice scalaire.

2éme méthode.

V(z,]),V(p, Q)7 (MEi,j>p7(1 - (Ei,jM)qu'

Donc
n

V(i 3), Y0, 0), > mpr(Eijrg = > (Eij)paming-
r=1

r=1

Donc

v(ivjvpv Q)7 mp7i5j,q - (57;7pmj7q .

En particulier :
— Pour q=j, ona :V(i,p), p#1i=my; =0, ce qui prouve que M est diagonale.
— Pourp=ietq=3j, ona:VY(ij), mi; =m;jj, ce qui prouve que les termes diagonaux
de M sont tous égau.
Ainsi, M est une matrice scalaire.
3éme méthode : en dessinant les matrices, on remarque que M E; ; est une matrice conte-
nant la i-éme colonne de M en j-éme position et ses autres colonnes sont nulles.

E; ;M est la matrice contenant la j-eme ligne de M en i-e¢me position et les autres lignes sont
nulles.

— En regardant le coefficient en position (4, j), on obtient l’égalité : m; ; = my j, ce qui prouve
que tous les coefficients diagonauzr de M sont égaux. Notons \ cette valeur commune.

— En regardant la i-éme ligne de chaque matrice, on observe que Yk # j, my; = 0, ce qui
prouve que M est diagonale.

Ainsi, M = \,.

« On en déduit Uégalité :| Z(.M,(K)) = Vect (I,) |
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Exercice 9. Polyndémes trigonométriques. Pour tout p € N, on définit les fonctions
fp @+ cos(px) et gp : & — cosP(x).

Pour N € N, on note Fy = Vect (fo,..., fn) et Gy = Vect (go,-..,9N)-
Montrer que VN € N, Fiy = Gy.

Correction. Soit N € N.

o Soit p € [0, N]. Grice a la formule de Moivre, on a :
Vz € R, cos(pz) = Re(e?) = Re((cos z + i sin z)P).

En wutilisant la formule du binome de Newton, puis en séparant les indices pairs/ impairs, on

obtient :
cos(pr) = Re (Z( )z sin® z cos?~* )
k=0
Lp/2
P Csin® 2 cosP ™ &
20
Lp/2
( > cos® —1)% cos?~ 2 &
20
(cos),
Lp/2] P
ou T, = Z (26) (X2—=1)°XP=2 est une somme de polynomes de degré p (v0, (X2 —1)!XP~2 est
(=0

de degré p), donc de degré au plus p (on pourrait en fait montrer que T), est de degré p exactement).
Ainsi, f, € Vect (go,...,gp). A fortiori, f, € Vect (go,...,gn).
On a donc montré que fo,..., fn € Vect (go,...,9nN).

Or, Vect (fo, ..., [n) est le plus petit s.e.v. d contenir fo, ..., fn donc’Vect (fo,---, fn) C Vect (go,---,9N) ‘

o Soitp € [0,N]. Soitz €R. On a :

P p
cos? x = M = i Zp: eikz o —i(p—k)z _ l = (1 oi(2k—p)z
’ = 2 \k

En prenant les parties réelles, il vient :

cos’ x = Re (2117 Z (i) ei(%_p)m> = 2% Z (i) cos((2k — p)x).

k=0 k=0
La fonction cos étant paire, on a :
cos? x = L z”: P cos(|2k — p|x)
2 = \k '

Or, pour k € [0,p], on a —p < 2k —p < p donc |2k — p| € [0,p], ce qui prouve que g, est une
combinaison linéaire de fo,..., fp, donc g, € Vect (fo,..., fp). A fortiori, g, € Vect (fo,..., fn),
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cela pour tout p € [0, N]. Donc go,...,gn € Vect (fo,..., fn), et Vect (go, ..., gn) est le plus petit

s.e.v. a contenir go,...,gn, donc ’Vect (g0, ---,9n) C Vect (fo,..., [N) ‘
o Finalement, on a l’égalité souhaitée : ’Vect (90,---,9n) = Vect (fo, ..., fn) ‘
Supplémentaires

Exercice 10. Supplémentaires ou pas?

1. Soient E=RR, F={feE |Vz R, f(—2)=f(x)} et G={f € E|Vz eR, f(—x)=—Ff(z)}.
Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E.

. 0
2. Soient E = #>(R), F = {(a 8)

espaces vectoriels de & en somme directe mais non supplémentaires dans E.

a€ R} et G = Vect (I2). Montrer que F et G sont des sous-

Correction.
1. c¢f cours.

2. e F et G sont clairement des ssev de E (on peut les voir tous les deux comme des Vect).

e Ona FNG = {0g}. En effet, si M € FNG, il existe (a,k) € R? tel que M = (2 8) =

k0
0 k
FNG={0g}. Ainsi, F et G sont en somme directe.

donc a = 0 = k i.e. M = 0. Réciproguement, 0 € F N G donc on a l’égalité

0 L .y .
e M = <O 0) ne peut pas s’écrire comme somme d’un élément de F et G (raisonner par

Pabsurde). On peut aussi voir que F' + G = { <Z Z) ‘ (a, k) € RQ}.
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Exercice 11. Deux plans supplémentaires dans R*. Soient

8

F= cR*

)

y—z+t=0

0
{w—i—y—{—z =0 et G = Vect 1
0

+~ N <
_ o O =

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R*. Déterminer une base de F et une base
de G.

2. Exprimer G comme ensemble de vecteurs satisfaisant d deux équations.

3. Montrer que F' et G sont supplémentaires.

Correction.
—2z4t
—1
1. Aprés résolution d’un systéme linéaire, on trouve que I = N ; (2,t) €R? . donc F
t
—2 1
4 . 1 -1 . iy .
est un ssev de R*. Une base de F est clairement 111 o . Pour G, la famille génératrice
0 1
donnée est clairement libre, donc elle convient.

2. On vérifie par exemple que

x

—t=
G={|Y]emrt {x U
z Y—z =0
t
—2z 4t
—1
3. Un élément de NG peut s’écrire sous la forme c . , ot (z,t) € R? est tel que —2z+t =1
t

et z—t =z. On a clairement (z,t) = (0,0), et le vecteur est nul. Cela montre que F' et G sont en
somme directe.

1 0 —2 1

1 1 —1

Pour montrer que F 4+ G = R4, on peut par exemple montrer que 8 i1 1o
1 0 0 1

est une base de R*, par exemple en utilisant la caractérisation des systémes de Cramer pour se
contenter de montrer que la matrice

10 -2 1
01 1 -1
01 1 0
1 0 O 1
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est inversible, ce qui est un calcul facile.

(On peut aussi argumenter pour dire que la premiére partie suffit :

la caractérisation des systémes

de Cramer montre que, si notre matrice n’était pas inversible, on aurait une relation de liaison non

triviale entre nos quatre vecteurs, que l’on va habilement écrire Auy + pus

= &y +nua. Ce vecteur

appartient d la fois a F et a G, donc il est nul. Comme (uy,us) (resp. (v1,v2)) est une base de F

(resp. de G), il s’ensuit que les quatre coefficients sont nuls, ce qui conclut.)

Exercice 12. Hyperplan standard de R". Soit n > 2. On note

1

F = Vect

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R™.

Correction. Soit x =

Par confort d’écriture, notons u =

1

1

et G =

€ R™. On va montrer par analyse et synthése que x se décompose de facon

L,
unique comme somme d’un élément de I’ et d’un élément de G.

1

1

Analyse. Soit f € F et g€ G tels que v = [+ g.

Comme f € F, on peut trouver A € R tel que f = Au = . Par ailleurs, g = vérifie
g1 “+gn=0.
At g1
On a donc x = . En effectuant la somme des coordonnées, il vient
At In
1+ Fap=nAt g1+ g =nA,
d’ou l'on tire | A = % , puis .
Synthése. Posons A = M = uetg=x—f.
e On a clairement v = [ + g.
e Par construction, f = u € F.
o Reste a vérifier que g € G.
12 C. Vergé
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La somme des coordonnées de g est

gt tgn= (11— fi) + 4 (20— fo)
=x1+ -+ x5 —nA

vu la définition de \.

En conclusion, tout élément de R™ se décompose bien de maniere unique en somme d’un élément de

F et d’un élément de G. Cela démontre | R™" = F ® G |.

Exercice 13. Supplémentaires dans un hyperplan de R*. On définit

eRY |z —y+2—t=0p, F =Vect et G= eRY |z +2z=y+t=0

=

I
~+ N8
— =
SRS SN o

Montrer que E = F & G.

Correction. Remarque. On a traité dans le cours des exemples comme M, (K) = S, (K) & A, (K), ou
lespace décomposé en somme directe (M, (K)) est l'espace « ambient ». Il n’y a dans ce cas pas de doute
que Sp(K) + A, (K) € M, (K) : comme S, (K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K), il en
va de méme de leur somme. On peut donc se concentrer sur la démonstration de l'existence et de ['unicité
de Uécriture d’un élément de M, (K) comme somme d’une matrice symétrique et d’une antisymétrique.

Ici, il ne faut pas oublier de montrer que E est un R-espace vectoriel, et que F et G sont des ssev de
E, car ca n’est pas automatique. Commengons pas cela.

1 -1 1
, 1 1 0 4 ;
e D’abord, E = Vect ol 1ol 1o donc E est un ssev de R* donc| E est un R-espace vectoriel |.
0 0 1
1 1
1 1
On a 1 eER*etl1—14+1—1=0 donc 1 € E. Par stabilité par combinaison linéaire, on en
1 1
1
déduit que F' = Vect 1 C FE, et|F est un ssev de F |.
1
x 1 0 1 0
OnaG = 4 € R ) = Vect L OeEtleEd
naG = . T,y = Vec 111 o ;avee | e 0 , donc
-y 0 -1 0 -1

’G est un ssev de E ‘

On en déduit que F + G est un ssev de ¥ donc |F+ G C .

Lycée Sainte-Geneviéve 13 C. Vergé
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x
e Montrons désormais que E = F®G. Soit v = Z

t
comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G, par analyse-synthése.

Analyse. Soit (vp,vg) € F X G tel que v =vp + vg.

1 A
1 A
e Comme vp € F, on peut trouver A € R tel que vp = A =1
1 A
e On en déduit que
r— A
VG =V — VR = -
= F=10_
t— A

L’appartenance vg € G donne alors
O=(-N+EZ=XN=H-N+{t—-N),

d’ou l'on tire

Synthése. Réciproquement, posons \ = ”TJ“Z
Commev € E, onax+z=y+t, donc on a également \ = yTH
1

Posons également vp = A et vg = v — Vp.

1
1
1
o Il est déja clair que vp € F.

e On a manifestement v = vp + vg.

T — A
e Reste a vérifier que vg € G. Sa définition montre que vg = v : i
t— A
On a
(x—/\)+(z—>\):$+z—2x;Z:0
t
ot (G-N+E-N=yre-2 o,
donc va € G.

Cela conclut la démonstration de E = F @& G.

€ E. Montrons que v s’écrit de maniére unique

Lycée Sainte-Geneviéve 14
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Exercice 14. Traces de supplémentaires. Soit F un K-espace vectoriel, et soient A, B et C trois sous-
espaces vectoriels de E.

On suppose que A@B=F et ACC.

Montrer que A et BN C sont supplémentaires dans C.

Correction.

o Tout d’abord, A C C, (BNC) C C, et C est stable par somme, donc A+ (BNC) C C.

e Soitce C. Alorsce E et E = A® B, donc on peut trouver a € A et b € B tels que ¢ = a + b.
Par hypothése, A C C, donca € C puisb=c—a € C. Ainsi, be BNC.
Doncc=a+b, aveca€ A etbe BNC, doncC C A+ (BnNC).

e Deplus, AN(BNC)=(ANC)NB = ANB ={0g}, donc A et (BNC) sont en somme directe.
C

En conclusion : ’A @BNC)=C ‘

Exercice 15. Des supplémentaires pour un méme hyperplan.

Soit un vecteur vy de E, non nul. Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que E = H @ Vect (vp).
Justifier que vo ¢ H.

Montrer que tout vecteur w ¢ H vérifie E = H @& Vect (w) (on montrera de maniére séparée que la somme
est directe, puis qu’elle fait E tout entier).

Correction.

o Sivg € H, comme H est stable par multiplication externe et somme, on aurait H 4+ Vect (z9) C H,

donc E = H : absurde. Donc ,

o Soit x € H N Vect (w). Alors il existe A € K et h € H tels que x = h = \w.
Si A #£ 0, alors w = %h € H (vu que H est stable par CL), ce qui est exclu. Donc A = 0 puis x = 0.
Ainsi, H N Vect (w) C {0g}.
Réciproquement, Op € H N Vect (w), donc H N Vect (w) = {0g}, d’ou ’ la somme est directe|.

o Justifions la somme.
Ecrivons w = wyy + Ao, avec wg € H et Ay, € K. On a nécessairement A\, # 0 (sinon, on aurait
w € H, ce qui est exclu).
Soit x € E que l'on essaie de décomposer sur H @ Vect (w).

Par hypothése, on sait que x se décompose sur H & Vect (vg), disons x = xg + Azv0.

1
En remplagant vy par — (w — wp), on obtient (aprés agencement)
w

Tr = (:UH — :\\sz) + i\iw,

qui est bien une écriture du type « un vecteur de H + un vecteur de Vect (w) ».
Ceci montre que E C H @ Vect (w). L’inclusion réciproque étant claire, on a l’égalité.

Lycée Sainte-Geneviéve 15 C. Vergé
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e Remarque. On peut montrer que H est un hyperplan de E. En effet, considérant ['unique applica-
tion linéaire ¢ sur E telle que oz = 0 et p(vo) = 1. On a ainsi définie @ sur deur supplémentaires
de E, donc ¢ est définie sur E, parVh € H, VA € K, p(h+ Avg) = A. Par construction, on a bien
H C Keryp. Soit ©x € Kerp. Alors x € E, et on peut trouver h € H et A € K tels que x = h + Avg.
On a p(x) =0 donc A =0 d’ou x € H. Ainsi, Kerp C H. On a donc l’égalité H = Keryp, avec ¢
une forme linéaire sur E, non nulle (car p(vg) = 1). On en déduit que ’ H est un hyperplan de E ‘

Cet exercice permet de re-montrer un résultat des hyperplans vus en cours : Yw € E\ H, on a
E = H @ Vect (w).

Exercice 16. Supplémentaires dans %°([0,7],R). Dans le R-espace vectoriel E = €°(]0,7],R), on
considére les parties

F={feFE| f(0)=f(r/2) = f(r)} et G = Vect (sin, cos) .

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Correction. F' et G sont clairement des sous-espaces vectoriels de E. Montrons que E = F & G.
Soit h € E. Montrons que h se décompose de maniére unique sur F'+G, a l'aide d’une analyse-synthese.
Analyse. Soient f € F et (\, ) € K? tels que h = f + Asin +p cos.
BO) = £(0) +
En évaluant en 0, 5 et m, on obtient le systéme : § h(7/2) = f(0) + A

h(r) = f(0)

Ainsi, = M, A= Qh(”/z)_g(o)_h(ﬂ) et f = h — \sin —p cos.

1

On obtient l'unicité en cas d’existence (tout est entiérement déterminé a l’aide de h).
(0)=h(m) y _ 2h(r/2)=h(0)=h(x
2 T 2

h(0) + h(r)
2

Synthése. Posons j1 = h ) et f=h— Asin —pcos.

ApeR, et f(0) = f(r/2) = f(m) =
De plus, Asin + pcos € G.
Et, h= f + Asin+pucos.

= —

er ge
On obtient ’existence d’une décomposition de h sur F'+ G.

En conclusion, | E = F & G |.

et f € FE donc feF.

Exercice 17. Supplémentaires dans .#,,(K). On note T(K) ’ensemble des matrices triangulaires su-
périeures de M, (K), et on rappelle que <7, (K) désigne l’ensemble des matrices antisymétriques de My, (K).
Montrer que #,(K) = T5(K) & o7, (K).

Soit M = (miJ)lgi’an S /fn(K)

« Existence : Posons A = (a;;)i<ij<n et T = (t;j)1<ij<n telles que :

mi;  1>] 0 1>
ai,j — 0 7 :j et ti,j — miyi 7 :j
—Mmj; 7 <j m j + mji 1 <j

Par construction, on a immédiatement T € T3(K) et A+ T = M. Justifions que A € o, (K) i.e.

Lycée Sainte-Geneviéve 16 C. Vergé
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V(i j) € [L,n], aij = —aj4.
Déja, I’égalité est acquise pour les coefficients diagonauz.

Soit (i,7) € [1,n]? tel que i < j. Alors a;; = —mj;. De plus, puisque j > i, on a aj; =m;j,; donc
aivj = 7(1.771'
De méme, pour (i,7) € [1,n]? tel que i > j, a;; = m;; et puisque j < i, on a aj; = —m;; donc
alv] - 70/.771'

Ainsi, A € o, (K), ce qui prouve lexistence d’une telle décomposition.
Cela montre que A, (K) C T3 (K)+.9,(K). L’autre inclusion étant évidente, on a ’ My(K) = T35(K) + o, (K) ‘

e Unicité :

lére méthode. On a |T,;(K)N .o, (K) = {04, &} |, car la seule matrice a étre triangulaire et

antisymétrique est la matrice nulle (tous ses coefficients sont nuls).

2&éme méthode. Soit (T,T') € T:(K)? et soit (A, A') € o,(K)? telles que M = A+T = A" +1T".
Regardons les termes dans le triangle inférieur strict.

Soit (i,j) € [1,n]? tel que i > j. Alors : m;; = a;;+0 = a; ;+0. Ainsi, les termes sous-diagonauz
de A’ coincident avec ceur de A. Puisque A et A’ sont antisymétriques, on a en fait .

Ainsi, T=M —A=M—A' =T d'ow|T =T'].

On a donc prouvé que ’//n(K) =T (K) @ o,(K) ‘

Exercice 18. Supplémentaires et suites/fonctions.

1. Soit E l’ensemble des suites réelles convergentes. Montrer que l’ensemble des suites constantes et
l’ensemble des suites convergeant vers 0 sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

2. Soit E l’ensemble des fonctions dérivables en 0. Montrer que F = {f € E | f(0) =0 et f/(0) =0} et
l’ensemble des fonctions affines sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Généraliser.

Correction.

1. On note Ey l’ensemble des suites convergeant vers 0 et C [’ensemble des suites constantes.

On vérifie sans difficulté qu’il s’agit de deux sous-espaces vectoriels de RY. Un moyen élégant est
de remarquer que C = Vect ((1)nen) et, si lon dispose de cette notion, de remarquer que Fy est le

noyau de
E — R
(un)nGN = lim Unp,,
n—-+oo

application dont le cours nous garantit la linéarité.

Pour montrer que E = Ey® C, soit (up)nen € E et montrons par analyse et synthése que (uy)neN
se décompose de maniére unique en somme d’un élément de Eqy et d’un élément de C.

Analyse. Soit (vp)nen € Fo et (wp)nen € C telles que (tun)nen = (Vn)nen + (Wn)nen-

Comme (vp)nen est constante, on peut trouver A € R tel que (vn)neny = (A)nen.

Lycée Sainte-Geneviéve 17 C. Vergé
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Toutes ces suites sont convergentes. Les théoréemes d’opérations sur les limites montrent que

lim u, = lim v, + lim w,
n—-400 n—-400 n—-400
=0+ A

Cela détermine les deux suites : en notant £ = limy,_ 1 o Uy, on a les égalités (wp)nen = (€)nen
et (Un)nGN = (un - g)neN-

Synthése. Réciproquement, notons £ = limy,_s 1 o0 Un, (Wp)nen = (nen €t (Vn)neny = (Un — €)pen-

o Il est déja clair que (un)nGN - (vn)nEN + (wn)nGN-
e Par construction, (wy)nen € C.

e Il reste a montrer que (vn)nen € Eo. Pour cela, on remarque simplement que, par opéra-
tions,

Vp =Up — € —— 0 — 1 =0,
n—4o0o

ce qui conclut.

Tout élément de E se décompose donc de maniéere unique en somme d’un élément de Eqy et d’un
élément de C, donc E = Eq® C.

2. Par opémtz'onsﬂ Uensemble 9 des fonctions dérivables en 0 est un sous-espace vectoriel de RE.

Notons o l’ensemble des fonctions affines. On a of = Vect (z — 1,2 — x), ce qui montre qu’il
s’agit d’un sous-espace vectoriel de 9.

On vérifie facilement que F' est également un sous-espace vectoriel de 2. Si l'on dispose de cette
notion, on peut également remarquer que [’application

2 — R?
= (f(0), f'(0))

est linéaire (a cause de la linéarité de la dérivation) et que F est son noyau.

On peut montrer que 9 = of & F en effectuant un raisonnement par analyse et synthése trés
proche de ceux qui précédent. (Dans la phase d’analyse, une fois notre fonction décomposée en
somme d’une fonction affine et d’un élément de I, il suffit de considérer la valeur de la fonction
en 0 et la valeur de sa dérivée en O pour obtenir la pente et l'ordonnée a l'origine de la fonction
affine, et donc la fonction affine elle-méme).

Pour changer, on va rédiger la démonstration en montrant séparément les deux propriétés consti-
tutives de la supplémentarité (on « parachutera » donc au bon moment l'expression idoine pour la
fonction affine, comme lors d’une analyse-synthése « analyse cachée, synthése visible » ).

e Montrons que o/ et F' sont en somme directe.
Soit f € o/ NF.
Comme [ € o/, on peut trouver m,p € R tels que f : z +— mzx + p.
Comme f € F, on a f(0) = f'(0) = 0. L’égalité f(0) = 0 donne directement p = 0, et ’égalité
1(0) = 0 donne directement m = 0.

Lycée Sainte-Geneviéve 18 C. Vergé
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On en déduit que f est la fonction nulle.
L’inclusion réciproque étant automatique, on a montré o N F = {0}, ce qui montre que </ et
F sont en somme directe.
o Montrons que & + F = Z.
Soit f € 9.
Notons p = f(0) et m = f'(0). On définit g: x — mz+peth=f—g.
e On a clairement f = g+ h.
e Par construction, g € o7 .
e Il reste a montrer que h € F'.
o Déja, h(0) = £(0) - g(0) = £(0) — p = 0.
o Par ailleurs, h est dérivable en 0 par opérations, et h'(0) = f'(0)—¢'(0) = f'(0)—m =
0.
Ainsi, h € F.
L’inclusion réciproque étant automatique, on a montré o +F = 2, ce qui conclut la démons-
tration.

On peut généraliser cet exemple : dans l’espace vectoriel D" (R) des fonctions R — R qui sont r
fois dém’vablesﬂ les sous-espaces vectoriels &2, des fonctions polynomiales de degré < r et F, =

{f e D"(R) | f(0)=f'(0)="---= f(r)(())} sont supplémentaires.

a. C’est une conséquence directe de la définition de la dérivabilité en 0 et des théorémes d’opérations sur les limites. Ce
sera également un théoréme d’opérations dans le cours sur la dérivabilité.
b. On pourrait considérer les fonctions r fois dérivables en 0, mais cette notion est un peu subtile, donc on la court-circuite

ici.
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Somme et intersection de sous-espaces vectoriels

Exercice 19. Calcul de somme et d’intersection. Dans R3, considérons les sous-espaces vectoriels
F = Vect ((1,1,0),(0,1,1)) et G = Vect (1,1,1).

Déterminer FNG et F+G.

1 0 1
Correction. Soit # = 1]1,(1},]1
0 1 1

Montrons que tout vecteur de R® s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs de

la famille 2.

x
Pour cela, soit |y | € R3. Soit A\, i, v € R. On a la chaine d’équivalences
z
T 1 0 1 A +rv=u
yl=A|1|4+pll|+v|l]| <= A+pt+rv=y
z 0 1 1 w+v=z
A +rv= 2
<~ i =y— [LQ(-LQ—Lﬂ
nu+v= =z
A +v x
< o = —x+vy [L‘3<—L‘3—L2}
v=x—y-+z
A = y—=z
< nw = —x+vy [Ll(*Ll*Lg].
vV=xr—y-+=z.

Puisque tout élément de R s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de
B, on en déduit que B est une base de R>.
On a donc une décomposition en somme directe

1 0 1
R? = Vect 1(,]11 @ Vect 1 =Fad.
0 1 1
On a donc
0
FNnG=<{10 et F+G=R>
0
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Exercice 20. Sous-espace vectoriel. Soit E un K-espace vectoriel et soient A, B,C, et D des sous-
espaces vectoriels de . Montrer que :

1. AnNB=A+B= A=0B.

2. (ANB)+ (ANC)C AN (B+ C). A t-on égalité ?

3. A+ (BNC)C (A+B)n(A+C).

4. ACB= A+ (BUC)=(A+B)Nn(A+QC).

5. (ANB)+(BNC)+(CNA) C(A+B)N(B+C)N(C+A).

Correction.

1. Supposons ANB=A+B. Ona:ACA+B=ANBC B. De méme B C A. D’ou l’égalité
A= B.

2. e Soitze (ANB)+ (ANC). On peut donc trouver 3 € ANB ety € ANC tels que x = B+ 1.
D’une part, 5,y € A et A est stable par somme, donc x € A.
D’autre part, B € B etye C doncx=p+v€ B+C.
Ainsi, © € AN (B + (), d’ou Uinclusion souhaitée.

o Pour montrer que l’on ne peut pas faire mieux (égalité) donnons un contre-ezemple.
Considérons, dans R?, les sous-espaces vectoriels :

A = Vect((1,1)), B = Vect ((1,0)) et C = Vect ((0,1)) .

On a B+ C = Vect ((0,1),(1,0)) = R? et donc AN (B+C) = A.
En revanche, on a ANB=ANC ={(0,0)} et donc (ANB)+ (ANC)={(0,0)}.
Puisque (1,1) € A\ {(0,0)}, on n’a donc pas [’égalité.

3. Soitx € A+ (BNC). Alors il existe a € A et y € BNC tels que v = a+y.
D’une part, y € B doncx =a+y € A+ B.
D’autre part, y € C doncx=a+y e A+ C.
Finalement, x € (A+ B) N (A+ C), d’ou l'inclusion souhaitée.

4. o Tout d’abord, remarquons qu’on a toujours A+ (BNC)C A+ B et A+(BNC)C A+C
donc| A+ (BNC)C(A+B)n(A+C)|
o Supposons maintenant que A C B, et montrons que (A+ B)N(A+C)C A+ (BNC).
Soit x € (A+ B)N(A+C). Sous 'hypothése A C B, on a A+ B = B donc x € B et on peut

trouwver a € A (donc a € B) et c € C tels que x = a + c.
En tant que différence de deux éléments de B, c=x —a € B, donc c€ BNC.

Ainsi, z € A+ (BN C), doit|(A+B)N(A+C) C A+ (BNC)|

5. Soitz e (ANB)+ (BNC)+(CNA). Alors on peut trouver « € ANB, € BNC etye CNA
tels que v = o+ 3+ .
Premiérement, © = (a+v) + 3 avec (a+v) € A et f € B, doncx € A+ B.
Deuziémement, v = o+ (5 + ) avec a« € B et (f+ ) € C, donc x € B+ C.
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Troisiéemement, x = (8 +v) + o avec (B+7v) € C et v € A, doncx € C + A.
Ainsi, x € (A+ B)N(B+C)N(C+ A).
Exercice 21. Soient E un K-espace vectoriel et F,G, H trois sous-espaces vectoriels de E tels que
F+G=F+H e FNG=FNH e GCH.
1. Montrer que G = H.

2. L’hypothése G C H est-elle nécessaire ?

Correction.

1. ’ On a déja G C H‘ donc il suffit de montrer que H C G.
Soit h € H.
On peut écrire : h =0 +h € F+ H donc par hypothése h € F + G. Ainsi, il existe (f,g) € F x G
tels que h = f + g.
f=h—g avec h € H et g € G. Par hypothése, G C H donc g € H. Puisque H est stable par
soustraction, on a f € H.
Donc f e FNH =FNG. En particulier f € G.
Ainsi, h = f+qg avec f € G et g € G, et G est stable par addition, donc on a h € G, ce qui montre

2. . Contre-exemple : pour E = K2, F = Vect ((1,0)), G = Vect ((0,1)), H = Vect ((1,1)), on a
K2=F®G=F®Hdonc F+G=F+H et FNG = FNH, mais que G # H, ce qui implique
que G ¢ H (sinon...).

Exercice 22. On pose F = {(z,y) eR? ;2 +y=0} et G={(z,y) eR?®:2—y=0}.
1. Montrer que F' et G sont deux R-espaces vectoriels.

2. FUG est-il un R-espace vectoriel ¢

Correction.

1. ’F ={(z,—z) : x € R} = Vect(1,-1) ‘ et’G ={(z,z) : z€R} = Vect(1,1) ‘ sont deux s.e.v.de
R2.

2. (2,2),(1,-1) € FUG mais (2,2) + (1,—1) = (3,1) ¢ FUG.
Donc ’ F UG n’est pas un R-espace Uectorz'el‘.
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Exercice 23. Caractériser ’appartenance a un sous-espace vectoriel.

1. On considére x = (v1, 2,73, 74) € R On définit e; = (1,1,1,1) et ea = (1,-3,—1,1) et
F = Vect (e1,e2). Caractériser par une condition sur les x; l'appartenance de x da F'.

r € F <= 3o, ) € R?, x = aey + Bey. On obtient donc le systéme :

Ty =a+p 1 =a+f a (1 + a3)
To =a—3p r3 =a—f B =g —x3)
r3 =a—pf 9 =a— 303 o =a—30
Ty =a+f Ty =a+f Ty =a+f
. Ty = 2r3 — X1
Conclusion : | (x1,x9,13,24) € F <
Ty =T

—

o
B

x2

8
N

(x1 + x3)
(1 —x3)
Tr3 — 1

K Dol

[y

2. On considére © = (x1, T2, 23, 4) € R On définit e3 = (6,12,1,14) et eqg = (—3,9,3,3) et
G = Vect (e3,e4). Caractériser par une condition sur les x; l'appartenance de x d G.

De méme, z € G <= I(a, B) € R?, & = ae3 + Bey. On obtient donc le systeme :

(6[1)3 - l’])
10x3 + 321)

xr1 =6a—30 a = %(wg—&-xl)
1

T3 :()4-1-35 T2 :?(

Ty = lda+ 38 Ty = 5(

3
. T = *(101‘3 + 3(171)
clusion @ (x1, T3, 7
Conclusion : (x1,x2,x3,14) € G <> { e = (2025 + 130)
3. Déterminer F N G.

Soitz € E. On a :

20x3 + 13x1)

Ty =2x3— I ro =2x3— T Ty =213 — T
Ty =T Ty =T Ty =T
F : =0.
TEFNG S g :%(10w3+3w1) Y 0 =162+ 22 r = Fe=0
T = 7(20$3 + 13$]) 0 = 20x3+ 624 Try =
Donc ’Fﬂ G ={0g} ‘
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Union de sous-espaces vectoriels

Exercice 24. Union de sous-espaces vectoriels. Soient E un K-espace vectoriel et (Fy,)nen une suite
croissante pour l'inclusion (i.e. ¥(k,{) € N2, k < { = F}, C I},) de sous-espaces vectoriels de E.

Montrer que F = |J F,, est un sous-espace vectoriel de E. Indication : Attention, ['union est infinie!
neN

U F, C E et E est un K-ev.
neN

e O € Fio et F19 C F donc O € F.
o Soient (z,y) € F? et a € K. Alors il evisten € N et p € N tels que x € F,, ety € F,.

Notons m = max(n,p). Alors, par croissance de la famille (F;), on a : Fy, C Fy, et F,, C Fy,.
Ainsi, x,y € F,,. Or, I}, est un s.e.v., donc ax +vy € F,,. Or, F,,, CF, donc ax +y € F.

o Ainsi,

F est un sous-espace vectoriel de E ‘

Exercice 25. Union de sous espaces vectoriels. Soient F est un K-espace vectoriel et F' et G deux
sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que F UG est un sous-espace vectoriel, si et seulement si, (F C G ou G C F).

e Sens réciproque. ST F C G, alors F UG = G donc F UG est un ssev; si G C F, alors
FUG = F donc FUG est un ssev.

o Sens direct. Supposons que F'U G est un ssev de E.

Méthode 1 : par ’absurde. Supposons que F ¢ G et G ¢ F. Ainsi, il existe f € F\ G
etge G\ F. Alors f e FUG et g € FUG. Un ssev sert a faire des additions! Comme
FUG est un ssev, f+g€ FUG.

- Sif+geF,alorsg=(f+g)+(—f) € F, ce qui est absurde.
—— ——

er er
— Si f+ g€ @G, alors de méme, f € G, ce qui est absurde.

Dans tous les cas, on a une absurdité donc ’F CGouGCF|

Méthode 2 : on montre directement la disjonction. Pour cela, supposons que F ¢ G,
et montrons que G C F.
F ¢ G donc il existe f € F\ G.
Soit g € G.
On a alors f,g € FUG et puisque F'U G est stable par addition f+g € FUG.
Supposons que f+g € G. Alors f = (f +g) — g € G (car G est stable par soustraction).
Contradiction.
Ainsi, f+g € F. Donc g = (f +g) — f € F (car F est stable par soustraction). On a
donc montré G C F.

2. En déduire : FUG=E = (F=FE ouG=EFE).

Correction. Supposons FUG = E. Alors F'UG est un ssev de E donc I C G ou G C F. D’ou
E=FUG=G ou E=FUG=F, ce qui conclut.
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Familles libres, liées

Exercice 26. Liberté? Dans chacun des cas suivants, étudier la liberté éventuelle de la famille F dans
E.

1. E=R* F=((1,1,1,1), (1,2,3,4), (—1,0,1,2), (0,2,1,-2)).

a+p—7v =
a+ 268+ 26

a+38+v+9
a+48+2y -2 =

Il
oo oo

Correction. Soit (o, 8,7, 6) € R* tel que au+Bv+yw+dt = 0. Alors

En résolvant ce systéme, on trouve que 6 =0, a = 2y et § = —.
Prenons, a =2, =—1,7v=1,6 =0 alors 2(1,1,1,1) — (1,2,3,4) + (—1,0,1,2) = (0,0,0,0) donc
’ la famille F est liée‘.

2. E=R%, F=(z—In(5z), 2 — In(3z), =+ 2).

Correction. Soit (a,b,c) € R3 tel que Vx € R% ,aln(5z) + bIn(3z) + 2¢ = 0.

1
Pour x = 3 on obtient aln (g) 4+ 2¢ = 0.
1 3
Pour x = = on obtient bln <5> + 2¢ = 0.
Ainsi, a = —b et ¢ = —%lng.
Posonsa=2,b=-2, c=— lng alors
* ) 5
Vo € R, 2In(52) — 2In(3z) — 21In 3= 2In(5z) — 2In(3x) — 2In 3
5
= 2(In(5z) — In(3z)) — 21n 3
=2In or 21In g
3x 3
=0.
Donc | la famille est F est Ziée‘.

Sinon, remarquer que :

* 5 5 in §)
Ve e R, In(5z) = 111(333§) =In(3z) + In 3)= In(3z) +

donc la 1ére fonction s’exprime comme une CL des deux autres donc la famille est liée.

2 e, 7= (n(; ). (0 Y))

Correction. Soit (a,b,c) € R? tel que aly + b <(1) (1)> +c ((1) (1)> = 0.
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la famille F est libre‘.
c a—+c

Alors (a—i—b b > =0y donca=b=c=0. Ainsi,

Exercice 27. Liberté?
1. Les fonctions cos, sin, exp sont-elles linéairement indépendantes ?
2. Les fonctions arccos, arcsin et x — 1 sont-elles linéairement indépendantes ?

3. Les suites (1)nen, (n?)nen et (2%)nen sont-elles linéairement indépendantes ?

Correction.
1. | Ouil. Justifions. Soit (A, p,v) € R® tel que

A cos +psin +v exp = Opr.

Autrement dit, on a

Vz € R, Acos(z) + psin(z) + ve® = 0.

La encore, on va appliquer la V-assertion. On peut bien choisir ces points d’application pour se
simplifier les calculs.

e En appliquant la V-assertion en 0 et en 27, on a
Av=A+ve?™ =0,

d’on on tire facilement v =0 (car €*™ > 1), puis A\ = 0.

o Il reste Vr € R, usin(z) =0, qui donne p =0 aprés application en 7/2.

2. . On a

Va € [-1,1], arccosx + arcsinz = g,

donc ’égalité fonctionnelle

arccos + arcsin x — g x1=0,
qui est une relation de dépendance linéaire non triviale. Donc la famille est lice.
3. . Justifions. Soit A\, u,v € R tels que

/\(1>n€N + M(nQ)nEN + V<2n)neN = ORN.

Autrement dit, on a
Vn € N, A 4 pn? 4 v2" = 0.

On essaye de tirer de cette assertion suffisamment d’éléments pour montrer A = p=v = 0. On
peut étre plus ou moins fulé.
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Meéthode directe. On va simplement appliquer la V-assertion en 0, 1 et 2, et en tirer des consé-

quences.
On a
A + v =0 A+ v =0 L2€L27L1-
A pu +2v=0 donc w+v=0 I I I
Adp+4r=0 4p+3v=0 3 3
A +v=0 )
donc uw+v=0 [L3<—L3—4L2
—v=0 )
A +rv=0 ;
donc uw+v=0 {Lg «— —Ls3
vr=0 ’
donc ' ig LleLliLs-
i MI/:O LQ%LQ—Lg

On a montré A =pu=v =0, ce qui conclut.

Méthode un peu plus fine. On raisonne asymptotiquement, dans [’esprit de [’échelonnement.

2 n
e On a d’une part Vn € N, AJ“”;%” = % =0 et d’autre part

A+ pun? + v2n A n n? .
on T THg TV RIS
par croissances comparées.
Par unicité de la limite, on en déduit v = 0.

e FEzactement le méme argument montre maintenant que

A pun?
o n2 n—-4o00

0

ft,

donc = 0.

o [l reste A =0, ce qui conclut.
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Exercice 28. Une nouvelle famille libre.

Soient E un K-espace vectoriel, n > 2 et (e1,...,e,) une famille libre de E.

Montrer que la famille F = (e + e2,e2 + €3,...,en—1 + €,) est libre.

Correction. Notons F = (f1,..., fn-1)-
n—1

Soient M\, ..., \p_1 € K tels que Z Nifi =0.

i—1

Alors .
Ater + Z()\zel + Ai)ei + Ap—1en, = 0.

=2

Or, par hypothese, (e1,...,ey) est libre donc A\ = Ap—1 = 0 et pour tout i € [2,n — 1], X\i—1 + X; = 0.
En particulier, A1 = 0 et Vi € [2,n — 1], \; = —X\i—1 donc par récurrence finie immédiate, Yi €

[2,n—1], A\i =0. Dot | F est libre].

Exercice 29. Liberté d’une famille de fonctions. Pour tout p € N, on note f, : x — eP*.

Montrer que pour tout n € N, la famille (fo,..., fn) est libre.

Correction. Preuve 1. Par récurrence sur n € N.

o fo nest pas la fonction nulle donc (fo) est libre.

o Soitn €N tel que (fo,..., fn) est libre. Montrons que (fo, ..., fn+1) est libre.
Soit (ag, . .. any1) € R 2 tel que agfo + ... anfn + ans1fnr1 =0 (L1).

Premiére méthode. En dérivant, il vient : a1 f1 +asfo+...nanfn+ (n+ 1)aps1for1 =0. (La)

Ly — (n+ 1)Ly donne : Z[k} — (n+ D]agfr = 0.
k=

0
Or, par HR, la famille (fo,..., fn) est libre donc Yk € [0,n], [k — (n + 1)]Jaxy = 0 d’ou

Vk € [0,n], ax =0 car k #n+ 1.

En reportant dans Ly, il vient : apt1fne1 = 0. Or, fry1 # Opr donc apy1 = 0.
Ainsi, la famille (fo, ..., fa+1) est libre, ce qui montre I’hérédité et conclut la récurrence.

Deuxiéme méthode. On a :

Vr € R, aoe® + ... ape™ + anHe(”H)l‘ =0.

En multipliant par e~T)% 41 vient

Vr € R, age”"HT L g e 4 ani1 = 0.

Par passage a la limite quand x tend vers +00, on obtient : an+1 = 0.

On en déduit que Z arfr = 0. Or, par HR, (fo,..., fn) est libre donc Vk € [0,n], a = 0.

k=0
Ainsi, (fo,..., fas1) est libre, ce qui clot la récurrence.

Preuve 2. Preuve directe avec les polynomes.
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Soit n € N. Soit (Ao, ..., \n) € R tel que Vo € R, 37 o M€ =0. On a :

Ve eR, > A(e")F =0 (x)
k=0

En posant, P(X) = S"1_o M X, la relation () s’écrit alors Vo € R, P(e®) = 0.

Comme l'image de la fonction exp est RY, on en déduit Yy € R, P(y) = 0.

Ainsi P a une infinité de racines, et donc P = 0. Par suite, ses coefficients sont tous nuls, ce qui prouve
que la famille (x — @kx)ke[[o,n]] est libre.

Exercice 30. Liberté d’une famille de fonctions. Soient un entier n > 2 et des réels a1 < --+ < .
Montrer que les fonctions x — |[z—ay|,x — |z—aa|, ...,z — |z—ay,| sont linéairement indépendantes.

Correction. Notons pour tout k € [1,n], fi: x — |z — agl.

Raisonnons par labsurde et supposons que (fi,..., fn) est liée.
Il existe donc p € [1,n] et des réels Ai,..., A\p—1, \p+1, ..., Ap tels que
fo = XS
k#p

On sait que pour tout k, fi est dérivable sur R\ {ag} et les (o) sont deuzr d deux distincts donc pour
tout k # p, fi est dérivable en oy,.
Par opération sur les fonctions dérivables, 3y, Ak fi est dérivable en oy et par égalité, f, devrait étre

dérivable en o, : absurde! Donc

la famille de fonctions (z — |x — aql,...,z — |x — ayl) est libre‘.

Exercice 31. Liberté d’une famille de fonctions. Pour a € Ry, on note f,: R — R

t +— cos(at)
Montrer que pour tout n € N*, pour tous réels positifs distincts ai,...,an, la famille (fa,)1<i<n est
libre.

Par récurrence sur n € N*.
o Pour tout a € Ry, (fq) est libre car la fonction f, n’est pas nulle (elle vaut 1 en 0).

e Soitn € N* tel que la propriété est vraie au rang n.
Soient ai, ..., anq1 des réels positifs distincts. Montrons que (fay,. .., fa,.,) est libre.
Soit (A1 ..., nt1) € R™ L tel que

)\lfn,l +"'+/\n+1f(ln+1 =0 (Ll)

En dérivant deux fois cette égalité fonctionnelle, on obtient :

aiAifay + ot ap o Ang1fany =0 (L)

La transvection a%+1L1 — Lo donne

M(a g = a3) fay + -+ Anlad g — a3) fa, = 0.
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Or, par hypothése de récurrence (fo,, ..., fa,) est libre donc
Vi e Hlvn]]v Ai(a?L—‘rl - (122) =0.

Mais les a3 sont deux a deux distincts (car les ay, sont distincts et positifs) donc Vi € [1,n], a?H_l -

a%;éO donc A\ = -+ =\, = 0.

Il y a un mini-raisonnement a faire. Supposons, par l'absurde qu’il existe i € [1,n] tel que aiﬂ = a?.
Alors ant1 = *a;.
Si an+1 = —a;, alors par positivité des ay, il vient an+1 = 0 = a;.

Dans tous les cas, on obtient an,y1 = a;, avec i # n + 1, ce qui contredit le fait que les ajp sont

distincts. Ainsi, Vi € [1,n], a2, —a? #0.

L’équation (L1) devient Api1 fa,.,, qui, évaluée en 0, donne A1 = 0.
Ainsi, (fa,)1<i<n+1 est libre, ce qui prouve Uhérédité et clot la récurrence.

Exercice 32. Liberté d’une famille de fonctions. Pour tout k € N*, considérons f,: R — R
x +— sin(kz)
Montrer que pour tout n € N*, la famille (f1,..., fn) est une famille libre de R,
2501 Toh 19UTTHH I9 9959 TsodR
Correction.
Montrons que Vn € N*, (f1,..., fn) est libre, par récurrence sur n € N*.

Notons H,, la propriété : « la famille (f1,..., fn) est libre ».

Initialisation. La famille (f1) est libre, car c’est une famille a un seul élément qui n’est pas le vecteur

nul (ici qui n’est pas la fonction nulle : en effet, la fonction sinus n’est pas la fonction nulle).

Hérédité. Soit n € N fixé. Supposons que H,, est vraie.

Montrons Hy1 cad montrons que la famille (f1,..., fny1) est libre.

Pour cela, donnons-nous des scalaires \i, ..., A1 tels que

(%) AMfi++ M fe+ o+ A farr = 0F@p)
Pour tout k, les fonctions fi, sont deuz fois dérivables, et on a f]l = —k? fi.

Dérivons deux fois (%), on obtient :

A+ NS A fr = 0@

(<) MEDf+ o+ (R fe 4 4 A (—(n 4+ 1)) fr1 = 0rgep)

Multiplions (%) par (n+1)? et ajoutons lui ($).
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Les termes d’indice n + 1 disparaissent et on obtient :

Z((n 12— KN fi = 0Fr®RR)
k=1

Cette égalité est une relation de liaison entre (fi,..., fn).

D’aprés H,,, on en déduit que
Vk € [1,n], (n+1)2=EHA\ =0

D’ou
VEk e [1,n], A =0

Reportons cette information dans (x). On obtient :
An+1fn+1 = 0F@R)

Comme fpy1 n'est pas la fonction nulle, on obtient Apy1 = 0.
Finalement, on a montré la nullité de tous les \j,.
Dot Hyy1.

Exercice 33. Liberté d’une famille de suites.
Sotent a,b, ¢ trois réels distincts (et éventuellement positifs si vous voulez).

Montrer que la famille F = ((a")neN, (0"),en (c”)n€N> de RY est libre.
Correction. Montrons que la famille F = ((a”)neN, (bn)neN’ (c”)neN) de RN est libre.

Premiére solution (résolution d’un systéme en donnant des valeurs particuliéres a n).
Soient o, 5,y € R tels que

a(a”)neN + 5(bn)neN + 7<Cn)neN = Opn.

Cette derniére égalité est une égalité de suites.

Faisons-en des égalités de nombres réels. On obtient donc
VneN, axa® + Bxb" + yxc* = O

En particularisant a n =0, n =1, n =2, on obtient :

aa® + B0+ 4 = 0
aal + Bt + 4t = 0
aa’? + B2 + 2 = 0
que l’on écrit matriciellement :
a¥ 0 | o 0 1 1 Q 0
a bt o Bl = |0 ou encore a b c| |8l = |0
a? v | |y 0 a®> b A2 |y 0
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L’objectif est de montrer que ce systéme admet (0,0,0) pour unique solution. Ceci sera réalisé si
on arrive a montrer que la matrice carrée du systéme est inversible.

Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice, ce qui ne change pas son
caractére inversible.

1 1 1
a b ¢
a2 b A2

Effectuons Lo < Lo —aly et Ly < Ls — a’l :

1 1

1
0 b—a c—a
0

b2 —a? 2 — a2

Comme b*> — a® est multiple de b — a, en effectuant L3 < Lz — (b+ a)Lo, on obtient :

1 1 1
0 b—a c—a
0 0 c—a?—(b+a)(c—a)
Le coefficient en bas a droite vaut (¢ — a)(c+a) — (b+a)(c—a) = (¢ —a)(c —b).

La matrice obtenue est triangulaire supérieure avec sur la diagonale :
1 b—a (c—a)(c—0b)

Aucun de ces coefficients n’est nul, car a,b, c sont distincts deuzx d deuz.
Bilan, la matrice est inversible.
Donca=0,5=0ce~v=0.
Deuxiéme solution dans un cas particulier (passage a la limite aprés avoir divisé par le terme dominai
Attention, cette solution ne fonctionne que dans le cas ot a,b,c sont positifs.

Soient o, 5,y € R tels que
a<an)neN + B(bn)nEN + V(Cn)neN = Ogn.

Cette derniére égalité est une égalité de suites.

Faisons-en des égalités de nombres réels. On obtient donc

VneN, axa" + Bxb" + yx = Og.

Quitte a permuter les suites (ou a les renommer), on peut supposer que 0 < a < b < ¢, de sorte

que
b

C

<1 et <1

c

(question au lecteur : pourquoi peut-on diviser par ¢ ?)
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En divisant par ¢, on obtient donc
a\" a\"
VneN, a><<> —i—ﬂx() + v = 0Op
c c
Par passage a la limite, on obtient

ax0 + gx0 4+ v = 0r

D’ou v = 0.

.....

a(a"), ey + B0"),en = Orr

On constate que l'on est dans la méme situation que la situation initiale, mais avec seulement deuz
suites (toujours avec a,b distincts!). On peut donc recommencer le méme coup (division par b :
pourquoi b est-il non nul), et obtenir f = 0.

En injectant dans [’égalité initiale, on obtient

a(a"), oy = Opn.

Or la suite (a™) n’est pas la suite nulle (car son premier terme vaut a® = 1), donc a = 0.

neN

Bilan. On a montré que a« =0, 5 =0 et v = 0.

Exercice 34. Condition pour étre liée.
Soient E un R-espace vectoriel, n € N* et (eq,...,e,) une famille libre de E.
n
Soit (a1, ...,a,) € R™. On pose u = Zaiei et pour tout i € [1,n], v; = e; + u.

i=1
A quelle condition sur ay,...,an la famille (vi)icp ) est-elle lice ?

Correction. Soient Ai,..., A\, € K tels que Y i A\jv; = 0. Alors D71 Ni(ei +u) =0 done D1 Niei +
" X)) u = 0. En notant s = > 1 Ai, on a > (X + sa;)e; = 0. Or (e1,...,ey) est libre donc Vi,
\i = —sa;. En sommant, on obtient s = —s Y, a;, donc s(1+ Y, a;) = 0.

o Siy;a;# —1, alors s =0 et Vi, \j = —sa; = 0 donc (vi)ie[i,n] est libre.

o Sid,a; =—1, alors Y av; =Yg aie; + > aiu =u—u =0 alors que (ay,...,a,) # Ogn
vu que leur somme vaut —1. Donc (vi)ie[1,n] est lice.

Conclusion : | (vi)ie[1,n] est lice ssi y5;a; = —1|.
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Familles génératrices
Exercice 35. Combinaison linéaire.

1. La fonction (x ~ cos(27)) € RR est-elle combinaison linéaire des fonctions cos et sin ?

2. Quelles suites sont combinaisons linéaires des suites (1)nen et ((—1)"),cn € RY 2

Correction.

1. . Supposons (par labsurde) que la fonction f : x — cos(2z) soit combinaison linéaire de cos
et sin. On pourrait alors trouver un couple de scalaires (\, ) € R? tel que

f = Acos+pusin,

c’est-a-dire tel que
Vz € R, cos(2z) = Acos(x) + psin(x). (X

Par exemple, 'assertion (%K) implique en particulier pour x =0 et © = m les égalités

1= A
1=—X,

qui sont manifestement absurdes.

2. |1l s’agit des suites 2—pé7'i0dique5‘. Montrons-le.

o Déja, les suites (1)nen et ((—1)"),cn sont 2-périodiques, donc on vérifie alors immédiatement
que la méme propriété doit étre satisfaite par chacune de leurs combinaisons linéaires.
o Réciproquement, soit (uy), oy une suite 2-périodique. On peut donc trouver deux valeurs p,i €

R telles que
p sin est pair

VneN, u, =<" ) ] )
1 St n est impair.

On vérifie alors (par disjonction des cas) que

p+i

w1+ 20—y,

Vn eN, u, = 5

ce qui montre bien que (up)nen est combinaison linéaire des deux suites (1)pen et ((—=1)"),cn-
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Exercice 36. Trouver une famille génératrice.

1. Soit M € M, (K). On suppose que MT = M + Tr(M)1,.
Montrer que M est symétrique et de trace nulle.

La réciproque est-elle vraie ¢

2. Icin = 3. Déterminer une famille génératrice de F' = {M € M3(K) | MT = M + Tr(M)Ig}

Correction.

1. Soit M € M, (K). On suppose que MT = M + Tr(M)]I,.

Appliquons la transposée a cette égalité. On obtient, par linéarité de la transposée :
M = MT +Tr(M)I,
On obtient le petit systéme

MT = M+Te(M)I,
M = MT+Te(M)I,

Effectuons L1 — Ly. On obtient MT — M = M — M7T, d’ou MT = M. Ainsi M est symétrique.

Et en reportant cette information dans ['égalité initiale, on trouve Tr(M)I, = 0.4, (), donc
Tr(M) = 0.

La réciproque est vraie.
Si M est symétrique et de trace nulle, alors on a MT = M et Tr(M) = 0, d’ou l’égalité MT =
M + Tr(M)1,.
2. On a montré que I est exactement ’ensemble des matrices symétriques de trace nulle.
Il est facile de vérifier que F est un sous-espace vectoriel de .#3(K).

Ou bien vous faites la preuve standard, ou bien vous invoquez le fait que F' est l'intersection de
deuz sev de M3(K), lesquels ¢

Déterminons une famille génératrice de F'.
Soit M € F, c’est-a-dire une maltrice carrée de taille 3 symétrique et de trace nulle.
Alors M est de la forme :

a b c
b d e aveca+d+ f=0
c e f
donc de la forme
a b c
b d e
c e —a—d
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Ainsi M s’écrit

10 0 010 0 0 1 00 0 0 00
al0 0O O +0b[1 0 0] +¢|0O O O] +d|0 1 0] +e|0 0 1
0 0 -1 0 00 1 00 0 0 -1 010

On a donc montré Uinclusion F C Vect (ces 5 matrices).

On vérifie que les 5 matrices ci-dessus sont bien symétriques et de trace nulles, donc sont dans
F.

Comme F' est stable par combinaison linéaire, on en déduit que Vect (ces 5 matrices) C F.

BILAN. On a l’égalité F = Vect (ces 5 matrices) ou les 5 matrices sont :

1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 0

0 0 O 1 0 0 0 0 0 01 O 0 0 1

0 0 -1 0 0 0 1 00 0 0 -1 0 1 0
—_———— —_—— —_——

E11—E33 Ei12+E21 Ei13+E31 E22—FE33 Eaz+E32

Bases

Exercice 37. Base de R3. Dans R3, on considére les vecteurs u = (1,1,—1), v = (=1,1,1) et w =
(1,—-1,1).

1. Montrer que (u,v,w) est une base de R3.

Correction. Soient X = (z,y,2) € R? et (o, 3,7) € R®. On résout le systéme

a=pf+y =
au+ P +yw =X & a+pB—v =y Sla=
—a+f+y ==z

x+y.5:y+z'7:x+z

2 2 2

Ainsi, tout vecteur (z,y, z) € R3 s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs

u,v,w. Cela montre que ‘ (u,v,w) est une base de R3 ‘ et que les coordonnées de (x,y,z) € R? dans
rTt+y y+z r+=z
2 72 7 2 )

la base (u,v,w) sont (

2. Déterminer les coordonnées de (2,0,4) dans cette base.

Correction. On applique ce que l'on a précédemment fait a x =2,y =0,z = 4.

Deés lors,

(o, B,7) = (1,2,3) sont les coordonnées du vecteur (2,0,4) dans la base (u,v,w) ‘
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Exercice 38. Commutant d’une matrice.

1. Soit A € M,(K). On note C(A) ={B € #,(K) | AB = BA}.
Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de .#,(K).

2. Déterminer une base de C(A) dans le cas ou A = (i _11>

Correction.
1. Ane qui trotte.

2. En résolvant le systéme (pour l'ordre inhabituel des variables a,c,b,d, qui est plus pratique pour

[’échelonnement), on trouve
7 Jfd=2b b 2
{12 %) [ s

. 10 -2 1
dont une base est clairement ((0 1) , (_7 0))

(Par une habile transvection, on pourrait plutot prendre (I, A), mais a-t-on besoin d’étre intelli-
gent ?)

Exercice 39. Un peu d’orthogonalité.

1. Soient u = (1,2,0,—1) et v = (1,1,1,1) € R%,
Montrer que (u,v) est une base du sous-espace vectoriel F' = Vect (u,v) C R%.

2. Trouver deux vecteurs (o, 8,7,0), (c/,B',v',6") € R* linéairement indépendants tels que
F={(z,y,2,t) eR' | ax + By + vz + 6t = 'z + 'y + 7'z + &'t = 0}.
3. Démontrer que (a, 8,7,90) et (a/,5,7,8") forment une base de
F° ={(a,b,c,d) € R* | Y(z,y, 2,t) € F,ax + by + cz + dt = 0}.

Correction.

1. Les deux vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, donc la famille (u,v) est libre.
Puisque, par définition, elle est génératrice de Vect (u,v), elle en constitue bien une base.
x

2. Soit w = Z € R%. On a w € Vect (u,v) si et seulement si I\, u € R : w = Mu + pv, c’est-a-dire

4
st et seulement si le systeme
A t+p=zx
2N +pu=y
==z
“At+p=t
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est compatible.

On peut échelonner ce systeme :

At+p=zx A+ pu= =
2A+pu=y —u=—2x+y Lo+ Lo — 21,4
w==z W=z Ly< Lys+ L
“At+pu=t 2u= x+t
A4+ = =
H= %
<~ —u:—2x+y {L2<—>L3}
2u= x+t
)\,U,i l‘;Z L1<—L1—L2
= 0= —22+y+2 L3+ L3+ Lo
0= 2 —2z+1. Lo Ly =20

Ainsi, ce systéme est compatible si et seulement si ses deux équations de compatibilité sont triviales,
c’est-a-dire si et seulement si

—2r+y+z=x—-2z+t=0.

Cela montre que

x
F = Vect (u,v) = Z ERY| —2r4y+z=0-224t=0
t
a -2 o 1
oo B 1 / I8 . . . L
Ainsi, w = 5 =1, et w' = - = | 5 conviennent (ils sont bien linéairement
o 0 & 1
indépendants).
x a
3. Déja, quel que soit Z € F, l'ensemble Ic) ER |ax+by+cz+dt =0y estun sous-espace
t d

vectoriel de R* : ¢’est Ker (:c Yy oz t).

L’intersection de tous ces sous-espaces vectoriels est

eRY | Va,y,2,t eERyax +by+cz+dt =03 = F°.

QL o o
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Pour montrer que (w,w') en est une base, il y a trois points d vérifier.

o Commencons par vérifier que w et w' appartiennent a F°.
On sait déja que a+28 — 5 =a+ B+v+ 9 =0, et que la méme égalité reste valable pour
O[, 5/ ,_Y/ 5/'
x

Soit | Y| e F. D’apres la premiére question, on peut trouver A\, i € R tels que

z
t
x A+
Y = it = 2N+ 1
z 1
t A+
On a alors

ar + By +yz+ 6t =N+ p)a+ 2N+ )8 + py + (=X + w)d
—Ma+28-08)+pula+B+v+90)
=0,

ce qui montre que w € F°.

La situation étant symétrique, on montre de la méme facon que w' € F°.
o On remarque directement que w et w' ne sont pas colinéaires, donc la famille (w,w') est libre.

o Enfin, montrons que (w,w’) engendre F°.

a
Soit donc w = I; € F°.
d
x
On doit avoir ¥ ‘Z eF, avr+by+cz+dt=0.
t

En particulier, en appliquant cette V-assertion a v et a v, on en déduit

a2y —d=0 o 42e43d=0 L mement)
a+ b +ctd=0 b— ¢ —2d=0 g '
Autrement dit,
—2]1— 37 —2 -3
_ I+ 27 B 1 2
W e :| ‘ 17 —[ - R = Vect 1 5 0
T 0 1

Pour montrer que w € Vect (w,w'), il suffit de montrer que ce sous-espace vectoriel est inclus
dans Vect (w,w").
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Par stabilité par combinaison linéaire, il suffit méme de vérifier simplement que les deux

-2 -3
2 . . ,
vecteurs | et 0 appartiennent a Vect (w,w’).
0 1

C’est évident dans le premier cas (le vecteur est w lui-méme), et on trouve facilement l’écriture

-3 -2 1
2| |1 o ,
0 =2 1 + 9 =2w+w,
1 0 1

ce qui conclut dans le deuxieme cas.

Exercice 40. Base de .#,,(K) formée de matrices inversibles.

Montrer que l'on peut trouver une base de #5(K) formée de matrices inversibles.
Généraliser en taille n.

’Le casn:2‘

La famille des E;; est une famille génératrice de #>(K) (c’en est méme une base).
On a

Mo(K) = Vect (E11, Baz, B12, Fa1) = Vect (Eq1, Esa, B12, Ba1,I) = Vect (I 4+ E11, 1 + Fag, I 4+ E19, 1 + Fa1, 1)

Les 5 derniéres matrices sont inversibles (elles sont triangulaires/diagonales avec aucun 0 sur la diago-
nale).

Le premier * est di au fait que I = E11 + Fos.
Le deuzieme ** se justifie par double inclusion :

o Il est clair que E;j est combinaison linéaire des matrices de droite : écrire E;j; = (I + Eyj) — 1.

o [t les matrices I + E;; sont bien combinaison linéaire des matrices de gauche (facile).

Bilan : La famille (I + Ev1, I+ Es, I+ Ei2, I + E91, I) est génératrice de .#>(K) et formée de

matrices inversibles.
Hélas, elle n’est pas libre. En effet, I est combinaison linéaire des I + E;j, puisque

31

(I+FEwn) + (I+ E)
On peut donc reprendre les égalités précédentes et obtenir :
Mr(K) = Vect (I + E11, I+ Eoz, I+ Era, I+ Eo)

Ainsi, la famille (I + E11, I+ E92, I+ E12, I+ Ea1) est génératrice de M2(K).
Je vous laisse montrer que cette famille (I + Ey1, I + Eag, I+ F1o, I+ FEa1) est libre.

’Le cas n quelconque‘
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o Déterminons une famille génératrice de M, (K) formée de matrices inversibles.

On a
Mp(K) = Vect ((Eij)ij) = Vect ((Eij)ij, 1) = Vect (I + Eij)ij, I).

Or la matrice I est combinaison linéaire des I + F;j;, car :

n
= I+ Ei)
nHE} + Ey)

On peut donc supprimer I « du Vect » et obtenir :

/fn(K) = Vect ((]-l- Eij)z',j) .

Les matrices I + E;; sont inversibles (elles sont triangulaires/diagonales avec aucun 0 sur la dia-
gonale).

Ainsi, la famille (I + Ejj);; est formée de matrices inversibles, et ’ est génératrice de M, (K) ‘

o Montrons que la famille (I + E;j); ; est libre.

Soit une famille de scalaires (m; ;) telle que
> mi(I+ Eij) = 0.
i,
Notons o =32, ;m; ;. Alors
Zmz‘,jEi,j = —ol.
2
L’égalité des coefficients (diagonaux et hors diagonauz) donne :

- Vie[l,n], mi;=—c
= Vi#j, mij=0.

D’oti 0 = —no puis (n+1)o =0 d’ou o = 0.

Finalement, on a Vi, j, m;j =0, ce qui prouwve que | (I + E;;); ; est libre|.

o En conclusion, | (I + Ejj); ; est une base de 4, (K)|, formée de matrices inversibles.

Exercice 41. Q-espace vectoriel. On pose E = {a + bv2 +¢V/3 | (a,b,c) € Q3}.
Vérifier que E est un Q-espace vectoriel. Montrer que la famille (1, V2, \/g) est une base de E.

Correction.
e N.B. : ECR etR est un Q-espace vectoriel.

o E = Vectg(1, V2,V/3) donc E est un sous-espace vectoriel du Q-espace vectoriel R donc E est
lui-méme un Q-espace vectoriel.

o Par définition, la famille {1,/2,v/3} est génératrice dans E.
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o Montrons qu’elle est libre : Supposons que o+ 3v/2 +vvV3 =0, avec (o, B,7) € Q3.

g

— Supposons que v # 0 : alors \/3 = a + by/2 aveca:_—ae(@etb:_—EQ.
v Y

« En élevant au carré, on a : 3 = a®+ 2b* + 2abv/2.

3
x Siab#0, alors /2 =
x Ainsi, ab = 0. Par intégrité de Q, a =0 ou b = 0.

—a?®—2b2
ab

€ Q, ce qui est absurde.

3
* Supposons que a = 0. Alors 3 = 2b* puis |b| = \/;, ce qui est absurde car b € Q.

x Ainsi, b= 0, puis a> = 3 i.e. |a| = /3, ce qui est absurde car a € Q et /3 € R\ Q.
— Finalement ie. a+ BvV2=0.

— Supposons que B # 0, alors /2 = — € Q, ce qui est absurde.

— Donc pUis , Ainsi, la famille est libre.

(0%

B

o | La famille {1, V2, \/3} est libre et génératrice donc c’est une base de F

. De plus, dimg E/ = 3.
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