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Applications linéaires

Exercice 1. Linéaire ou pas ? Les applications suivantes sont-elles des applications linéaires ¢

1. i: R? — R . 3. fz: RY 5 R
(xay) = 2y—5$ (un)neN = Us50
4. fa: AMr(C) — C
2. f2: RS - R3 avec X € R fizé. a b s atd
(z,y,2) = (z,2,)) c d
Correction.
1. M car Vm,y,x’,y’,)\ € R, fl(($7y) + )‘($/7y/)) = ... = fl((aj-/y)) + )\fl(($//1//)) (d VoUS

de détailler).

2. o SiX#0, alors fa n'est pas linéaire car f2((0,0,0)) # (0,0,0).
o Si XA =0 alors fy est linéaire car Vx,y,z, 2y, 7o € R, fo((z,y,2) + a(2’,y/, 7)) = ... =
fQ((mv Y, Z)) + Oéfg((if/./ y/7 Zl))'

fo est linéaire si et seulement si A =0 ‘

Ainsi,

3. f3 est linéaire car pour tous (un)nen, V(Vn)nen € RN, XER, on a

f3((un)n€N + )‘(Un)nGI\T) - fd((un + )\Un)nEN) = uso + )\U5o = f:j((un)neN) + Afii((”n)nGN)‘

4. De la méme facon, fy est linéaire. Remarque : fq, = Tr.

Exercice 2. Soient f: E — F et g : FF — G deux applications telles que f est linéaire et surjective et
go f est linéaire. Montrer que g est linéaire.

Correction. Soient (y1,12) € F? et A € K. Puisque f est surjective, il existe un couple (x1,z2) € E?
tel que y1 = f(x1) et y2 = f(x2); fizons un tel couple. On a alors :

9(Ay1 +y2) = g\ f(z1) + f(22))

= g(f(Az1 + 22)) par linéarité de f
= (g0 f)(Az1 + 22)

= Ago f)(z1) + (go f)(x2) par linéarité de go f
= Ag(y1) +9(y2),

ce qui prouve que | g est linéaire|.
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Exercice 3. Un endomorphisme de R3. Soit f : (z,y,2) — 2y + 2,2+ 2,—x +y + 2).
Montrer que f € L(R3). Déterminer Im(f) et Ker(f). Que peut-on en déduire ?

Correction.

e Par définition, f : R3 — R3.
De plus, on vérifie (le faire...) que ¥(z,y, 2), (2,9, 2') € R3, VA € R, f((z,y,2)) + @',y 7)) =
(2,9, 2)) + Af((2", 9, 2").
Ainsi| f € L(R3) |.

o Soient (a,b,c) € R3 et (v,y,2) ER3. On a :

x=z(a+b—2c)
(a,b,c) = f(z,y,2) <= ... <=1 y=3(2a—b—c)
(—a + 2b+ 2c¢)

Q=00 =g =

z =

Tout élément de R® a donc un unique antécédent par f donc f est bijective. On en déduit que

Imf =R3|, |Kerf = {ORs}‘ et| f € GL(R?)|(f est donc un automorphisme de R3).

Exercice 4. Endomorphisme défini par ses restrictions a des supplémentaires.
Dans le K-espace vectoriel E = K3, on considére les sous-espaces vectoriels

Fy = Vect ((1,0,0),(0,1,0)) et Fy=Vect((1,1,1)).
1. Montrer que Fy et F5 sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
2. Vérifier qu’il existe un endomorphisme u de E tel que

Y(a,b) € K2, u((a,b,0)) = (=b,a,0) et Veek, u((c,cc))=—(ccc).

3. Prowver que u* = Idg.

Correction.

1. e Par définition, Fy et Fs sont des sous-espaces vectoriels de E.

e Ona F1NFy ={0}. En effet, si x € F1 N Fy, alors il existe (a,b,c) € K3 tel que
x = (a,b,0) = (c,c,c)

et l'on a donc ¢ =0 et, par suite, x = 0.

o Enfin, pour (a,b,c) € E, l’égalité :

(a,b,¢) =(a—c,b—1c,0)+(c,c,c)
—_———— ——
S S

montre que EE C I\ + F5. Linclusion réciproque étant immeédiate, on a ’égalité E = F| + F5.

e Par suite, on a|E = F1 ® Fs |.
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2. Etant donné que Fy et Fy sont deuz sous-espaces supplémentaires de E et que :

v Fy — F et w: Fy — F
(a,b,()) = (—b,a,O) (C,C,C) = —(C,C,C)

sont deuz applications linéaires (ce que l’on vérifie aisément), il existe un unique endomorphisme
u € L(F) dont les restrictions a Fy et Fy sont respectivement v et w.

Alternative.

Analyse (brouillon). Y¥(a,b,c) € K?, (a,b,c) = (a —c,b—¢,0) + (c,c,c) et u linéaire donc

u((a,b,¢) =u((a—c,b—1¢,0)) +u((c,c,c)) = (¢ —b,a—¢,0) + (—¢,—c, —c) = (=b,a — 2¢, —c).

Syntheése (copie). soit u : (a,b,c) — (=b,a — 2¢, —c). On vérifie que u est linéaire et il est clair
que u vérifie les 2 conditions. D’ou ’existence.

3. D’une part, pour tout (a,b) € K2, on a :
u?((a,b,0)) = u((=b,a,0)) = (—a, —b,0),

donc Vz € Fy, u*(z) = —x d’ou Vo € Fy, u*(z) = 2.
D’autre part, on a : Vo € Fy, u?(x) = x donc Vo € Fy, u*(z) = x.
Ainsi, Uapplication linéaire u* coincide avec Uidentité sur deuz sous-espaces vectoriels supplémen-

taires de E ; par suite on a .

Exercice 5. Application linéaire définie sur une base.
Justifier qu’il existe une unique application linéaire f de R® dans R? telle que :

f(1,0,0) = (0,1); f(1,1,0) =(1,0) et f(1,1,1)=(1,1).

Exprimer f(z,y, z) pour tout (z,y, z) € R3. Déterminer le noyau et l’image de f.

Correction. Posons e; = (1,0,0),ea = (1,1,0) et e3 = (1,1,1) et E = R3.

o On observe que V(z,y,2) € R? (x,y,2) = (x —y)e1 + (y — 2)ea + ze3 donc la famille (e1, e, e3) est
génératrice de E.
De plus, cette famille est libre. Si ae1+bea+ces = 0 alorsa =b = ¢ = 0. Ainsi, (e1, e2, e3) est une base de E.

e On sait qu’une application linéaire est entierement caractérisée par l'image des vecteurs d’une base,
donc il existe une telle application f, et elle est unique.

e Pour tout (z,y,2) €R3, on a (z,y,2) = (v —y)e1 + (y — 2)ea + ze3 donc

)

f@,y2) = (@ —y)fle) + (y—2)f(e2) + 2f(es) = (0,0 —9) + (y = 2,00 + (2,2) = (.2 —y + 2)

donc

f+ R o R?
(xmy’z) = (y,:r—y—i—Z)

’Kerf = Vect ((1,0, —1))‘ : droite vectorielle.
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« Remarque. Par le théoréme du rang, dimImf = 2 et donc |Imf = R?|. N’ayant pas encore la

dimension on va le justifier autrement. Déja par définition de f, on a Imf C R2.
Réciproquement, par définition de f, (1,0) et (0,1) sont dans Im(f) et Im(f) est stable par com-
binaison linéaire donc R? = Vect ((0,1),(1,0)) C Imf.

Exercice 6. Un opérateur. Sur le R-espace vectoriel E = €°(R,R), on définit l’application ¢ qui, d
toute fonction f € E associe la fonction

o(f): R — Rx .
z / tf(t)dt
0
Montrer que ¢ est un endomorphisme de E. ¢ est-il surjectif ? injectif ?

Correction.

o Pour toute fonction continue f, la fonction ¢(f) est dérivable (c’est l'unique primitive de t — tf(t)
qui s’annule en 0), donc en particulier continue. Ainsi, ¢ est bien une application de E vers E.
C’est aussi une application linéaire : la linéarité de ¢ résulte de la linéarité de l'intégrale.

o Remarquons, que pour toute fonction continue f, on a ¢(f)(0) = 0. Or il existe des fonctions
continues qui ne sont pas nulles en 0 (comme par exemple la fonction constante égale a 1) donc
’gzb n’est pas surjective ‘

o Soit [ € Kerg. Alors, pour tout x € R, on a ¢(f)(z) = [y tf(t)dt = 0. En dérivant, on trouve :
Ve € R, zf(x) =0. Cela entraine que f(x) =0 pour tout x non nul. Par continuité de f en 0, on

a alors f(0) = 0. Ainsi f est la fonction nulle. Donc ’KCHb = {0} et ¢ est injeﬁtwe‘.

Exercice 7. Caractérisation des homothéties. Soient E un K-espace vectoriel et u € L(E) vérifiant
la propriété Ve € E, Ja € K: u(x) = ax. Montrer que u est une homothétie i.e. 3o € K:Vx € E, u(x) =
ax.

Correction.
o Si E={0g}, c’est immédiat.

o Supposons E # {0g}.
Soit xo € E\ {0g}.
Par hypothése, il existe ag € K tel que u(xo) = apxo.
Montrons que : u= apldg i.e. Vz € E, u(z) = apz.
Soit v € E. Alors il existe ap € K tel que u(x) = azx.
Idée. On regarde x + xo car on est dans un e.v. !
Par hypothése, il existe as € K tel que u(z + xo) = as(z + x0) = asx + asxp.
Par ailleurs, par linéarité de u, on a : u(x + xo) = u(x) + u(xg) = azx + apxo.
Dot (s — ag)x + (g — ag)zg = 0p.

— ler cas : sila famille (x,xg) est libre, alors a, = as = g, donc u(x) = apx.

— 2e cas : sinon, (x,xq) est liée. Comme par hypothése xo # O, on en déduit qu’il existe A € K
tel que © = Axqg. Alors, par linéarité de u, on a : u(x) = Au(zg) = Aapzo = ap(Azg) = apz.
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Dans tous les cas, on a u(z) = apx, quel que soit x € E donc’ u = aoldg i.e. u est une homothétie|.

Des exemples d’isomorphismes
Exercice 8. Sur R2. Soit f: (x,y) — (v +y,z —y).

Montrer que f est un automorphisme de R? et déterminer son automorphisme réciproque.

Correction. f: R? — R? et f linéaire donc f € L(R?).
Soient (x,y) € R? et (u,v) € R%. On a :

c

f(a:,y)—(u,vw:»{“y:“ <:>{"”:”?

r—y=v

Donc f est bijective.

Ainsi, | f est donc un automorphisme de R2‘ et|f71: RZ —
(u,v) +—

Exercice 9. Sur #,(C). Soient P € GL,(C) et fp: #,(C) — .#,(C)
M — PTIMP
Montrer que fp est un automorphisme et déterminer sa bijection réciproque.

Correction. On montre sans souci que fp est linéaire, donc un endomorphisme de .#,(C).
Pour la bijectivité de fp :

e soit en devine sa bijection réciproque, fp-1, et on vérifie que fp-1 0 fp =1d = fpo fp-1, ce qui
montre que fp est bijective et f;l = fp-1;

o soit, pour M,N € #,(C), on résout I’équation N = fp(M).
Ona:N=fp(M)<= N = P~ 'MP <= PNP~ ' =M.
Pour N € #,(C), on a bien PNP~! € .#,(C), et d’aprés les équivalences précédentes, PN P~! est
lunique antécédent de N par f. Ceci montre que fp est bijective et fp' : Mn(C) — My (C)
N — PNP!

ie. fpl = fp-1.

Exercice 10. Dans CV. Soit (a,b) € C2.
1. Montrer que l’ensemble F' = {(un)n>0 € CN | Vn >0, tpyo = api1 + buy} est un C-e.v.
2. Montrer que Uapplication f : (up)nen — (ug,u1) appartient ¢ L(F,C?).
3. Montrer que f est un isomorphisme et déterminer f~1.

4. En déduire Uexistence de deux suites u = (Up)nen €t v = (Vp)nen de F telle que F' = Vect(u,v).

Lycée Sainte-Geneviéve 5 C. Vergé



PCSI 2 TD 11 - Applications linéaires (Correction) Année 2024-2025

Correction.
1. F contient la suite nulle et est stable par CL donc F est un s.e.v.de CN, donc un C-ev.

2. f: F — C2% De plus, f est linéaire car f(0) = Oc2 et f(Au +v) = (Aug + vo, \ug + v1) =
Auo, u1) + (vo,v1) = Af(u) + f(v).

3. [ est injective car Kerf = {0}.
[ est surjective : soient (x,y) € C2, on pose ug = x, up = vy, et Upt+2 = AUpy1 + buy. Dés lors,

f(u) = (2,9).

Ainsi, [ est bijective. Comme de plus [ est linéaire,

f est un isomorphisme|.

De plus, f=*: C*> — F , ot (up) est définie par ug = =, u1 = y et Vn € N, w0 =

AUp41 + buy,.

4. Notons P = X% —aX —b.

o Si P a deuz racines distinctes r1 et vy dans C, alors u = (r]) et v = (r4).

o Si P a une racine double ro € C, alors u= (ry) et v = (nry).

Exercice 11. Endomorphismes nilpotents . Soient E un espace vectoriel et f € L(E).
On rappelle que f est nilpotent si In € N* : f* = 0.
Montrer que dans ce cas, Idg — f est un automorphisme et donner une expression de son inverse.

S1PITISSMOdD 9¥te o' h 2astriod 29b vstrsor HY wyoq slhsstrol o) 9h ToTigest e yrusog O

Correction. A TAPER.

Exercice 12. Application restriction. Soient E et F' des K-espaces vectoriels. Soient G et H des
s.e.v. de E tels que G® H =E. On pose A={ue L(E,F), G C Ker(u)}. Montrer que

®: A — L(HF)
u U H

est un isomorphisme.
Correction.

o On remarque que A est un K-espace vectoriel (en tant que ssev de L(E, F), car il contient 'appli-
cation nulle et est stable par CL).

o O est clairement une application linéaire.

o Siu € Ker®, alors uyy =0, donc H C Ker(u). Comme en outre u € A, on a G C Ker(u). On en
déduit E = G@® H C Ker(u), donc Ker(u) = E i.e. u=0. Ainsi, Ker(®) C {0} puis Ker(®) = {0}
d’ou © est injectif.

o Soitv € L(H,F). D’apreés le cours, il existe une application linéaire u: E = G ® H — F telle que
wg =0 el ujg = v. Une telle application u € A est un antécédent de v par ®. Ainsi, ® est surjectif.
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On a donc bien montré que | ® est un isomorphisme‘.

Exercice 13. Endomorphisme nilpotent et famille libre. Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E)
un endomorphisme nilpotent d’indice n € N* (alors f* = 0 et f*~! = 0). Montrer qu’il existe xg € E tel que
(z0, f(z0), .-, [P (x0)) est libre. En déduire que pour tout k € [0,n—1], la famille (zq, f(z0), ..., f¥(z0))
est libre.

Correction. ef"~! = 0 donc il existe xg € E tel que f" (x0) # 0, que l'on fize. En particulier, pour
tout k € [0,n — 1], f¥(x) # 0 (sinon, par linéarité de f, on aurait aussi f*~1(xg) =0).

Montrons que (zo, f(z0), ..., " (x0)) est libre).

Pour cela, considérons (ag, a1, ...,a,_1) € K et supposons que agxg + ay f(xg) + -+ an_1f" Hz0) =
OE (*)

Méthode 1. On montre, par récurrence forte finie, que pour tout k € [0,n — 1], ax = 0.

o En appliquant f*~ 1 (qui est linéaire) a (%), et puisque f* = 0, on obtient : agf™ *(zo) +0 = 0.
Or, f*Y(z0) # 0 donc ag = 0.

o Soit k€ [0,n — 2] tel que ag =0,...,ar = 0. Montrons a1 = 0.
En appliquant f"~27% ¢ L(E), et puisque f* = 0, on obtient : apy1f" (xo) +0 = 0. Or,
Y xg) # 0 donc apyq = 0.

o Par théoréme de récurrence, on a donc Vk € [0,n — 1], ax = 0, donc (xq, f(x0), ..., f* H(z0)) est
libre.
Méthode 2 (par ’absurde a I’aide d’un min). Supposons par l’absurde que (ag,ai,...,an,—1) 7 Ogn

alors il existe ko € [0,n — 1] tel que ax, # 0. Notons A := {k € [0,n — 1] | ar # 0}. Alors A est une
partie non vide (contient ko) de N donc admet un plus petit élément. Notons |p = min(A)|. Alors (x)

devient :
n—1

0+ apfP(zo) + Z arf*(zo) = 0.
k=p+1

En appliquant f"~17P € L(E), et puisque f* =0, on obtient : a,f™" (z¢) = Of.

Or, f"~Y(xo) # Og par définition, donc par propriété des K-espaces vectoriels, a, = 0, ce qui est absurde.
Ainsi, (ag,a1,...,a,_1) = Ogn donc la famille (xo, f(x0), ..., f* H(z0)) est libre.

e En particulier, k € [0,n — 1], la famille (zo, f(x0),..., [F(xo)) est libre (car une sous-famille d’une
famille libre est encore libre).
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Noyau, image

Exercice 14. Gammes. Déterminer le noyau et l'image des applications linéaires suivantes, et préciser
si elles sont injectives, surjectives, bijectives.

1. f: R = R? 2.9g: €Y (R,R) — ¢'RR) 3 h: CY — (C?
(z,y) = (22,0,-3y) f = f (un)n>0 > (uo,u1)
Correction.
1. o f est linéaire;

o Kerf ={(0,0)} donc f est injective.
o Imf = {(22,0,-3y) | (z,y) € R’} = Vect ((2,0,0),(0,0,-3)). Imf # R* car (0,1,0) ¢ Imf
donc [ n’est pas surjective, ni bijective.

Sinon. Soit £1,2) la base canonique de R2.
Ona:Imf = f(R?) = f(Vect (vepsi,e2)) = Vect (f(veps1), f(e2)) = Vect ((2,0,0), (0,0, —3)).

2. e g est linéaire.
o Kerg est l’ensemble des fonctions constantes sur R (double inclusion) donc g n’est pas injective, ni bijective.
o Soit h € €°(R,R). Alors h admet des primitives sur R. Soit H l'une d’elles. H est donc
dérivable sur R et H' = h. Or, h est €° donc H' aussi d’ou H € €*(R,R). Ainsi, h = g(H) €
Im(g). Donc €°(R,R) C Img. L’autre inclusion étant claire, on obtient Im(g) = €°(R,R)
i.e. g est surjective.

3. e h est linéaire.

o Ker(h) = {(un) | uo = w1 = 0}. Ainsi, la suite (0,0,12,...) est une suite non nulle qui
appartient au noyau de h donc h n’est pas injective, ni bijective.

o Soit (z,y) € C%. Définissons la suite (u,) par ug = x, uy = y, ¥n > 2,u, = 0. Dés lors,
h((un)) = (x,y). Ainsi, C> C Im(h). L’autre inclusion étant claire, on en déduit que Im(h) =
C? donc h est surjective.

Exercice 15. Un polynéme d’endomorphisme. Soient E un K-espace vectoriel, deux scalaires distincts
aetfetu € L(E) tel que u?—(a+pB)u+aBldg = 0. On note E, := Ker(u—aldg) et Eg := Ker(u—Sldg).
Montrer que £ = E, © Eg.

Correction. On raisonne par analyse-synthése. Soit x € E.

o Analyse. Soit (y,z) € Eq x Eg tel que x =y + z.

1
T =y+z i ‘ ' y:m(ﬁx—u(:p))
On a , donc le systéme a une unique solution : 1
u(z) =oy+pz 2= ——(u(z) — az)
8 —a
On a donc lunicité en cas d’existence.
1
Yy = 6?(/333 — u(z))
o Synthése. Posons 1 @ . Alors u(y) = ay donc y € Ey et u(z) = az donc
z = ﬁi(u(:p) — ax)
-«

ZEEﬁ.
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De plus, y 4+ z = x donc [’existence est acquise.

Exercice 16. A connaitre! Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E.
Montrer que

gof=0 <= Imf C Kerg.

Correction. On a :

gof=0<VexecE, g(f(x)) =0g
< Vx € FE, f(x) € Kerg
< Imf C Kerg.

En particulier : f?2 =0 <= Imf C Kerf.

Exercice 17. Une égalité d’ensembles. Soient f et g deuxr endomorphismes d’un K-espace vectoriel

E. Montrer que
f (Ker(g o f)) = Ker(g) N Im(f).

Correction. Procédons par double inclusion.

o Soity € f(Ker(go f)). Alors il existe x € Ker(go f) tel que y = f(x).

Alors g(y) = g(f(x)) = (go f)(z) =0, donc y € Ker(g).
De plus, par hypothése, y € Im(f).

On en déduit que y € Ker(g) NIm(f), d’ou ’ f (Ker(go f)) C Ker(g) N Im(f) ‘

o Soit y € Ker(g) NIm(f). Alors g(y) = 0 et il existe x € E tel que y = f(x). Ainsi (go f)(x) =
g(f(x)) =0 doncxz € Ker(gof), ety € f(Ker(gof)). Ona donc’Ker(g) NIm(f) C f (Ker(go f)) ‘

Exercice 18. Stabilité. Soient E un K-espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E qui com-

mutent.
Montrer que Ker(f) et Im(f) sont stables par g (c’est-a-dire g(Ker(f)) C Ker(f) et g(Im(f)) C Im(f)).

Correction.

o Montrons que ’g(Ker(f)) C Ker(f) ‘
Soit y € g(Ker(f)). Alors il existe x € Ker(f) tel que y = g(x). Donc puisque fog=go f, on a
fy) = flg(@)) = g(f(z)). Or, x € Ker(f) donc f(x) =0 et ainsi, f(y) =0, d’ot y € Ker(f).

o Montrons que ’g(Im(f)) C Im(f) ‘
Soit z € g(Im(f)). Alors il existe y € Im(f) tel que z = g(y). Mais il existe aussi x € E tel que
y = f(x), donc z = g(f(x)) = f(g(x)) € Im(f).
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Exercice 19. Inclusion des images. Soient E et F' deux espaces vectoriels, F et Eo deux sous-espaces
vectoriels de E et f € L(E,F). Montrer que

f(El) - f(EQ) <— F1+ Kerf C Ey + Kerf.

Correction.
o Supposons f(E1) C f(E2).

— Soit x1 € Ey. Par hypothése, il existe xo € Fy tel que f(x1) = f(x2). f étant linéaire, on a
donc x1 — x9 € Kerf, donc x1 € Fo + Kerf, puis E1 C Fo + Kerf.

— Kerf étant stable par somme (car ssev), on a bien Eq + Kerf C Eo + Kerf.

o Supposons Ey + Kerf C Ey + Kerf.
Soit y € f(E1). On peut donc trowver x1 € E tel que y = f(x1).
En particulier, z1 € FEy + Ker(f), donc par hypothése, il existe xo € FEy et xg € Kerf tels que
r1 = To + x9. Par linéarité de f, on a alors :

y = flz1) = f(x2) + f(w0) = flz2) € f(ER),

ce qui montre que f(E1) C f(E2).

Exercice 20. Image, noyau et base. Soient E, F' deux espaces vectoriels, (e1,...,e,) une base de E et
feL(EF).

1. Montrer que Imf = Vect (f(e1),..., f(en)).
2. On suppose que l’entier p € [0,n] vérifie
Vi e [1,p], f(e;) =0p et  Vielp+1,n], f(e) # Op.
(a) Démontrer une inclusion entre Vect (eq, ..., ep,) et Kerf.

(b) Donner un exemple montrant qu’en général, Vect (eq,...,e,) et Kerf ne sont pas égauz.

(¢) On suppose n =p+ 1. Montrer que Vect (eq,...,e,) = Kerf.

Correction.

1. Déja, on a clairement f(e1),..., f(en) € Imf. Par stabilité par combinaison linéaire, on en déduit
que Vect (f(e1),..., f(en)) C Imf.

Réciproquement, soit y € Imf.

On peut donc trouver x € E tel que y = f(x).

Comme (e1,...,e,) engendre E, on peut trouver Ai,...,\, € K tels que x = Y1 | Aie;.

Par linéarité de f, on en déduit que

y=1(@) = NS (@) € Veet (fler),.. fen)

ce qui conclut.
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2. (a) Par définition, on a e1,...,e, € Kerf. Par stabilité par combinaison linéaire, on en déduit
Vect (eq,...,ep) C Kerf |.

(b) Considérons lapplication

f: K2 — K
(x.y) = z+y.

1l s’agit bien d’une application linéaire et elle vérifie les hypotheéses de ’énoncé avec p = 0.
On a donc Vect (e, ..., ep)) = Vect (&) = {Oga}, alors que l’on vérifie que Ker f = Vect ((—1,1)),
donc linclusion de la question précédente est stricte.
(c) Soit x € Kerf.
Comme (161, ... €p,ept1) engendre E, on peut trouver i, ..., \p, A\pr1 € K tels que l'on ait
T = fil i€

Comme x € Kerf, on a

Op = f(=)
p+l
= Z Nif(ei) (par linéarité de f)
i=1
= Apt1f(ep+1) (car f(er) =---= f(ep) = Op).

Or, par hypotheése, f(ept1) # Op. D’aprés la régle du produit scalaire-vecteur nul, on en déduit
Ap+1 =0, donc

P
JUZZ)\z'@i € Vect (e1,...,ep),

=1

ce qui montre Uinclusion Ker f C Vect (e1, ..., ep,) et, par suite, I’égalité| Ker f = Vect (e1,...,ep)|.

Exercice 21. Noyau et image d’une composée. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels, f €
L(E,F) etge L(FQG).

1. Inclusions automatiques.

(a) Montrer que Ker(f) C Ker(go f).
(b) Montrer que Im(go f) C Im(g).
(c) Montrer que Ker(go f) = f~1(Ker(g)). Indication : il s’agit bien sir de l’image réciproque !

2. Caractérisation d’égalités.
(a) Montrer : Ker(go f) = Kerf <= KergNImf = {0r}.
(b) Montrer : Im(go f) =Img <= Kerg+ Imf = F.
Correction.

1. (a) Soit © € Ker(f). Alors f(x) = 0. g étant linéaire, on a : g(f(x)) = g(0) = 0, donc x €
Ker(g o f). Ainsi, on a bien ’ Ker(f) C Ker(go f) ‘
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(b) Soit y € Im(g o f). Alors il existe x € E tel que y = (go f)(x) = g(f(z)). Alors y € Im(g).

Im(go f) C Im(g) ‘
Remarque : également vrai pour des applications (non nécessairement linéaires).

(c) Soitz € E. On a :

Finalement,

z € Ker(go f) <= g(f(z)) =0 <= f(x) € Ker(g) <= = € f*(Ker(g)).
D’ou l’égalité souhaitée.

2. (a) Procédons par double implication.

o Supposons Ker(go f) = Kerf.
Soit © € Kerg N Imf. Alors il existe a € E tel que x = f(a) et g(x) = 0. On a donc
g(f(a)) =0, d’ou a € Ker(go f). Or, par hypothése Ker(g o f) = Kerf donc a € Ker(f)
d’ot xz = f(a) =0.
On a donc montré que Kerg N Imf C {0p}. L’inclusion réciproque étant triviale, on a
bien l'implication directe.

o Supposons Kerg NImf = {0p}.
g étant linéaire, on a toujours, Kerf C Ker(go f).
Montrons linclusion réciproque. Soit x € Ker(g o f). Alors g(f(x)) = 0 dou f(x) €
Kerg NImf, qui est réduit a {Op} par hypothése, donc f(x) = 0, puis x € Kerf. On a
donc Ker(g o f) C Kerf, puis l’égalité, ce qui prouwve l'implication réciproque.

(b) Procédons par double implication.

o Supposons Im(g o f) = Img. Puisqu’on a déja Kerg + Imf C F, montrons l’inclusion
réciproque.
Soit y € F. Alors g(y) € Im(g) = Im(g o f) par hypothése. Donc il existe x € E tel que
9(y) = (go f)(z). g étant linéaire, on a : g(y — f(x)) =0, d'oty — f(x) € Ker(g). Ainsi,

y=—f@)+ f(z),
—_—————
cKer(g) €lm(f)

donc F' C Kerg + Imf. Finalement, on a l’égalité : ’Kerg +Imf =F ‘

o Supposons Kerg + Imf = F.
On a toujours Im(g o f) C Img, donc montrons l'inclusion réciproque.
Soit z € Img. Alors il existe y € F tel que z = g(y). Par hypothése, il existe (a,b) €
Kerg x Imf tel que y = a+ b. g étant linéaire, on a z = g(y) = g(a) + g(b) = 0+ g(b).
Or, b € Imf donc il existe t € E tel que b = f(t) puis z = g(b) = (g o f)(t). On a donc
Img C Im(g o f), puis I’égalité Im(g o f) = Img.

Exercice 22. Images en somme directe. Soient E un espace vectoriel et f,g € L(E).
Montrer que si Im(f + g) = Imf @ Img, alors E = Kerf + Kerg.

Correction. Supposons que Im(f + g) = Imf @& Img.

Soit x € F.

Alors f(x) € Imf et f(x)+ Ommg € Imf @ Img.

Par hypothése, on peut trouver § € E tel que (f 4+ g)(§) = f(x) + Otmg-

Puisque Imf et Img sont en somme directe, on a par unicité de la décomposition d’un vecteur de Imf +

Lycée Sainte-Geneviéve 12 C. Vergé
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Img :
f(&) = f(z) et g(§)=0.

La premiere égalité entraine que x — £ € Kerf et la deuxieme que £ € Kerg.

On en déduit x = (v — &) + £ € Kerf + Kerg, ce qui montre que E C Kerf + Kerg.

Par ailleurs, f,g € L(FE), donc Kerf et Kerg sont des ssev de E et E est stable par somme, donc
Kerf + Kerg C E, ce qui conclut.

Exercice 23. Inversibilité d’une composée. Soient E, F et G trois espaces vectoriels et f € L(E, F),
g € L(F,G). Montrer l’équivalence

g surjective
go f est un isomorphisme <= f injective
F =Kerg & Imf.

Correction. On procéde par double implication.
e Supposons que go [ est un isomorphisme.

— En particulier, go f est injectif. On a vu dans le cours sur les applications que cela entrainait
linjectivité de f.
— De méme, go f est surjectif, et on a vu que cela impliquait la surjectivité de g.

— Montrons F = Kerg & Imf.

x Soity € KergNImf.
Comme y € Imf, on peut trouver x € E tel que y = f(x). On a alors

(go f)(z) =g (f(z))
=9g(y)
=0, car y € Kerg

ce qui entraine que x € Ker(go f).
Comme go f est injective, on a Ker(go f) = {0g}, donc x = 0g. Il s’ensuit y = f(0p) =
Op.
On a donc montré que Kerg NImf = {Op}.
x Soit y € F'. Montrons y € Kerg + Imf.
Onag(y) €G.
Comme go f est surjective, on peut trouver x € E tel que g(y) = (go f)(x). Les éléments
y et f(x) € F ont alors la méme image par g, ce qui montre que y — f(x) € Kerg.

On a doncy = (y — f(x))+ f(x), ce qui montre que y € Kerg + Imf.
——— N
cKerg €lmf

On a donc montré F' = Kerg & Imf.

e Réciproquement, supposons que g soit surjective, que f soit injective et que ' = Kerg @ Imf, et
montrons que g o f est un isomorphisme.
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— Soit x € Ker(go f).
On a donc g (f(z)) = 0g. On peut réécrire cette assertion sous la forme f(x) € Kerg. L’élé-
ment f(x) appartient donc d la fois a Kerg et a Imf. Comme ces deuz sous-espaces vectoriels
sont supplémentaires, on a Kerg NImf = {0p}, donc f(x) = Op.
Comme [ est injective, on en déduit x = Op.
Ainsi, on a montré Ker(go f) ={0g}, ce qui montre que go f est injective.

— Soit z € G.
Comme g est surjective, on peut trouver y € F tel que z = g(y).
Comme F = Kerg @ Imf, on peut trouver k € Kerg et i € Imf tels que y =k +1i. On peut en
outre trouver x € E tel que i = f(x).
Puisque les éléments f(x) ety différent d’un élément de Kerg (ici, k), on en déduit qu’ils ont
la méme image par g. On a donc g(y) = g(f(x)).
Comme g(y) = z, on a bien montré z = (go f)(x) et donc z € Im(go f).
On a donc Im(go f) = G.

On a montré Ker(go f) ={0g} et Im(go f) = G. Cela montre que go f est un isomorphisme.

Exercice 24. Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E). Montrer que

E =Im(f) ® Ker(f) < (Im(f) =Im(f?) et Ker(f)= Ker(f2)> .

Correction.

Sens direct. Supposons E = Im(f) @ Ker(f).

Comme on a toujours Im(f?) C Im(f) et Ker(f) C Ker(f?), il suffit de montrer les inclusions
réciproques.

o Soity € Im(f). Alors il existe x € E tel que y = f(x).
Or, E =1Im(f) 4+ Ker(f), donc on peut écrire x = f(a) + xy, avec a € E et xy, € Ker(f).
Par linéarité de f, on obtient f(z) = f*(a) + 0, donc y = f*(a), d’'ot y € Im(f?).
Ainsi, Tm(f) C Im(f?).

o Soit x € Ker(f?). Alors f?(x) =0, i.e. f(f(x))=0. Ainsi, f(x) € Ker(f) NIm(f).
Or Ker(f) et Im(f) sont en somme directe, donc Ker(f)NIm(f) = {0g}, d'ou f(x) =0, puis
x € Ker(f). Ainsi, Ker(f?) C Ker(f).

Finalement, on a bien |Im(f) = Im(f?)| et | Ker(f) = Ker(f?)|.

Sens réciproque. Supposons Im(f) = Im(f?) et Ker(f) = Ker(f?).

o Soitx € E. Alors f(x) € Im(f), donc par hypothése, f(x) € Im(f2). D’ou, il existe a € E tel
que f(z) = f%(a). Par linéarité de f, on a alors f(x — f(a)) =0, d’ot x — f(a) € Ker(f).
Ainsi, on a

r= fla) +(z— f(a)),
S~~~ —
€lm(f) €Ker(f)
ce qui prouve que E C Im(f) + Ker(f). De plus, Im(f) et Ker(f) sont deux sous-espaces
vectoriels de E donc Im(f) 4+ Ker(f) C E. Ainsi, E = Im(f) + Ker(f).
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o Soit x € Im(f) NKer(f). Alors il existe a € E tel que x = f(a) et f(z) = 0. Ainsi, f*(a) =0,
donc a € Ker(f2). Or par hypothése, Ker(f?) = Ker(f), donc a € Ker(f), d’ot f(a) =0, i.e.
x = 0. Ainsi, Im(f) NKer(f) C {0g}, puis Im(f) N Ker(f) = {0g}.

On a montré que E = Im(f) + Ker(f) et Im(f) NKer(f) = {0g}, donc par caractérisation

’E = Im(f) ® Ker(f) ‘

Exercice 25. f7 = f. Soient E un espace vectoriel et f € L(E) tel que f7 = f.
Montrer que
E=Kerf ®Imf.

Correction. Soit z € F.
Montrons par analyse et synthése qu’il existe un unique couple (k,i) € Kerf x Imf tel que x = k+1.
Analyse. Soit (k,i) un tel couple. On peut trouver t € E tel que i = f(t). On a donc x =k + f(1).
En appliquant f, il vient f(x) = f2(t).
En appliquant f®, il vient alors f(x) = f7(t) = f(t) =i.
On en déduit k =z — f(x).
Synthése. Réciproquement, vérifions que le couple (f6(z),z — fO(x)) convient.
1l est patent que
o fz) eImf;
e et que (v — fO(2)) + fO(x) = .

11 reste simplement a vérifier que x — f%(x) € Kerf :

fz=1@) = f@@) = f1(@) = f(@) = f(z) = Op.

L’existence et l'unicité d’une telle décomposition montrent que ’E = Kerf @ Imf ‘
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Exercice 26. Image d’une somme. Soient E, F deux espaces vectoriels, S1, 52 deux sous-espaces vec-
toriels de E et uw € L(E, F).

1. Montrer que u(S1 + S2) = u(S1) + u(S2).
2. On suppose u injective et Sy et So en somme directe. Montrer que u(S; @ S2) = u(S1) ® u(Ss2).

3. Montrer que l’on ne peut pas se passer de l’hypothése d’injectivité dans la question précédente.

Correction.
1. On procede par double inclusion.

o Soity € u(S;+ S?).
On peut trouwver x € S1 + Ss tel que y = u(x).
On peut trouver x1 € S1, xo € So tels que x = x1 + 2.

On a alors

y=u(z) =u(x) + x2) = u(xy) + u(xz) € u(S1) + u(S2).
———  N——
Eu(Sl) Eu(SQ)

On a donc montré que ’u(Sl +.52) C u(S1) + u(S2) ‘

o Réciproquement, soit y € u(S1) + u(Ss2).
On peut trouver y; € u(S1), y2 € u(S2) tels que y = y1 + ya.
On peut trouver x1 € Sy et xo € Sy tels que y1 = u(x1) et yo = u(x2).
On a alors
y=u(x1) +u(xz) = u(;vl + xg) € u(S1) + u(S2).
———
€51+852

On a donc montré que ’u(Sl) + u(S2) C u(S1 + S2) ‘

2. La seule chose a montrer est que u(S1) Nu(S2) = {0r}.
Soit y € u(S1) Nu(S2).
Comme y € u(S1), on peut trouver z1 € Sy tel que y = u(x1). De méme, on peut trouver xo € So
tel que y = u(xs).
Comme u est injective, on en déduit que x1 = xo. Cet élément est donc d la fois dans S1 et So.

Puisque ces deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe, on en déduit x1 = xo = 0p. Par
linéarité de u, on obtient y = Op.

3. Il suffit de prendre par evemple E = R?, F = R, u : (z,y) = x +y, S1 = Vect((1,0)) et
Sa = Vect ((0,1)).
Pour cet exemple, on a bien S1 et Sz en somme directe, mais u n’est pas injective (car Keru =
Vect ((1,—1)) # {0}), et u(S1) = R = u(S2) donc u(Sy) et u(S2) ne sont pas en somme directe.
L’hypothése d’injectivité est donc nécessaire.
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Exercice 27. Image directe exceptionnelle. Soient E. F' deux espaces vectoriels, V un sous-espace
vectoriel de E et f € L(E,F). On définit

W={yeF|f'({y})cV}

A tog g ob 23sabdodinm 2ob dudttanos des {y}) Y oldsmoans'l N S g wsoq sup sotoVl Lowpotgiot spnss st e ma3d Yigo'a N

1. Montrer que si W est un sous-espace vectoriel de F', alors Kerf C V.

2. On suppose Kerf C V. Montrer que
W= f(V)U (F\ ).

3. Lemme. Soit H C I un sous-espace vectoriel strict, c’est-a-dire différent de F' lui-méme.
Montrer que tout élément de F' est somme de deux éléments de F'\ H.

4. Déduire de tout ce qui précéde une condition nécessaire et suffisante pour que W soit un sous-espace
vectoriel de F'. Que vaut W dans ce cas ¢

Correction.

1. On a clairement la chaine d’équivalences
Op €W <= f1({0p}) CV <= Kerf C V.

Ainsi, st W est un sous-espace vectoriel de F', on a Op € W, donc Kerf C V.

2. On procede par double inclusion.

Sens direct. Soit y € W. Alors y € F. On distingue deux cas.
o SiyelImf, on peut trouver x € E tel que y = f(x).
On en déduit que z € f~({y}). Commey € W, on a f~1({y}) CV, doncz € V.
On en déduit que y € f(V), et a fortioriy € f(V)U (F \ Imf).
o Siy & Imf, alorsy € F\Imf, donc a fortiori y € f(V)U (F \ Imf).
Sens réciproque. Soit y € f(V)U (F \ Imf). On distingue deux cas.

o Siye f(V), on peut trouver xg € V tel que y = f(x0).
Montrons que y € W, c’est-a-dire que f~1({y}) C V.
Soit x € 1 ({y})-
On a donc f(x) =y = f(xo).
On en déduit que © — xg € Kerf. Or, par hypothése Kerf C V', donc x — xg € V, donc
re rg +r—Tp.
——

~—~
9% eV

Puisque V' est stable par somme, on en déduit que x € V', ce qui conclut.
e Siye (F\Imf), y & Imf, donc f~*{y}) =@ CV, douyecW.
3. Comme H est un sous-espace vectoriel strict de F', on peut trouver f € F'\ H.

Soit y € F. Cherchons a écrire y comme somme de deux éléments de F\ H.

On distingue deux cas.
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e sty € H, on écrit

y=f+w—rf),

et il est déja clair que f € F'\ H.
Montrons maintenant que y — f € F'\ H. Pour cela, supposons par l'absurde que y — f € H.
On en déduirait que f =y — (y — f) € H, ce qui donne la contradiction souhaitée.
e Siy€e F\ H, on écrit
1 1

y=§y+§y,

ce qui conclut directement.

4. On procede par analyse et synthese.

Analyse. Supposons que W soit un sous-espace vectoriel de F.
D’apres la premiére question, on sait déja que Kerf C V.
D’aprés la deuziéme question, on sait que W = f(V)U (F \ Imf), donc F'\Imf C W.
Supposons en outre f non surjective. Alors Imf C F.
e D’apres la question précédente, tout vecteur de F peut s’écrire comme somme de deux

éléments de F'\ Imf (qui sont donc éléments de W), donc FF C W. Comme W est un
sous-espace vectoriel de F', on en déduit que |W = F'|.

o D’aprés 2., on a donc Imf C F =W = f(V)U (F \ Imf), ce qui entraine Imf C f(V).
L’inclusion réciproque étant automatique, on a | f(V) =Imf |.

e Montrons que cela entraine .

Soit x € L.
On a f(z) € Imf, donc f(z) € f(V), donc on peut trouver v € V tel que f(x) = f(v),
donc x —v € Kerf CV, doncx =v+ (x —v) €V, ce qui conclut.

On a donc montré que si W est un sous-espace vectoriel de F, alors
V =E, oubien (Kerf CV etlmf =F).

Synthése. Réciproquement,

e siV=UF, ona clairement W = F et W est un sous-espace vectoriel de F' ;

o siKerf CV etImf = F, la deuriéme question entraine directement que W = f(V'), ce
qui entraine que W est un sous-espace vectoriel de F (I’image directe d’un ssev par une
application linéaire est un ssev).

Conclusion. In fine, W est un sous-espace vectoriel si et seulement si V = E (auquel cas W = F')
ou [ est surjective de noyau contenu dans V' (auquel cas W = f(V)).
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Exercice 28. Trois endomorphismes. Soient E un espace vectoriel et f,g,h € L(E) tels que

fog=h, goh=f et hof=g.

1. Montrer que f, g et h ont le méme noyau et la méme image.

ho f = g implique que Kerf C Kerg. En effet, soit x € Kerf, alors f(x) =0 puis ho f(x) =0 i.e.

g(x) =0 donc x € Kerg. Les autres égalités donnent :
Kerf C Kerg C Kerh C Kerf,

donc on a l’égalité des noyaux.
De plus, fog=h implique que Imh C Imf. Les autres égalités donnent :

Imf C Img C Imh C Imf,

donc on a l’égalité des images.

2. Montrer que f° = f.

On vérifie directement que :

gf =h’ 2 2 2
hg = f3 ot [ =9 =h"=Jgh=ghj=hJg
fho= g3, ffP=9"=n=hgf=gfh= fhy.

On en déduit par exemple
[?=7fogfh=hfh=gh=Ff.
3. En déduire que Kerf et Imf sont supplémentaires.
Soit y € Kerf NImf. On peut donc trouver x € E tel que f(z) =y. On a alors
y=flx)=f(x) = f{(f@) = f(y) =0,

ce qui prouve ’Kerf NImf = {0} ‘

Soit x € E. Les vecteurs f*(x) et x ont la méme image par Uapplication f donc

v = @)+ (z = f1(@)),
N—— N
€lmf cKerf

ce qui prouve ’E = Kerf + Imf ‘ Ainsi, on a ’ E=Kerf ®Imf ‘
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Formes linéaires et hyperplans

Exercice 29. Sous-espace maximal. Soient F un K-espace vectoriel, H un hyperplan de E et F un
sous-espace vectoriel de E contenant H. Montrer F = H ou F = E.

Correction. On a H C F C E. Supposons F' # H, et montrons que ' = E, ce qui montrera la
disjonction.

Comme H C F, il existe alors a € F'\ H.

D’aprés le cours, on a alors H & Vect (a) = E.

Puisque H C F et Vect (a) C F, on a E C F. De plus, par hypothése, ' C E, donc F = E.

Ainsi, on a bien montré ’ F=HouF=F ‘

Exercice 30. E* est integre. Soient E un K-espace vectoriel et f et g deux formes linéaires sur E.
Montrer que fg=0= (f =0 ou g=0).

Correction. Supposons fg =0 c’est-a-dire Vo € E, f(x)g(x) = 0.

Méthode 1. Raisonnons par l'absurde et supposons les formes linéaires f et g non nulles.

On peut donc trowver (z,y) € E? tel que f(z) # 0 et g(y) # 0.

Puisque f(z)g(z) = f(y)g(y) =0 et K est intégre, on a f(y) =0 et g(x) = 0.

Or, par linéarité de f, on a f(x+y) = f(x)+ f(y) = f(x) # 0. De méme, g(z +vy) = g(y) # 0.
Par intégrité de K, on a alors f(x +y)g(x +y) # 0, ce qui contredit ’hypothése.

Ainsi f est nulle ou g est nulle.

Méthode 2. Montrons la disjonction par méthode habituelle. Supposons f # 0 et montrons que g = 0.
f # 0 donc on peut trouver x € E tel que f(x) # 0. Soit y € E. Montrons que g(y) = 0.

Par hypothése, f(x)g(x) =0, K est intégre et f(x) # 0 donc g(x) = 0.

On considére le vecteur x + .

Par hypothése, 0 = f(x+y)g(z+y) = (f(z)+f(y))g
Or, f(x) # 0 donc par intégrité de K, on a g(y) =
D’ou g = 0. On a bien montré que f =0 ou g = 0.

(y) = f(@)g(y)+(f9)(y) = f(2)g(y)+0r = f(x)g(y)-
0.

Exercice 31. Un exemple d’hyperplan. On note Py, = {f € €*(R,R) | Vz € R, f(x +1) =
f(z)} etd: Py — Px
o= f

1. Vérifier que Py est un R-espace vectoriel puis que d est un endomorphisme de P.

o P est un R-espace vectoriel en tant que sous-espace vectoriel de RR, car :
— Py, C RE.
— La fonction nulle appartient d Py.
— P est stable par CL.
e d est un endomorphisme de P, car :
— d est linéaire car la dérivée est linéaire.
— Vérifions que Im(d) C Pso
Soit f € Ps. Alors [ est ‘KOC donc " est €. Et : Vx € R, f(x + 1) = f(x) puis en
dérivant, on obment Ve eR, fllx+1)x 1= f'(z) donc d(f) = [ € Px.

2. Déterminer Ker(d).
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Soit f € Ker(d). Alors f' =0 sur R donc f est constante sur l'intervalle R.

Réciproquement, les fonctions constantes sont 1-périodiques et a dérivée nulle donc sont dans
Ker(d).

Ainsi,

(d) est l’ensemble des applications constantes.‘

1
3. Montrer que Im(d) = {g € Py ’ / g= 0}. En déduire que Im(d) est un hyperplan de Ps.
0

e C : Soit g € Im( ) Alors il existe f € Px tel que g = f'.
/ g= / = fQ) = f(0) =0 car f est I-périodique.

e D : Soit g € Py telle que folg = 0. Trouvons f € Py telle que g = f'. Cherchons f parmi
les primitives de g...
g est continue sur R donc admet des primitives. Soit G l'une d’entre elles. Ainsi, G : R — R
et G' = g.
g est € donc G est aussi €°°. Montrons que G est 1-périodique.

z+1

z+1 1
Méthode 1. Soitz € R. Ona:Glz+1)-G(z) = | Q()dt = / oty = / g(t)dt =
T T *) JO

0 car g est 1-périodique et par définition de Im(d).
Ainsi, G € Py, donc g = d(G) € Im(d).

Cours. Montrons que si f est T-périodique alors son intégrale sur un période est invariante,
a+T T

i.e.VaeR,/ f:/ 3

Soit a € R. G;‘l@ce a la relation de Chasles, on écrit :

La+Tf:/(Zof+/0Tf+Aa+T

Transformons la troisiéme intégrale a l'aide d’un changement de variable (on pose x = u + T,
ovurs u+Te€ECHR,R)). Ainsi,

a+T a a
/T f(z)dz :/0 fu+T)du :/0 f(u)du
car [ est T-périodique.

Ainst, la troisiéme intégrale étant l'opposé de la premiére, on a bien le résultat attendu.

o Im(d) = Kergp ot ¢ : Po — R . @ est linéaire sur Py car lintégrale l’est. Ainsi,

1
- / g
Jo
’qb est une forme linéaire non nulle donc Im(d) est un hyperplan de P ‘

Méthode 2. On a Vz € R, g(x + 1) = g(x).

Donc G et x — G(z + 1) sont deux primitives de g donc différent d’une constante. On peut donc
trouver C € R tel que : Vx € R, G(z+1) — G(x) = C.

En particulier G(1) — G(0) = C, mais on a aussi G(1) — G(0) = fol G = fol g = 0 par hypothese.
Donc C' =0, puis G est 1-périodique.

4. Montrer que Py, = Ker(d) @ Im(d).
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On a vu que Im(d) est un hyperplan de Py et Ker(d) = Vect ((z + 1)), avec (z — 1) ¢ Im(d)
donc par théoreme sur les hyperplans, on a :

Py = Ker(d) ® Im(d).

Exercice 32. Trace et forme linéaire. Soient n € N* et © : #,,(K) — K une forme linéaire telle que
O(AB) = ©(BA) pour tout (A, B) dans .#,(K)2. Montrer que © est proportionnelle a la trace.

Correction.

o D’abord la trace est une forme linéaire sur 4y, (K) qui vérifie Tr(AB) = Tr(BA).

o Connaitre une application linéaire revient a connailre son image sur une base.
Soit (i,7) € [1,n]?. Calculons ©(E; ;). On remarque que ’ Eij =E;i1E ‘ Par propriété de ©, on
en déduit que

O(FE; ;) = O(E;1E1 )
:@(Elj 21)
= (3 F1.1)

E1 1 st 1 = ]
0 sinon.

n n

o Soit M € #,(K). Alors on peut écrire M = Z meEiJ, ot les m;; sont les coefficients de la
i=1j=1
matrice M.
Comme © est linéaire, on a :

Ainsi, | © est bien proportionnelle da la tmce‘.
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Projecteurs et symétries

Exercice 33. Un exemple de symétrie. Soit (e1,es,e3) la base canonique de l’espace vectoriel K3,
Considérons l'unique endomorphisme u de K3 tel que u(e1) = e3, u(ea) = —eq et u(e3) = e;.

Montrer que u est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques (c’est-a-dire les espaces Fy et
Fy tels que u soit la symétrie par rapport a Fy parallélement a Fy ).

Correction. Remarque : les éléments caractéristiques d’un projecteur p sont Kerp et Imp.
Apres calculs, on a Vi € [1,3], u?(e;) = e;. Ainsi u?, qui est linéaire, coincide avec l'identité de K3 sur

la base (e1,ez,e3) donc u? = Idgs ; on en déduit que ’ u est une symétmﬁe‘.

D’apres le cours, u est la symétrie par rapport a Fy parallélement o Fy, avec Fy = Ker(u — Idgs) et
Fy = Ker(u + Idgs). Déterminons ces deuz noyauz. Pour X = (x1,z2,73) € K3, on a :

u(xy, xe, x3) = u(xie; + xoes + x3e3) = zru(er) + vou(es) + zau(es) = xies + xo(—ez) + x3e1 = (v3, —2,71).

Donc
X el <= uX)=X << (11,r2,23) = (x3, —22,21) <= (21 = x3 et x2 = 0),

et :
X € Fy <— u(X) =X <— (171,.%‘2,.%3) = —(.%3, —xg,l‘l) <~ r1 = —I3,

donc | Fy = Vect ((1,0,1)) | et| Fy = Vect ((1,0,-1),(0,1,0)) |

Exercice 34. Projecteurs explicites. Dans R?, on pose
F={(z,y,2) eR® | 2 4+y—2=0} et G = Vect ((1,1,3)).
1. Montrer que F' et G sont supplémentaires.
2. Déterminer la projection sur F' parallélement ¢ G de (2,2,3).

3. Déterminer la projection sur G parallélement a F de (1,—2,0).

Correction.
1
1. e Soitue FNG. Comme u € G = Vect 11|, on peut trouver X € R tel que
3
1 A
u=A|1]=1]A
3 3\

L’appartenance de w a F se traduit en [’égalité
A4+A=3A=0, donc —A=0 donc X=0.

On a donc bien uw = 0, et on a montré l'inclusion F NG C {0}. L’autre inclusion étant
automatique, on a bien F NG = {0}, donc F et G sont bien en somme directe.

e Montrons F + G = R3. L’autre inclusion étant automatique, il suffit de prouver R> C F 4+ G.
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T
Soit |y | € R3.
z
T 1
Cherchons un scalaire N € R tel que |y | — A | 1| € F. On a les équivalences
z 3
x 1 T — A
y| —-A|[l|eF<=|y—A|€eF
z 3 z— 3\
= (z-N+Wy—AN)—-(2—-3)\)=0
= r+y—z+A=0
=S A=—r—y+2.
x
Ainsi, st on pose \=—x—y+z,ona |y| —A|1| €F, donc
z 3
x x 1 1
yl=1ly|-A|1]|+X[1]| e F+G.
z z 3 3
—_——— ——
er eG
On a donc bien montré
RE=FaG.
2. En suivant le raisonnement de la premiére question, on obtient X = —1 puis la décomposition
2 3 1
2= (3]+—-1]1]1,
3 6 3
er eG
2 3
donc la projection de | 2| sur F paralléelement a G est | 3
3 6

3. On raisonne comme a la question précédente : on trouve A = 1 puis la décomposition

1 0 1
—21=1-3|1+]1],
0 -3 3
—_—— ——
cF eG
1 1
donc la projection de | =2 | sur G parallélement a F est | 1
0 3
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Exercice 35. Projecteurs « complémentaires ». Soient E un K-espace vectoriel et p € L(E).
1. Montrer que p est un projecteur si, et seulement si, Id — p [’est.

2. On suppose que p est un projecteur de E. Exprimer alors Im(Id — p) et Ker(Id — p) en fonction de
Im(p) et Ker(p).

Correction.

1. p€ L(E) donc Idg —p € L(E).
On a:(Id—p)?=1d —2p+ p? donc (Id — p)? = (Id — p) < p = p°.
Ainsi,

p est un projecteur ssi Id — p est un pmjecteur‘.

2. Méthode 1 : Idg — p étant un projecteur, on a :

’Im(Id —p) =Inv (Id — p) = Ker((Id — p) — Id) = Ker(—p) = Ker(p) ‘

En appliquant I’égalité précédente au projecteur Id—p, on obtient : ’ Ker(Id — p) = Im(Id — (Id — p)) = Im(p) ‘
Méthode 2 : On a :po (Id —p) =0 donc Im(Id — p) C Ker(p).

Réciproquement, soit x € Ker(p). Alors (Id — p)(x) = z — p(x) = = donc € Im(Id — p). Donc

Ker(p) C Im(Id — p).

Ker(p) = Im(Id — p) ‘

Ainsi,

En appliquant I’égalité précédente a Id—p (qui est un projecteur), on obtient : ’ Ker(Id — p) = Im(p) ‘

Exercice 36. Somme de projecteurs. Soient u € L(E) et k € N* tels que u? = ku.
Montrer que u s’écrit comme une somme de projecteurs.

Correction. Considérons l’égalité u? = ku.

12
Multiplions par (E) (licite car k #0).

0 1(1)21 t Lo £(E) done|Su est ject
n a alors (-u) = —u, et —u lonc | —u est un projecteur|.
k Bk k el
1 1
Profitons du fait que k est un entier naturel non nul, en écrivant : u = %u 4+ %u
—_—

k fois

D’ou ’ u s’écrit comme une somme de projecteurs|.
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Exercice 37. Inverses unilatéraux. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et soient u € L(E, F) et
v € L(F, E) deuz applications telles que uwov = Idp.

1. Montrer que Ker(v o u) = Ker(u) et Im(v o u) = Im(v).

2. (a) Montrer que v ou est un projecteur de E.
(b) En déduire que E = Ker(u) @ Im(v).

3. Montrer I’équivalence
u injective <= v surjective <= u et v sont des isomorphismes,

et que, si ces trois assertions sont vraies, alors u et v sont réciproques l'un de l’autre.

Correction.

1. o

Montrons que Ker(v o u) = Ker(u) ‘ :

— On a toujours Ker(u) C Ker(vou);

— Soit x € Ker(vowu). Alors (vou)(z) =0. En composant par u et comme wov = Idp, on
a :u(x) =u(0) =0 donc x € Ker(u). Ainsi, Ker(vowu) C Ker(u).

Montrons que Im(v o u) = Im(v) ‘ :

— Bien str, Im(v ou) C Im(v).

— Soit y € Im(v). Alors il existe x € F tel que y = v(x).
Méthode 1. En composant par vou et car wov = Idp, on a : (vou)(y) = (vouow)(x)
v(z) =y.
Méthode 2. En appliquant u, on a : u(y) = x puis en ré-injectant, on a : y = v(u(y)) €
Im(vow).
Méthode 3. Puisque uov = Idp et x € F, on peut écrire x = u(v(z)). Doncy = v(z) =
o(u(v(z))) = (0o u)(v(z)) € Im(v o).

Dans tous les cas, on a y € Im(vou), ce qui montre que Im(v) C Im(v o u).

2

2. (a) (Wou)>? =vouovou=voldpou =vou. Ainsi, (vou)? =vou et vou e L(E) donc

’v owu est un projecteur de E ‘

(b) vowu étant un projecteur, on sait que E = Ker(vowu) @ Im(vou), et d’aprés 1., on en déduit

que ’ E = Ker(u) ® Imv ‘

3. o Un supplémentaire de {Og} est un sous-espace vectoriel F' de E tel que E = {0g} + F, c’est-
a-dire F' = E. De méme, un supplémentaire de E est un sous-espace vectoriel F' de E tel que
FNE={0g}, cest-a-dire FF = {Og}.

Ainsi, le seul supplémentaire de {Og} est E, et réciproquement (il s’agit d’ailleurs des seuls cas ot
le supplémentaire d’un sous-espace vectoriel donné est unique).
e (Cette remarque et la question précédente montrent que

u injective <= Ker(u) = {0g} <= Im(v) = E <= u surjective.

Comme il est en outre clair que la troisiéme assertion entraine les deux premieéres, il reste a montrer
que si v est injective, alors v et u sont des isomorphismes.
e Supposons donc v injective.
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L’hypothése uwov = Idp entraine par ailleurs que u est surjective (car Idp Uest). L’application
linéaire u est donc bijective donc un isomorphisme.

On obtient alors v = u™" en composant & gauche par uw=' dans la relation uov = Idp. Cela montre
en particulier que v est un isomorphisme.

Exercice 38. Projecteurs de mémes noyaux. Soit (p,q) € L(E)%. Montrer I’équivalence entre les
assertions :

(i) poq=petqop=gq; (7i) p et q sont des projecteurs de méme noyau.

Correction.

e | (i) = ()| : Supposons (i). On a : p*> =poqop=poqg=petq> =qopoq=qop=q donc p et
q sont des projecteurs.
Soit x € Ker(p). En appliquant q, on a : q(x) = q(p(x)) = q(0g) = 0 donc x € Ker(q). Ainsi
Ker(p) C Ker(q). Par symétrie, on a légalité, puis (ii) est vraie.

o | (ii) = (i)| : Supposons (ii).
Méthode 1. Soit x € E. p étant un projecteur, on a :

r= (z—pla)) + pla).

—r ~~
€Ker(p)=Ker(q)  €Im(p)

En appliquant q, il vient : g(z) = 0+ q(p(z)), cela pour tout x € E, donc[q=qop]|. De méme,
p=Ppog.

Méthode 2. Soit x € E. q étant un projecteur, on a : E = Ker(q) ® Im(q).

On peut écrire x = u + v avec u € Ker(q) = Ker(p) et v € Ker(q — Idg).

D’une part q(z) = 0 + v vu que q est un projecteur puis (p o q)(z) = p(v).

D’autre part, par linéarité de p, p(z) = p(u) + p(v) = p(v), car u € Ker(q) = Ker(p). Ainsi
poq=p.

De méme, en écrivant E = Ker(p) @ Ker(p — Idg), on obtient : gop = q.

On a donc (7).

Méthode 3. Soit x € E. On a : p*>—p = 0 donc p(p(z) —x) = 0 donc p(z) —x € Ker(p) = Ker(q).

Ainsi, q(p(z)—x) = 0 et comme q est linéaire, qgop(x) = q(x), cela pour tout x € E donc [qop=gq]
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Exercice 39. Commutativité et sous-espaces stables. Soient E un espace vectoriel et f,g € L(FE)
deux endomorphismes.

1. On suppose que g est un projecteur et que Kerg et Img sont stables sous f.
Montrer que [ et g commutent.

2. Donner un contre-exemple d la question précédente si on ne suppose plus que g est un projecteur.

Correction.

1. Supposons que g est un projecteur (on sait alors qu’il s’agit du projecteur sur Sp = Img =
Ker(g — Idg) parallélement a So = Kerg, et notamment que ces deuz sous-espaces vectoriels sont

supplémentaires) et que Kerg et Img sont stables par f.

Pour montrer que f et g commutent, c’est-a-dire que Vx € E, f(g(x)) = g(f(x)), on va commencer
par le faire dans le cas particulier d’un élément d’un des deuzr sous-espaces vectoriels remarquables
S1 et So. Comme on le verra, la linéarité permetira de « recoller les morceauz ».

e Soitx € S1. On a alors

fg(z)) = f(x) (car z € 51 = Ker(g — ldg))

car Sy est stable sous f, donc f(x) € S; = Ker(g —Idg), ce qui signifie g(f(x)) = f(x).
e Soitx € Sy3. On a alors

flg(z)) = f(OR) (car x € Sy = Kerg)
=0p (car f linéaire)
et g(f(z)) =0g (car f(x) € Kerg, par stabilité de Kerg sous f),

donc on a bien f(g(x)) = g(f(x)).

Soit maintenant x € E.

Comme Sp et Sy sont supplémentaires, on peut trouver x1 € S1 et xo € Sy tels que x = x1 + xo.

On a alors
flg(x)) = (f o g)(w1 + x2)
= (fog)(w1) + (fog)(z2) (car f o g linéaire)
=(go f)(z1)+ (go f)(x2) (d’aprés les cas particuliers précédents)
= (g0 f)(z1 + z2) (car go f linéaire)
= 9(f(x))-

On a donc bien montré fog=go f, c’est-a-dire que f et g commutent.
2. On peut trouver un contre-exemple pas cher en remarquant que, si g est un automorphisme, alors
Kerg = {0g} et Img = E sont évidemment stables sous f.

1l suffit donc de trouver deux endomorphismes, dont l'un est un automorphisme, et qui ne com-

mutent pas.

Lycée Sainte-Geneviéve 28 C. Vergé



PCSI 2 TD 11 - Applications linéaires (Correction) Année 2024-2025

Par exemple, les endomorphismes

K2 — K2 et g: K2 — K
(0 0 (0 x

1 0 0 1
canoniquement associés auxr matrices (O O) et (1 0)’ conviennent.

Exercice 40. Composée de projecteurs qui commutent. Soient E un K-espace vectoriel et p et q
deuz projecteurs de E qui commutent.

1. Montrer que p o q est un projecteur de E.
2. Ezxprimer Ker(p o q) en fonction de Ker(p) et Ker(q).

3. Exprimer Im(p o q) en fonction de Imp et Imgq.

Correction.

1. poq€ L(E) et (poq)? =pogopoqg=p?oq¢’ =pogq donc’poq est un projecteur deE‘.

2. e Soitx e Ker(pogq). Alorsx € E et (poq)(z) =0g, donc q(x) € Ker(p).

Or,z € E et E = Ker(q)®Ker(¢—Idg) donc on peut écrire x = (z — q(x)) + q(z)
—_———— —~—
eKer(q) €lm(g)=Ker(¢g—Idg)

Puisque q(x) € Ker(p), on a x € Ker(q) + Ker(p), donc Ker(po q) C Ker(p) + Ker(q).

e On a toujours Ker(q) C Ker(poq) (cf exercice 7).
De méme, Ker(p) C Ker(q o p), mais puisque poq = qop, on a aussi Ker(p) C Ker(poq).
Comme Ker(poq) est un K-espace vectoriel, il est stable par somme donc Ker(p) + Ker(q) C Ker(po q).

Par double inclusion ’Ker(p o q) = Ker(p) + Ker(q) ‘

3. e Ona toujours Im(poq) C Im(p). De plus, Im(poq) = Im(gop) C Im(q). Donc Im(p o ¢) C Im(p) NIm(q).

o Soit y € Im(p) NIm(q) = Ker(p — Idg) N Ker(q — Idg), car p et q sont des projecteurs.
Alors p(y) =y = q(y). En particulier y = p(y) = pla(y)) = (po q)(y) € Im(poq) dou
Im(p) NIm(q) C Im(po q).

Par double inclusion : ’Im(p) NIm(q) = Im(pogq) ‘

Lycée Sainte-Geneviéve 29 C. Vergé



PCSI 2 TD 11 - Applications linéaires (Correction) Année 2024-2025

Exercice 41. Composée de projecteurs. Soient E un R-e.v. et p et q deux projecteurs de E.
1. On suppose que poq = qop=0. Montrer que p+ q est un projecteur.
2. On suppose que p + q est un projecteur.
(a) Montrer que poq = —qop.
(b) En déduire que poqop=poqg=qop=0.
(¢c) Montrer que Im(p + q) = Im(p) + Im(q).
(d) Montrer que Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).

Correction.

1. (p+q?=p*+qp+pg+@®=p+qetp+qc L(E) donc|p+ q est un projecteur| de E.

2. (a) p+ q est un projecteur donc (p+q)?> =p+q doncp+qp+pg+q=p+q dowqp+pg=0
puis’poq:—qop‘.

(b) poq= —qop donc en composant par p da droite il vient : poqop = —qopop = —qop =pog.
De méme, qop = —poq donc en composant par p d gauche pogop = —p>oq = —poq = qop.
Ainsi, [poqop=poq=gqop]

De plus, pog=qgop=—pogq donc2poqg=0 dou , ce qui conclut.
(c) On a toujours Im(p + ¢q) C Im(p) + Im(q).
Soit y € Im(p) + Im(q). Alors il existe (a,b) € E? tel que y = p(a) + q(b). p et q étant des
projecteurs et poq = gop =0, on a : p(y) = p(a)+0 et q(y) = 0+q(b) doncy = p(y)+q(y) =
(p+q)(y) d’oty € Im(p + q). Ainsi, Im(p) + Im(q) C Im(p + q).
On en déduit I’égalité demandée.
(d) On a toujours Ker(p) NKer(q) C Ker(p + q).
Soit x € Ker(p + q). Alors (p + q)(z) = 0, donc p(z) = —q(z). Ainsi, p(z) = p*(z) =
—pogq(x) =0. Dot x € Ker(p). De méme, on montre que q(x) = 0 donc z € Ker(q).
Ker(p+ q) C Ker(p) N Ker(q). On en déduit l’égalité demandée.

Ainsi,

Exercice 42. Commutant d’un projecteur. Soient E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E.
On note C(p) le commutant de p, c’est-a-dire l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec p :

Clp) ={f € L(E) | po f= [fop}.
1. Montrer que C(p) est un sous-espace vectoriel de L(E).

2. Pour f € L(E), montrer que f € C(p) si, et seulement si, les sous-espaces vectoriels Imp et Kerp
sont stables par f.

Correction.

1. Par bilinéarité de la composition dans L(E), Uapplication L(E) — L(FE) est linéaire et

{ = pof—fop

C(p) est son noyau donc est un sous-espace vectoriel de L(E).

2. Soit f € L(E).
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o Si f €C(p) alors f et p commutent et on a montré en exercice que les sous-espaces vectoriels
Imp et Kerp sont stables par f.

o Réciproquement, supposons Imp et Kerp stables par f.
L’endomorphisme p est un projecteur donc E = Kerp & Imp. Montrons que po f et fop
coincident sur Kerp et Imp.

— Soit x € Kerp. Par hypothése, on a alors f(x) € Kerp. Ainsi, p(x) =0 = p(f(x)). On en
déduit que (po f)(z) = 0= f(0) = (f op)(z).
— Soit x € Imp. Par hypothése, on a alors f(x) € Imp. Or, p est un projecteur donc
Imp = Ker(p —Idg) ={t € E | p(t) =t}. On a alors p(z) =z et (po f)(x) = f(x). On
en déduit que (po f)(z) = f(z) = (f o p)(x).
Ainsi, les applications linéaires f o p et p o f coincident sur deur sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E, donc sont égales, ce qui prouve que f € C(p).

Exercice 43. Différence de deux projecteurs. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soient 7 et K deuz projecteurs de E tels que mo k+ kom = Og(p).
Montrer qu’alors mork = Kk om = 0gp).

Correction.

Premiére méthode. Ona :mok+rom=0gp).
En composant par m a gauche et car m est linéaire, on a :

momok+moRrkom = mwol,
~—~— e SN~~~

=7 —KOT :OL(E)

doncmok —Kom = 0gp), dou

MTORK =KOT|

Ainsi, 2k 0m = Oggy. Or, 2 # 0k, donc m, ce qui conclut.

Deuxiéme méthode. Rappelons que :
ok <= Im(k) C Ker(n).

Soit x un élément de Im(k) et montrons que w(x) = 0. En utilisant la relation Tok+kom = 0,
on a :

7(z) = 7(5(z)) = —(x(2).
Donc w(z) € Ker(k + Idg).
Or, lsz'p est un projecteur, alors Ker(p + Idg) = {0g}

Cela entraine 7(x) = 0 i.e. Imkx C Kerr d.e. [7x = 0],
Par symétrie, on montrerait de la méme fagcon que .

, en décomposant selon Kerp et Imp.
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2. Soient p et q deux projecteurs. Montrer que p — q est un projecteur si et seulement sipoq=qop=
q.

En développant (p — q)?, on voit directement que :
p — q est un projecteur si et seulement si poq—+ qop = 2q.
1l reste a montrer que c’est équivalent a la condition poq = qop = q, a priori plus forte.

e Bien sir, sipoq=qop=q alors poqg+qop = 2q et par équivalence, p — q est un projecteur,
ce qui montre l'implication indirecte.
e Supposons que p — q soit un projecteur. Alors po g+ qop = 2q. Cependant, on peut réécrire
cette condition :
pog+qop=2¢<+= (p—Idg)og+go(p—1Idg) =0
= pogtqop =0,
ot p' = Idg —p désigne le projecteur sur Ker(p) parallélement a Im(p). La question précédente

permet de conclure que p'oq = qop’ = 0. En remplacant p’ = Idg —p, on obtient bien : pq = q
et qp = q, ce qui montre le sens direct.

Exercice 44. Crochet de Lie de deux symétries. Soient a et b deux symétries d’un espace vectoriel
E. Montrer que Im (ab — ba) = Im(a + b) N Im(a — b).
Indication : on se rappellera de la notation ab = a o b, pour a,b € L(E).

Correction. Procédons par double inclusion.

Comme a et b sont des symétries, on a a®> = Idg, b*> = Idg, et on en déduit que :

ab—ba = (a—0b)(a+b) =(a+b)(b—a) (%)

Il s’ensuit déja que ’Im(ab —ba) C Im(a+b) NIm(a —b) ‘

Réciproquement, soit z € Im(a + b) NIm(a — b). On peut donc trouver x ety dans E tels que
z = a(z) + b(z) = a(y) = b(y).
Méthode 1. On en déduit que a(y — x) = b(x + y). Notons 2h ce vecteur. On a alors

poy—2) blz+y)
2 2

d’ou, puisque b> = Idg = a2, on obtient

ab(h)_ab<b(w;y)>_a(‘”;y> et ba(h)-ba(W)—b(y;w)
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D’ou

(ab — ba)(h) = ab(h) — ba(h)
_ alz+y) —bly —z)

2
_ afx) +b() + a(y) — b(y)
2z ’
=5 = Z.

Ainsi, z = (ab— ba)(h) € Im(ab — ba) donc ’Im(a +b) NIm(a — b) C Im(ab — ba) ‘
Méthode 2. On a z = (a+b)(x) et z = (a — b)(y).

En appliquant (a—0b) (resp. a+b) a la premiére (resp. deuxiéme) égalité, et en utilisant les relations
(%), on en déduit

a(z) = b(z) = (a —b)(z) = (ab — ba)(x) € Im(ab — ba)
et
a(z) +b(z) = (a+b)(z) = —(ab—ba)(y) € Im(ab — ba).
Par résolution du systéme somme-différence, on en déduit a(z),b(z) € Im(ab — ba).
On en déduit que z = a(a(z)) € Im (a(ab — ba)).
Or,

a(ab — ba) = a*b — aba

=b— aba a* = ldg
= ba® — aba a’> =1dg
= (ba — ab)a

= (ab — ba) o (—a).

Ceci montre que Im (a(ab — ba)) C Im(ab — ba).

D’otu z € Im(ab — ba), puis ’Im(a +b) NIm(a — b) C Im(ab — ba) ‘
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