PCSI 2 TD 12 - Calcul intégral et primitives (Correction) Année 2024-2025

Complément de cours

On pourra librement utiliser dans ce TD les résultats suivants (qui ont été énoncés en terminale et
seront démontrés dans le chapitre Intégration de fin d’année).

Lemme 0.1 (Admis pour l’instant)

Soient I un intervalle non trivial de R et f,g € €°(I,R). Soit (a,b) € I%.
b a
1 / feo / f.
a b
b
2. (a<betVz€lab], flx) >0) = / f>0. (positivité de l’intégrale)
b b b
3. VA eR, / AN +g) = /\/ f +/ g. (linéarité de ’intégrale)
b b
4. (a<betVz e [ab], f(zx)<g(z)) = / < / g. (croissance de l’intégrale)
b c b
5. Veel, / f :/ f+/ f. (relation de Chasles)
Gammes

Exercice 1. Primitives usuelles (1). Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur un intervalle
a préciser.

cos(In(t)) 1 1 10. t — sin(t) cos(2
) e = : sin(t) cos(2t)
1.t ; 4 (D) 57
ﬁ .
e sint
2. t— — cos(t) 8. t— ——— 11. t > cos?(t)sin?(t)
NG 5.t 03 (1) 1+ cos? t
sin(2t)
.t t+ 1 6. t — tan?(t) 9. t— 1+ cos? 12. t s €' cos(3t)
Indication :
1. v cos(u) = v’ sin’ ou = (sinou)’ 6. tan? = (1 + tan?) — 1 = (tan —Id)’
2. 2u'e" = 2(e") 1 1/v/2
7. = .
Ul \/2 — t2 \/ t 2
3. 2—=2(1 ! 1 (L
~ = 2(Inu]) (%)
u /
4. — = (Inul) 8 ——
u 1+ u?
/ -2\
o, s (u /
5.$—uu —<_2>. 9. _%

7. sinacosb = 1 (sin(a + b) + sin(a — b)) donc sintcos(2t) = & (sin(3t) — sin(?)).
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8.

Utiliser les formules de trigonométrie (angle double pour sin).

eUH+30t (cos(3t) + isin(3t))(1 — 3i)

9. et cos(3t) = Re(e"3)%), Ett s (3Dt g pour primitive t — =e

, 1+ 3¢ 12 + 32

qui a pour partie réelle t — %(COS(3t) + 3sin(3t)).

Correction.

1.

cos(In(t))

t— est continue sur |0, +oo[ donc admet des primitives sur tout intervalle I inclus dans

10, +ool. ’t — sin(Ilnt) est l'une d’elles.‘

eVt

t — —= est continue sur |0,4+00| donc admet des primitives sur tout intervalle I inclus dans

Vit

10, +-o00[. ’t — 2eVl est l'une d’elles.‘

1
i 1
2Vt donc t — ———= admet des primitives sur tout intervalle inclus dans

1
=2
t+vE 14 VE t+ 1t
R* .|t 2In(1 4+ V/t) est l'une d’elles|.

vVt € RY,

t—

1
(D) est continue sur R \ {1} donc admet des primitives sur tout intervalle I inclus dans
n

10, 1{U]1, +o0]. ’t — In|Int| est l'une d’elles.‘

cos(t)

sin3(t)

est continue sur R\ 7Z donc admet des primitives sur tout intervalle I inclus dans

1
R\ 7Z. - ’ ’ .
\7Z. |t — 22 (1) est l'une d’elles

™
t +> tan?(t) est continue sur R\ (2 + ﬂ'Z) donc admet des primitives sur tout intervalle I inclus

dans R\ (72r + WZ). ’t — tan(t) —t est l'une d’elles.

t— est continue sur | — \/2,v/2[ donc admet des primitives sur tout intervalle I inclus

1
V2 —t2

t
dans | —v/2,v/2[. |t — arcsin (\/ﬁ) est l'une d’elles.

sint
t — T ool est continue sur R donc admet des primitives sur tout intervalle inclus dans R.
cos

’t — —arctan(cost) est ['une d’elles‘,

sint
t— TF o1 est continue sur R donc admet des primitives sur tout intervalle inclus dans R.
cos

t > —In(1+ cos?t) est l'une d’elles|.

l
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10. D’aprés la formule de trigonométrie, ¥(a,b) € R?, sinacosb = 3 [sin(a + b) + sin(a — b)], d’ou :
Vt € R, sintcos(2t) = 5 (sin(3t) +sin(—t)) = 3 (sin(3t) —sin(t)). De plus, t — sin(t) cos(2t) est

continue sur R donc admet des primitives sur R. |t > % (—%(jt) + cos t) est l'une d’elles.

11. t + cos®(t)sin?(t) est continue sur R donc admet des primitives sur tout intervalle I de R.
<sin(2t))2  sin®(2t) 1 cos(4t)

cos?(t) sin?(t) = (cos(t) sin(t))? = 5 ] :

. 1 1
Donc | une primitive de t — cos®(t)sin®(t) sur I est t — ét ~ % sin(4t) |.

12. t s e’ cos(3t) est continue sur R donc admet des primitives sur tout intervalle I de R.

Vt € R, e cos(3t) = Re(e3)Y) donc une primitive est t Re(e(llj_iz)t) = %Re(eg“(l —3i)).

t

Ainsi, |t — 1% (cos(3t) 4 3sin(3t)) est l'une d’elles.

Exercice 2. Primitives usuelles (2). Déterminer, sans aucun calcul d’intégrale, les primitives des fonc-
tions suivantes.

1.z ze22’ ; 7. x s sin®x; 19 1 ln(lnm);
T
9 7 is Inx g 1
. X _— i _— e“4x .
x z z(nz)t’ 13. x—e ;
cos(lnz) 1 . 1 .
doxe x ’ 9. x— L ; 4o r+x(lnx)?’
tanx
sinx 1
. T ; 2 15. 2 — ————
/ cos’ 10. % zV1+Inz
x
5. x> V1 —12?; 16. x — e 7 sin(2z) ;
1
6. x +— cosxsin®z ; 1.z~ cos? zv/tan = 3 17. © +— shx sinz.

Indication :

5. xv/1— 22 = L x (=2x) x (1 — 22)1/2 de la forme 25 x v’ x u'/? dont une primitive est -5 x w2

3/2 T
1
—5(1— x2)3/2.
7. On linéarise a l'aide des formules d’Euler, ce qui permet ensuite de trouver une primitive.

1
sin® x = 25 (2isin(bz) — 5 x 2isin(3z) + 10 x 2isin(x))
i

1. . i
=75 (sin(bz) — 5sin(3x) + 10sin(x))

19 In(ln x)

est de la forme v’ x Inu = (F ou)" ot F est une primitive de In i.e. F: x> xlnz —x =

x
z(lnx —1) et u=In.

x x
18. e T =¢e%e® de la forme u' x e = (e") avec u : x > €*.
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1 1 1 u
14. = - de | - = t ’
4 r+z(nz)?2 21+ (Inz)? e la forme T2 (arctan ou)
1 1 o
15. = de la forme 2 = (2y/1).

=2
zv1l+Inz 2v/1+4+1Inzx 2/u

e sin(2z) = Im(e %e??) = Im(e(—1+2i)x).

est x +—

16.
Une primitive de x — e(~1+20)z

—e T

5

isin(2x)), de partie imaginaire x —

T

17. shz sinx = Im(shx ) = Im ¢
Une primitive de x %6(1”)’” - %e(_Hm’ est
1 e(1+i)z 1 e(=1+0)=

1
T = — — — = -
2 141 2 —1+1 4

de partie imaginaire

e(—1+20)z
—1+2i
(sin(2x) + 2 cos(2z)).

e—ﬁ?

5

(=1 — 24)e®?r =

—e” i i)z —1+i)x
5 ¢ >:Im<§e(1+) — Le(=149) )

x >—>1 (e*sinz — e cosx + e Tsinx + e * cosx)

N
Ty

et +e*
2

o

er -
—cosy | ——

—e
2

)

1
Ty (sinz chz — cosx shr).

Correction.

x—sin(lnz) + K ;

_ 1

- T 2cos? x

TR

T —%(1 — w2)3/2 + K

T sinf z LK
6 )

T+ — o5 cos(5x) + 1 cos(3z) — 2cosx + K ;
80 48 8 ,

8. me%ﬁJrﬁ;

10.
11,
12.
13.
1.
15.
16.

17.

z— Inlsinz| 4+ £ ;

v gIn|l+ 23 +k;

z — 2Vtanz + K ;
r—=Inz(ln(lnz)—1)+k;

x> exp(e”) + kK ;

x+— arctan(Inz) + K ;

z 21+ Inz + K

T 7% (sin 2z + 2 cos 2x) + K ;

x — 3 (sinz chz — coszshx) + k.

=== (1 + 2i)(cos(2z) +

[e”(1 —1i)(cosz +isinz) + e *(1 +i)(cosx + isinz)],
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Exercice 3. Primitives de fonctions rationnelles (1).Déterminer une primitive des fonctions sui-
vantes sur un intervalle a préciser.

1 1
2.t 3t —
2t2 + 3t — 2

1. t— _-
2 -2 2 4+2t+3

Correction.

1 . . . . .
1.t — 25 est une fonction rationnelle a pdles simples donc par théoreme de décomposition en

éléments simples, il existe (A, B) € R? tel que

1 _ A B
t—V2)t+V2) t—V2 t4+V2

vt e R\ {£v3}, t21_2:

Par exemple en écrivant
1
l=—=|(t+V2) - (t—V2)|,
55 (VD = (= V2))

1 1
on trouve que A = ——= et B = ———. Ainsi,

2v/2 2v2

2 2\1@ (t—lﬂ_t+1ﬂ)'

vt e R\ {£v2}, t21_

1
Soit I un intervalle ne contenant pas V2 ni —v/2. Alors t — 75 est continue sur I et ad-

2 —
1
met des primitives sur I. L’une d’elles est t ﬁ(ln [t — V2| —In|t +v/2|), qui sécrit aussi
AR S V2
B PO R
2V2 |t + V2
t+1\2 1 1 7
2. EcrivonsVt € R, t242t4+3 = (t+1)242=2 {1+ () et ——— = — 2 .
(t+1) V2 242t +3 ﬂ1+(t+1>2
V2
1 1 t+1
Ainsi | une primitive de t — 5o Sur R est t — —= arctan <+) .
242t +3 V2 /2

3. VLER, 22 +3t—2=2(t+2)(t—3) = (t+2)(2t — 1).
Par théoréme de DES des fonctions rationnelles a poles simples, il existe (A, B) € R? tel que

1 B 1 A N B
2243t -2  (t+2)(2t—1) t+2 21

awem {L-2),

En écrivant 1 = L [2(t 4+ 2) — (2t — 1)], on trouwve que A = —% et B = R conviennent. Ainsi,

WeR\{1 2} 1 1( 2 1)1 1 1
27 )22 +3t—2 5\2t—1 t+2) 5\t-1 t+2
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, 1, [t—3
1p 1 2
sur I C] — oo, —2[U] — 2, 5[U]5, +oo[ est t — —1In o

donc|une primitive de t — ————
2t2 + 3t — 2 5

Exercice 4. Primitives de fonctions rationnelles (2). Déterminer les primitives des fonctions sui-
vantes.

1 1 1
1. 2= ——: LT 7 xS -
v 2 —Txr+10" 4o 2 —x+1’ o 2 —6x+9’
x+1 4+ 2
2. x> ——7——; 5 xre — 1. r+ 1\
z? — Tz + 10 RO 8.x»—><$+2 ;
3. x+— 2 tatl 6. r+— 1
2 —Tex+10" 202 + x4+ 1"
Indication :
1 1 1 1 1
1. 22 =Te4+10=(z—2)(z—=5) etl==[(x —2)—(x —5)] d =_ — .
x T+ (x—=2)(x—5) e 3[(9@ ) — (x —5)] oncx2_7x+10 3[90—5 m—2]
x4+ 1 2 1

2. 24+1=(r—-2)+3=(x—2)+(z—2)— (z—5) = 2(x—2)— (x—5) donc

22 —T2410 z-5 z-2
3. On écrit
2?4+ 1= (2% =7z +10)+ (82 —9).

Premiére méthode. On écrit :

1
P 4r+1=(*-7r+10)+8x+1)—17 ou 17:37[(35—2)—@—5)},

et on utilise la question 2.
Deuxiéme méthode. On écrit :

P 4r+1=(>-Tr+10)+8@x—-2)+7 oun T=

[OCREEN|

[(z —2) = (x—5)].

Dans tous les cas, on trouve

4. A <0 donc arctan.

., 4+ 1
5. Onre—ecrztm2+1:§x2+1 poan

6. A <0 donc arctan.

1 L ] 1
= onc une primaitive est —_—— = .
22— 6249 (z—3)2 P z-3 3-z

2 1\ 2 2
N (:c+1) :((g;+2) 1) :(1_ 1 ) R R S
x+2 x+2 x+2 r+2 (z+2)?2
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Correction.
1z iz ‘—&—n 5 x+— +ln(2? + 1) + darctan + £ ;
2. x+—2In|z -5 —Injz —2|; 6.:€|—>\%7arctan(4f}1)+ﬂ
. x—ax+ Sz —5—Ilnjlz—2|+k; T x> g + K
4 learctan(zx I)Jrli 8 x—z—1In((z+2)?%) - +K;
’ V3 V3 ’ :r+2

Exercice 5. Primitives avec IPP (1). Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur un inter-
valle da préciser.

Iobes L 2. t > arctan(t) 3.t t2et

cos?(t)

Correction.

1. t— est continue sur tout intervalle I inclus dans | ]g + km, %ﬂ + km|, donc admet des

cos?(t) kEZ
primitives sur I.

Soit (a,t) € I*.
Alors deux IPP successives donnent

L o,
/a ﬁ@)dx = [ztanz]’, + [In|cos x|} .

Ainsi, | une primitive de t — sur I estt— ttant + In|cost||.

t
0s2(t)

2. Une IPP avec u :t st et v:t s arctan(t) qui sont de classe € sur R donne pour tout x € R :

1 r® 2t

r T
tan(t)dt = [tarctan(t)]j — - [ ——
/Oarcan() [tarctan(t)], 5 ), 11

1
dt = xarctan(z) — 5 In|1+ 22|

1
Ainsi, | la primitive de arctan qui s’annule en 0 est x — x arctan(z) — 5 In(1 + 2?) |.

3. (Presque fait en cours) Soit x € R. Posons u : t + t% et v : t — e'. Ces deur fonctions sont de
classe C' sur R. Une intégration par parties donne alors

/' 2etdt = t2 t / otetdt = 22e” — 2/ tetdt.
0

Faisons une deuxiéme IPP avec u:tvwst etv:t— el. u et v sont encore €1 (R) donc

xT T T x
/ t2etdt = x2e® — 2 [tet} + 2/ etdt = 2%e® — 2ze® + 2 [et] = z%e® — 2ze” + 26% — 2.
Jo 0 0 0
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Ainsi, x — (22 — 22 + 2)e® est une primitive sur R de la fonction x — z%e* |. (Vérification OK)

Exercice 6. Primitives avec IPP (2). Déterminer une primitive des fonctions suivantes a l'aide d’une
intégration par parties.

1.z~ (zlnz)?. 3.z In(1+2?). 5. x> xsin?(z).
2.z cos2(z)’ 4. x — xchx. 6. x — xarctanx.
Correction.

1. z+ 23 (In z)?— 223 Inz+ Za3 (on fait deuz IPP, d’abord en dérivant t — (Int)? et en intégrant
t 12, puis en dérivant In et en intégrant t — t2) ;

2. f x> — m est définie sur D = Upey | =5 +km, 5 + kn[. Une primitive de f sur tout
intervalle inclus dans D est x — x tanz + In|cosx| (on dérive t — t et on intégre t — ﬁ, qui
est la dérivée de tan);

3. x>z In(1+2?%) — 2z + 2arctana (on dérive t — In(1+ z?) et on intégre 1);

4. x — xshe — chx (on dérive t — t et on intégre ch);

5. T+ % . Siz(%) -~ Cosé%) (on dérive t et on intégre sin?, aprés en avoir trouvé une primitive par
linéarisation).

6. x> 3 [(x? + 1)arctanz — z] (on dérive arctan et on intégre t — t).

1
Exercice 7. Calculer / t3e_t2dt.

0

1 1 tQ
/ t367t2dt = / —— (—Zteﬂg) dt ré-écriture
0 0 2

2N N R wit s —t2)2
=|——e! +/ te” " dt IPP avec 42 de classe €1 sur [0, 1]
2 0 0 vitr— e’

1 _1+{ 1 _tgr —_—
=——e¢ ——e rimitive

2 2 1, b

1, 1, 1
= 56 56 + 5

1
=|— — 671

2
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Exercice 8. Changement de variables. A l'aide d’un changement de variable, calculer les intégrales

suivantes.
1 t 2 1
y— i | e
0 Vt+1 0 V2+z+ V24
1 1 dz
2. :ceﬁd:r; 7./ —_—;
1/3 (z+ 1)V

0
5 L de

5. [ gt [
2 (1) o v E
1 2

4./ V1—22dz; 9. / (Inz)*dx;
-1 1

In2 1 $2
. ver —1dx; 10. / dz ;
0 0

x84+ 1

Correction.

1.

A

# (w=t+1 donct=p(u) avec p:urru—1€%);
12 —4e (x = u?, avec u u? € €1);

2 (u=12, donct = p(u) avec ¢ :urs Ju € E);

5 (v =cosf);

2-Z% (t=¢" puist=u?+1);

1
11. / 22V1 — 22dx ;
~1

1
Ig/ﬁ
0o et +1

1 d6
13. —_—
/0 cosf’

T  sint

14. _
4 0 3+ cos?t

)

2 _
15, / In(1+¢)—1Int it
1

t2

4—3x2%3 2% 224 9x 213 —6x 26 +6In (21/(;“) (u= (2+z)'/%, puis on utilise la relation

21/341
wd=(u? —u+1)(u+1)—1);

7 5 (v = u? puis primitive de x — Hlﬁ),
8. 2In?2 (u=z);
9. 2(In2)* —4In2+2 (u=Inx puis 2 IPP);
) 13 2 1 1 d arct A1l
10. {5 (transformation u = 23 mais faux chgt de var) ; I = /03 x6m+ dz = 3 )y w2 i 7= [fuc Zn(l) ;
arctan1l ks
3 12
11. § (r =sinb);
12. x =Inwu puis astuce +1 — 1 d’ot | =1 +1n2 —In(e + 1) ‘
1 0de
13. %ln (1- sin? 1) (on réécrit lintégrale comme /0 %ﬁw) et on pose x = sin @ puis DES);
s — .
14. Ve (u = cost);
Lycée Sainte-Geneviéve 9 C. Vergé
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2 1 1
15. Faux chgt de var. On ré-écrit lintégrale I = / In (f + 1) ﬁdt' On reconnait la dérivée d’une
J1 ’

L

2 .
composée donc I = {— In (1 + %)] L= In2 — ln% =In %. On peut aussi faire une IPP.

Exercice 9. A ['aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :
1 et 1 1
[ eda o [ e
0 vV1+e® o (1+22)2

Correction.

1. Posons x = 1In(t) =: ¢(t), et

In(e) f e dt e
1= \/%dx = —/1 =2 [Vi+i] =2 (Vite-Vv2)|

e ([1,e]) N

Remarque : Ici, ¢ca pourrait étre un faur-C'V car on reconnait la dérivée d’une composée x —

Vv1+4er, dou

=2 012\/11+7€x€xd$2[m}; 2(@—@).

d
2. Posons x = tan(t) =: ¢(t) (ou tan € €*([0,Z]) et d—f = 1+tan?t). De plus, z =0 & t =1 et
r=1&1t=mn/4. Ainsi,

sty 1 /4] r/4 /41 4 cos(2t sin(2t)17/*
I:/ 722d$:/ 72d7f=/ cosztdt:/ +CO‘§()dt_7T+r1n( )]
Jo=tan(o) (1 +2?) Jo 1+tan“t 0 Jo 5 3 T,

™

1
8 4]

Exercice 10. Soit n € N. En effectuant un changement de variable, montrer que

w/2 /2
/ cos" (z)dx = / sin” (z)dz.
0 0

Au brouillon : On est tenté de poser cos(x) = sin(u). Ainsi, u = arcsin(cos(z)) = § — arccos(cos(z)) =
s

9 xT.

Autre fagon de voir : comment « passe-t-on » de cos(z) a sin(x) ? En retranchant x d w/2 car cos(mw/2 —
x) = sin(x).

On fait donc le changement de variable |u =

—zlalorsdu=—-dretr=0cu=35, =75 u=0.

VB

De plus,

cos(x) = cos(g —u) = sin(u) = sin (g — a:)

Lycée Sainte-Geneviéve 10 C. Vergé
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et donc

/2 /2 T 0 /2
/ cos"(x)dz = / sin” ( - J:) dz = / sin”(u)(—du) = / sin” (u)du.
Jo Jo 2 Jr/2 Jo

/2 /2
Exercice 11. Avec du cosinus et du sinus. On pose I :/ sin?zdz et J = / cos? z dz.
0 0

1. Calculer I + J.

2. A Uaide d’un changement de variable affine, montrer que I = J et en déduire leur valeur commune.

/2
8. Donner, sans faire de calcul de primitive, la valeur de K = / cos? z sin? z dx.
0

Correction.

1. Par linéarité,

7 /2 . . 7 /2 T
I+J = / (Coszz;+sin2.7;)(1m = / de = 5|
Jo 0

2. En posant le changement de variable affine v = § —t qui fait intervenir la fonction t — 5 — 1 qui
est de classe €', on obtient :

w/2
:/ sin? ¢ dz
0
0
= sin? (W - t> (—1)dt
Jr/2 2
T /2 .
= / sin? <7T — t) dt
Jo 2
T /2
:/ cos? t dt
0
=J.
m
Par conséquent, | I = J = 1l
1 rm/2
3. Ona K= Zl/ sin?(2x)dz.
0

Le changement de variable x = %, codé par la fonction t — % qui est de classe €1, donne

1 /=
K:f/ sin’t dt.
8 Jo
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Puis

1( /3 ™ 1
K = 8</Zsin2tdt+/ sin%dt> = U +J).
0

En effet, l'intégrale de droite vaut aprés changement de variable :

/ sin?tdt = /251n2(3+g)ds = /200523 ds = J.
Jo Jo

™

)

Ainsi,

a+T T
Exercice 12. Soit f continue sur R et T-périodique. Montrer Va € R, / f= / I
a 0

lére méthode, chgt de variables et Chasles. Soit a € R. Grace a la relation de Chasles, on écrit :

/;a—ﬁ-Tf:./aOer/(;Ter./Ta-‘rTf'

Transformons la troisiéme intégrale a l'aide d’un changement de variable (on pose x = u+ T, o
ursu+TeEHR,R)). Ainsi,

I:= /Ta+Tf(;r)dm = /Oaf(u—l—T)du = /Oa f(u)du,

car f est T-périodique.
Ainsi, la troisiéme intégrale est [’opposé de la premiére donc

/aa—i-T f : /OT f

(Vintégrale sur une période est invariante).

a+T
2eme méthode, étude de fonction. Soit g:a — / f, définie sur R.
a

f est continue sur R donc admet des primitives. Soit F' l'une d’elles. Alors g : a — F(a+T)—F(a).
En tant que différence et composée de fonction dérivables, g est dérivable sur R et ¢ : a
fla+T) — f(a). Puisque f est T-périodique, on a g’ =0 sur R donc g est constante sur R.

En particulier, Ya € R, g(a) = g(0), ce qui est [’égalité souhaitée.

Lycée Sainte-Geneviéve 12 C. Vergé
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w/8 1 4
Exercice 13. Astucieux! Calculer I = / arctan <1 i a: ) V/sin 23 sin (\/ 1-— x2> dz.

_ﬂ-/g 1‘2

Correction. Soit f : x + arctan (1“’4) Vsin x3 sin (\/1 — :1;2).

1+22
Cette fonction est correctement définie et continue sur [—1,1] et donc sur [—mw/8,m/8].

Elle est de plus .

Le changement de variable x = —t fournit :
/8 —m/8 —7/8 /8
1= [ gwde = [ Ureoena = [ Tpwa = - [0 pear = -1
—7/8 /8 mmparité  Jr/8 —7/8

Ainsi, .

Exercice 14. Déterminer une primitive de x — cos(2Inx) sur R7.

Cette fonction est continue sur RY donc admet des primitives sur RY.. Une primitive de x — cos(2Inx)

x
sur RY est la fonction F : x — / cos(2Int)dt. Soit x € RY.

lére méthode, chgt de variables. On pose t = e* =: p(u) avec ¢ de classe €*.

v In(z) In(z) Lo
F(x) = / cos(2Int)dt = / cos(2u) e'du = / Re(e( + z)“)du.

e(1+2i)u

Sy (1+2i)u
Une primitive de u + e sur R est u — T

} e(1+2i)u
est u+— Re (W .
Or,

, donc une primitive de u — cos(2u) e" sur R

(14+24)u (1 _ 2) (1+24)u u )

e 1)e e

Vu € R = = —(1 — 2i)e™"
veR g +2i 5 5 ( e

Donc

VueR, Re |G “” (cos(2u) + 2sin(2
u € R, Re 52 fg(cos( u) + 2sin(2u)).

Ainsi, une primitive de u — cos(2u)e® sur R est u — % (cos(2u) + 2sin(2u)). Do

ol :| In(z)

F(z)= |:5(COS(2/LL) + 25sin(2u)) = % (cos(2Inz) +2sin(2Inz)) .

Ainsi, une primitive de x — cos(2Inx) sur R} est x + £ (cos(2Inx) + 2sin(2Inx)) | (Vérif OK).

2éme méthode, deux IPP successives.
x
F(x) :/ cos(2Int) x 1 dt
xT
= [tcos(2Int)]” +/ 2sin(21Int)dt

=xzcos(2lnx) + 2[tsin(2Int)]" — 4/ cos(21Int)dt.

Lycée Sainte-Geneviéve 13 C. Vergé
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D’ou 5F(r) = xcos(2Inz) + 2xsin(2Inxz) puis | F(v) = £ [cos(2Inz) + 2z sin(2Inx)] |

Fonctions définies a I’aide d’une intégrale

t3
141

dt.

xT
Exercice 15. Soit f: x »—>/
1

1. Justifier que f est dérivable sur [1,+o0[ et déterminer f’.

3

Tt
2. Pour tout x € [1,400], calculer/ 1 tdt et déterminer lim f(x).
1

T—r+00

3. Conclure que f réalise une bijection de [1,4o00] sur un intervalle J a préciser.

Correction.

. 3 . . L .
1. La fonction t — f—H est continue sur [1,+o0[, et la fonction f est sa primitive qui s’annule en 1.

Par conséquent, f est dérivable sur [1,4o00| et pour tout x € [1,+o0],

2.« Méthode 1.Vt € R\ {1}, {45 =4 — L et ®+1 =3 +13 = (¢t + 1)(> — t + 1), donc

—— =t*—t+1-——, (D.ES
1+t - 1 ( )
PULS
f(x)—/m<t2—t+1—1 )dt
- 1+t
t3 t2 x
S LT
l?’ S+t +t\1
3 2 1 1
:3;—$2+I—1II(1+JJ)—(3—2+1—IHQ>
73 2 =
:%—%—&-x—ln(l—i—x)—l—an—g.
Donc
3 2
)
f(LL'):%—%—l—w—ln(l—}—x)—l—an—é.

« Méthode 2. Avec le changement de variable t = 1 — u, avec u+ 1 —u € €*([2,1 + z],R),

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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on a

/1+:r
2

Itz g3 —3u +3u—1
/ du
2
1+x
/ (u —3u+3—)du
2
1+x
3
= u——fu —|—3u—1n|u1
3 2
2
1 33 8
f(g;):(+39”)_2(1+a:)2+3(1+x)—1n|1+x|—(3—1n(2)).

e Notons a=1n2 — %, alors pour tout x > 1,

f($)=x3<11+11n(1+$>+06).

3 2z 22 3 3

. . . In(14=x \
De plus, par croissance comparée lim % =0, d’ou

r—+00
1 1 1 In(l4+z) « 1
li = e Sl N VAN R
23400 (3 2x + x? x3 xr‘) 3
On en déduit que
ot
AT = It 5 =0

3. D’aprés la question 1., f est dérivable sur [1,+o00[ et pour tout x € [1,+o0, f'(z) > 0, et donc f
est strictement croissante sur l'intervalle [1,+o00[. Elle réalise donc une bijection de [1,+o0[ sur
J = f([1,+00]). De plus, comme f est continue, J est un intervalle et on a d’aprés le théoréme
de la bijection monotone

J=f([1,400]) = [f(1), lim f(z)[=[0,+oc]]

T—+00
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x
Exercice 16. Soit f : x »—>/ dt.
1

ot
t
1. Justifier que f est dérivable sur R’ et déterminer f'. En déduire les variations de f.
2. On définit g = f — In.

(a) Ecrire g sous forme intégrale.

(b) En déduire le signe de g sur RY .

(c) Déterminer les limites en 0 et en +oo de f.

3. Conclure que f réalise une bijection de R’ vers un intervalle a préciser.

Correction.

t
e t .
1. Soit x € R%.. La fonction t — n est continue sur RY donc f est la primitive de t — % sur R qui

ef,U
s’annule en 1. A ce titre, | [ est dérivable sur R et Vo € R, f'(z) = —|
x

xT
Ve >0, f'(x) = — >0 donc ’ [ est strictement croissante sur l’intervalle R
x

. T gl ] vel —1
2. (a) Soitx € RY. On a : g(x) :f(l’)_hlx:/ *dt_/ fdt:/ t .
1 1 1

t
>0
el 1
(b) o Sixz>1, alors par positivité de l’intégrale g(x) = / dt>0;
1
1 et -1 1 et -1
e six <1, alors par positivité de [’intégrale / dt > 0 donc g(x) = —/ dt <

0.
e’ —1

Alternative : Vo € R, ¢(z) = f/(z) — In'(z) = > 0 donc g est croissante sur

intervalle RY et g(1) = 0 donc ’g <0 sur)0,1] et g > 0 sur |1, —&-oo[‘.

(¢c) o Yz >1, g(x) > 0 donc f(x) > Inx. Puisque hIE Inz = +o0, on a par théoréme de
T—r+00

domination, | lim f(z) = 4o0|.
T—>+00

o Vx < 1, g(x) < 0 donc f(x) < Inz. Puisque lirr(l)lnw = —o00, on a par théoréme de
T—

domination, | lim f(x) = —oo ‘
z—0

3. [ est continue et strictement croissante sur l'intervalle RY donc f induit une bijection de R sur

f(RY) = ig%f(x), lim f(z) [ =] — 00, +o0[=R|.

T—+00
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z? t
e
Exercice 17. Soit f : x — /1 7 dt. Justifier que f est dérivable sur R et déterminer f'.

¢
e
lére méthode. La fonction t +— n est continue sur RY donc admet des primitives. Notons F' la
et 2 et
primitive qui s’annule en 1 de t — 7 Ainsi, pour tout x € RY, f(x) = / ?dt = F(z?) =
1

(Fog)(x) ot g: x+ 22

g est dérivable sur R , a valeurs dans R’ et I est dérivable sur R’ donc, par composition, f est
dérivable sur R .

CL’2 xr

2
De plus, pour tout € R}, f'(x) = (F 0 g)(x) x ¢'(x) = S5 x 22 i.e. | Vo € R, f/(2) = —
X

M

X

2éme méthode. On pose le changement de variables t = u? (licite car u — u? € €1 (R*,R)). Ainsi,

zeUQ x €u2
Vo € RY, f(ac):/1 W2udu:/1 ZTdu.

w2

Ainsi, f est aussi la primitive de v — 2— sur R% qui s’annule en 1.
U

2¢%"
A ce titre, f est dérivable sur RY et|Vx € R, f'(z) = c

sin? x

COSZIE
Exercice 18. Etudier lapplication f : x l—)/ arcsin(v/t)dt +/ arccos(vt)dt.
0 0

e Pourtoutx € R, 0 <sin?z <1 et0<cos’z <1 donct varie entre 0 et 1. Les fonctions arccos
et arcsin étant définies et continues sur [—1,1], on en déduit que f est définie sur R.

2
on réduit finalement ’ensemble d’étude a [0, ﬂ . Soit x € [0, ;T]

T
e Comme f est w-périodique, on réduit I’ensemble d’étude a {—2, } De plus, comme f est paire,

« lére méthode. Les fonctions t + arcsin(y/t) et t +— arccos(v/t) sont continues sur [0,1] donc
admettent des primitives. Soient respectivement Fy et I, celles qui s’annulent en 0. En particulier,
vt € [0,1], F!(t) = arcsin(v/t) et F'(t) = arccos(v/1).

Alors f(x) = Fy(sin?x) + F.(cos®z).
En tant que composée et somme de fonctions dérivables sur R, f est dérivable sur R (d détailler)
et :

f'(x) = Fl(sin®z) x 2sinz cosz — F.(cos* ) x 2cos zsinx

= [arcsin(Vsin? z) — arccos(Vcos? x)] x 2coszsinx

f'(x) = (arcsin | sin 2| — arccos | cos z|) x 2 cos z sin z.

@ . . L T
Or, comme z € {O, 2} , |sinz| = sinx et | cosz| = cosz. De plus, arcsin(sinz) = = car z € {—2, 2}
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et arccos(cosx) = x car x € [0, 7|. Finalement : Vx € [O, 721 , f'(x) =0 donc f est constante sur lintervalle |0,

T
puis sur [—2, 2} (par parité) puis ’ f est constante sur l'intervalle R‘ par périodicité.

/ T ™
Or, f(r/4) = /01 ) (arcsin(\/f) + arccos(\/i)) dt = 1 donc : |V € R, f(z) = —|.

W

Wb

« 2&éme méthode. En posant les changements de variables t = sin?y dans la premiére intégrale et
t = cos?y dans la seconde intégrale (avec y — sin®y et y — cos®y de classe €' surR), on obtient :

2 2

flx) = /Ssm : arcsin(v/t)dt + o arccos(v/t)dt

in2 0 cos? &

x xT
:/ arcsin(\siny\)Qsinycosydy—i—/ arccos(| cosy|)2 cos y(—siny)dy
0 3

x xT
= / arcsin(sin y) sin(2y)dy — / arccos(cos y) sin(2y)dy car0<y<z< g et 0 <z <
0 2
x 2
= / ysin(2y)dy +/ ysin(2y)dy
0 T
= /5 ysin(2y)dy Chasles
0
cos(2y) 2 3 cos(2y) ury—y
B {—y 2 }0 +/0 2 d PP avee vy —cos(2y)/2
__m (=D [sin@y)} :
2 "2 4,
T
- 210
1 +

Ainsi, |Vz € [0,5%], f(z) =

Exercice 19. Déterminer toutes les applications f € €°(R,R) telles que :

Vo) € B, st = [T soar

-y

Correction. A l'aide d’un dessin, on peut conjecturer que les fonctions affines sont solutions.
Procédons par analyse-synthése/double inclusion.

o Soit f solution du probléeme. Par hypothése, f est continue sur R donc admet des primitives sur
R. Soit I' celle qui s’annule en 0. Alors
Y(e,y) € R, 2yf(x) = Fa+y) — Flz —y). (**)
Cette égalité est clairement dérivable par rapport a y.
Justifions que [ est dérivable sur R.
On a (poury=1/2) : Ve € R, f(x) = F(x+1/2) — F(x —1/2), donc f est bien dérivable sur R
(en tant que différence et composée de fonctions dérivables).

Lycée Sainte-Geneviéve 18 C. Vergé
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lére méthode. Dérivons (**) par rapport a x et a y (respectivement). Alors :
* V(z,y) €R? 2f(x) = flz +y) + flz — ).
En sommant, il vient : V(x,y) € R% f(L +y) =yf'(z) + f(x).
Pour x =0, il vient : Vy e R, f(y) = f'(0)y + f(0).
Ainsi, [ est une fonction affine.
2éme méthode. Dérivons (**) deuz fois par rapport a y. Alors :
V(z,y) € R, 2f(z) = f(z +y) + flz —y) puisV(z,y) €R* 0= f'(z+y) - f'(z —y).

Ainsi, ¥(s,d) € R?, f'(s) = f'(d) (car on a déja montré que (z,y) — (z +y,x —y) est
bijective).

Alternative. Fizons t € R. Pour (z,y) = (t/2,t/2), il vient f'(t) = f'(0), cela pour tout
teR.

Cela prouve que f' est constante sur lintervalle R, donc f est affine.

o Réciproquement, soit f une fonction affine. Alors il existe (a,b) € R? tel que f : t — at +b. Ainsi,
f € €°(R,R) et pour tout (z,y) € R,

Tty
/ (at+b) dt =

o~y

2 Tty

t
— + bt
a2—|—

_ % [(w +9)* — (z — y)z}-i-b[(%‘%—y)—(ﬂ?’—y)] = gX4xy+Qby = 2yf(@).

Donc f est solution du probléme.

o Conclusion. ’ Les applications continues sur R qui vérifient I’équation fonctionnelle sont les fonctions aﬁines.‘

Suite d’intégrales

1 1
Exercice 20. Pour n € N, on pose I,, = —'/ (1 —z)"e"dx.
n! Jo

e
1. MontrerVn e N, 0< I, < 5 En déduire que (I,)nen est convergente et déterminer sa limite.
n!

1

2. Montrer Vn € N, I,y =1, — m

n

1
3. En déduire que rtoutnéeN, I, =e— Conclure lm
uire que pour tou n ];]k onclure que i Zkz'
Correction.
1. Soit n € N.

o La fonction x — (1 — xz)"e" est continue sur [0,1] donc I,, est bien définie.

o Pour tout x € [0,1],0 < (1—2) <1 donc0 < (1—x)" < 1. De plus, la fonction exponentielle
étant croissante sur [0,1], on a 0 < e* < e. Ainsi, on en déduit que pour tout x € [0, 1],

0<(l—a)""<e.
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Ainsi, par croissance de l'intégrale sur [0,1] avec 0 <1, on a :

1 1
0<In:7/(1 2)rede < <
0

- n! n!

o Puisque 7 — 0, on déduit par théoréeme d’encadrement que ’ (I,) converge vers 0 ‘

2. Soit n € N. On pose u: x +— (1 —x)"" et v = exp. Alors u,v € €1([0,1],R). Une IPP donne

1
In—l—l + 'A - n+1 Id.L
1
( n+1 1: +/ n—i—l)(l—x)" xdl)
n+1 |
InJrl _(n+ 1)’ +In .

Rq : (I,) est décroissante.

3. On sait que pour tout n € N, Iy — I, = _7(ni1)' Ainsi

n—1 n—1 1 n 1
VHGN,Z<I]€+17]]¢):—27’ i.e. Inff():—Z—_

; ' '

k=0 k=0 (k + 1) 1 k!

1 n 1 n 1
— T W — —
Or, Io—/oedl—e—l donc I”_IO_ZH_e_ZH'
k=1 k=0
0 ) I 0, d | 1 lon écri [ d : SE =
n sait que I, — 0, donc ﬂ_l}mooz i =e, ce que l'on écrira plus tard : ;}H =e.

a

Exercice 21. Soit a un réel strictement positif. Pour tout n € N, on pose I,(a) = / e *dx.
0

1. Déterminer Iy(a).

2. Montrer que pour tout n € N, I,y1(a) = —a" e @ + (n + 1), (a).
3. Montrer que pour tout n € N*, I,,( e ? Z —a + nlly(a).

4. En déduire la valeur de lim I, (a).

a——+00

Correction.

a
1. Ip(a) = /0 e Pde = [—e*]g=1—e"" Donc|Ip(a) =1—e"%|

a
2. Soit n € N. I,11(a) = / 2" e dx. On effectue une intégration par parties en considérant les
0
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fonctions u et v de classe €1 sur [0, a]

w:x s "t et vix— —e L.

Alorsu' iz — (n+1)a™ et v’ : x — e~ 7, et on obtient

a a
Inii(a) = [—x"“eﬂ}o + /0 (n+1)z"e %dz = —a" e + (n + 1)1, (a).

Donc : | Ii1(a) = —a" e ™ 4 (n + 1)1, (a) |

n |
Pour tout n € N*, on note P(n) : « I,(a) = —e ¢ Z %ak + nllp(a) ».

k=1
En utilisant la question précédente, nous avons Ii(a) = —ae™* + Iy(a) ce qui montre P(1).
Soit n € N* tel que P(n). Montrons que P(n+1).
On a :
Ii1(a) = —a™ e ™ 4 (n + 1)1, (a) (question précédente)
n |
=—a"Me ™ + (n+1) (e“ Z %ak + n!Ig(a)> (d’aprés P(n))
k=1""
n
= —q" e az + (n+ 1)o(a).
k=1
En écrivant —a"tle @ = —e~@ (n—H)Ea”H, on obtient
(n+1)!

d’ou P(n+1).

Par théoreme de récurrence simple, on en déduit que ’P(n) est vraie pour tout n € N*|.

. D’aprés les questions 1. et 3., on a, pour tout n € N*,

n

In(a) = —e ¢ Z Z—'a +nllp(a Z

k=1

—0 i1 - ).

w\:

Or, pour tout k € [1,n], hIJ'I_l e~%’ = 0 (croissances comparées des fonctions a + e~ et a > a¥)
a—r—+00

et lim e @

I = 0. Donc, par opérations sur les limites de fonctions, on obtient
a—r+00

lim I,(a) =n!

a—+00

Exercice 22. On considére la suite (I,,) définie par :

/2
vneN, I,= / 2" sin xdz.
0
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1. Etablir la formule de récurrence :

™

WneN, Ins=(n+2) <2

n+1
) —(n+2)(n+ 1),

Double intégration par parties.

2. En déduire, pour tout p € N, Iy, et Ip1 sous forme de sommes.

Correction. Soit p € N. D’aprés la question 1., on a :
T 2p—1
[2]1 — 2p <2) - 2p(2p - 1)12[)—2
o\ 2p—1 7\ 23
~2(3) —wer-v|@-2(3) - er- -3k

__(2p)! (W)Zpl  (2p)! (W)Q”g Lot
(2p— 1)1 \2 (2p—3)1 \ 2 (2p— 4)1 "
En itérant, on obtient :

m\ %P1 ! 1 /a1 .

_1 B )
5 i (2p)! 7\ 2p—(2i+1)
Iy = ;(—1) (2p — (2i +1))! <>

) % 1.
5 + (2p)! x

Exercice 23. Wallis, premiére version. Soit (up)nen la suite définie par

/2
VneN, wu, :/ cos™ t dt
0

1. Soit n € N. Exprimer u,yo en fonction de u,.
2. Montrer que Vn € N, (n+ 1)upq1u, = 5.

3. Soit n € N. Exprimer uoy, puis usn+1 en fonction de n.

Correction.

Ut sint
1. Soit n € N. Effectuons une intégration par parties avec qui sont €*
vt (cost)nt!
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On obtient

/2 n+1
Upto = cos" Tt x cost dt
Jo

w/2

= [sin t(cos t)"“} — /()W/z sint x (n 4 1)(—1)(sint)(cost)™ dt

0

/2
=0+ (n+ 1)/ (sint)?(cost)™ dt
0 ~——

1—cos?t

w/2 w/2
=(n+ 1)(/ cos"t dt — / cos" 2 ¢ dt)
Jo Jo
= (n+1)(up — uUny2)

On en déduit que (n+ 2)up, = (n + 1)uy,, d’ot

n—+1
U
n-+2

Un+2 = n |-

Autre solution.

On peut aussi écrire

w/2 5
Upto = / cos"t x cos“t dt
0 —

1—sin?t
En utilisant la linéarité de [’intégrale, on obtient
/2
Upto = Up — / cos"t x sin? ¢ dt
Jo

Dans l'intégrale de droite, la fonction intégrée est encore égale a sintcos™t X sint.

/2
Uptos = Up — / sintcos™t x sint dt
0
—1 n+1
L . . e . Ut ——— COS t
Effectuons une intégration par parties pour calculer l'intégrale de droite en posant +1
v:t—sint
On a
/2 _ /2 /2 _1
/ sintcost xsint dt = cos" Tt x sint - / cos™ 1t x cost dt
0 = =~ n+1 o n-+1
u/(t) v(t) 0
1 /2
= / cos™ 2t dt
n+1Jo
1
= ——u
n+ 1 n+2
Résumons. On a ’égalité
1
Un+2 = Up — mun+2
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D’ou

n—+ 2
—Un = Un |
n+1 +2

2. D’apreés la question précédente, on a
VneN, (n+2)upta=n+1)u,
D’ou, en multipliant par u,41, on obtient :
VneN, (n+2)upiount1 = (n+ Duptnyl,
ce qui montre que la suite ((n+ 1)unun+1) est constante. Son premier terme vaut (0+ 1)u0u1 = g

w/2
(car ug = 75 et uy :/ costdt = [sint]g/2 =1).
0

Ainsi,

VneN, (n+ 1uypiuy = g

3. Soit n € N.
e D’apres la question 1., on a

2k —1

Vk e Hlﬂlﬂ, U = TUQ]{;_Q.

OrYi, u; # 0 (raisonner par l'absurde et utiliser la question précédente). D o

U 2k —1
VEke |l = .
€ltnl, 5

Par produit pour k € [1,n], on a par télescopie :

Uzn ﬁij—l'

UuQ el 2k
u 2n)!
Le membre gauche vaut % Le membre droit vaut <7)2
Ainsi,
2n)! )
U9n — (;171322 ou encore ugn = (477;11)2
e Soitn € N.
T
D’aprés la question précédente, on a (2n + 1)ugnuznr1 = 5

En remplacant uo, par l'expression précédente, on trouve

(27n!)?

U2n+1 = m
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/2
Exercice 24. Wallis, deuxiéme version. Pour tout n € N, on pose I, = / sin™ ¢ dt.
0

1. Calculer Iy et I.

2. Lorsque n > 2, donner une relation entre I, et I,,_s.

En déduire la valeur de I,1,_1 pour tout n > 1.

3. Calculer I, pour tout p € N. En déduire I, 1.

Correction.
1. Ona :
w/2 w/2
IO:/ dr = = et 11:/ sinzdr = [—cosx}g/Q = 1}
0 2 0
2. Soitn > 2.

La sont de classe €1 sur [0,%] et :

Les fonctions u : x — —cosx et v : x +> sin™~ 5

u i x—sin(z) et v :ix— (n—1)cos(x) sinn_Q(:E).

Ainsi :

= { — cos(z) sin™ ! (1)} +(n—-1) /OTF/2 cos?(z) sin™ 2 (x)dx.

0
Puisque n > 2, on a — cos(0)sin"(0) = 0 et cos(Z)sin""1(3) = 0.
Par conséquent :

T/ 2

I,=(n-1) /0 cos?(z) sin % (x)dx

T/ 2
=(n— 1)/ (1 —sin®(z)) sin" 2 (z)dx
0
=n—-1)In-2— 1)
Ainsi, nl, = (n— 1)1,—9.
En multipliant par I,_1, on a :

nIn In,1 = (TL — 1) In,1 In,Q.

On en déduit que la suite (nl,I, 1), cn- est constante.

Orl1x1I xIy= 73, dou
e

VneN* nl,I,.1= 5
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3. Soitp e N. On a
~ (2p-1)(2p—-3)---1
Iy = I.
(2p)(2p —2)---2

Par ailleurs,
2p)2p—2)---2 = 2Pp(p—1)---1 = 2Pp!

Pour le produit des impairs, il est classique de multiplier et diviser par le produit des pairs, pour
obtenir :

(2p—1)(2p—3)---1 = (2p) x (2p—1) x 2p—2) x (2p—3) x---x2x1 _ (2p)!

2p)x(2p—2) x---x2 2p pl
o (2p)! 7
A’LnS’I/ IQp = W 5
Avec la relation (2p + 1)I2p 4112, = 75, on obtient :
1 T 22P(pl)?
Iopiq = =

2p+ 1)Ly 2 (2p+1)

1

1+ w"dx'

1
Exercice 25. Pour tout n € N, notons I,, = /
0

1. Montrer que (Iy)nen tend vers 1.

In2 1
2. Montrer, d l'aide d’une intégration par parties, que : I, =1 — e +o0 (—)
n n

Correction.

n

- 1
J.Soz'tneN.OnaIn—l:—/ ‘ dxdonc|In—1|:/
0 ‘ 0

1 1
dz </ z"dx =
14 an 0

L+am — n+1

. 1 .
Puisque o — 0, on obtient .
2. Soit n € N.
nmnfl

1 .
e Onéerit:I1,—1= —/ X fdx. Une IPP donne :
0 n

1+ an

1 11

+/ |+ 2"d
-

In 2
:———I— / In(1+ 2™)

I,—1=-— {Ccln\l—i—x”]

o Montrons maintenant que hm ln 1+2")dx = 0.
n—-4

Par inégalité de convexité, on a : V:E € [0,1], 0 <In(1+2™) < a". Par croissance de l'intégrale,

il vient :
1 1 1
OS/ln(l+w")§/x”dx: )
0 0 n+1
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] ’ 1 o] ) 1
Par théoréme d’encadrement, on obtient | In(1+z")dx — 0, d’ou — | In(1+2")dz =0 <>

+of

Ainsi, on a bien :

J0

n Jo

n

I'n/ =1~ hﬁ
n

1

n

)\
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