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Diviseurs

Exercice 1. Nombre de diviseurs. Soit a un entier naturel qui s’écrit a = p{™* ...p>", ot p1,...,pr
sont des entiers premiers distincts et aq,...,a, des entiers naturels. Combien a posséde t-il de diviseurs
positifs ¢

Correction. Les diviseurs de a sont de la forme p‘fl .. .pf" avec 0 < b; < o donc pour tout i € [1,r],
on a o; + 1 choix pour b;.

-
Conclusion : | a posséde H(l + ;) diviseurs positifs |.

i=1
Exercice 2. Carré parfait. Soit n un entier naturel qui s’écrit n = p{*...po", ou p1,...,pr sont des
entiers premiers distincts et aq,...,a, des entiers naturels.

A quelle condition nécessaire et suffisante n est-il un carré parfait, c’est-a-dire s’écrit-il m?, avec m €

N?

Correction.
o Supposons qu’il existe m € N? tel que n = m?*. Alors m|n donc les diviseurs premiers de m
divisent n, donc sont inclus dans {pi1,...,pr}, et il existe des entiers naturels 5; < « tels que

B1

m = pj pf’ On a alors :

2
n:m2:p151...pzﬂr.

Par unicité de la décomposition en produit de nombres premiers de n, on a pour tout i € [1,r],
a; = 203, donc «; est pair.
. 2
s . . . . o
e Réciproquement, si pour tout i, c; est pair, on pose m = Hpi i/ , de sorte quen = m? avec m € N
i=1

donc n est un carré parfait.

o Conclusion : ’n est un carré parfait ssi pour tout i € [1,r], oy est pair|.

Exercice 3. Trouver tous les entiers n > 0 tels que n®> + 1 est divisible par n+ 1.
Correction. Soit n € N*. On écrit
n+1=mn+1n-1)+2,

donc n+ 1 divise n? + 1 si et seulement si n+ 1 divise 2.
Comme 2 # 0, on sait que les diviseurs de 2 sont en valeur absolue < 2.
Ici, n+ 1> 2, donc n+ 1 divise 2 si et seulement sin+1=2, i.e. st .

On a donc Uéquivalence : | n+ 1 divise n® + 1 si et seulement sin = 1. ‘
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Exercice 4. Déterminer les entiers n € N tels que n — 3 divise n® — 3.

Correction. On écrit
Vn €N, n® -3 = (n—3)(n*+3n+9)+ 24,

done n — 3 divise n® — 3 si et seulement si n — 3 divise 24.
Connaissant les diviseurs positifs de 24, on an—3 € {1,2,3,4,6,8,12,24} puz’s’ n € {4,5,6,7,9,11,15,27} ‘

Exercice 5. Soit (a,b) € Z? tel que 7 divise a® + b*. Montrer que 7 divise a et b.
.2995193571ps100 9b WHaldnd sus 192ilEiy prnsoq O
Correction.

o Les D.E. de a et b par 7 (qui est non nul) assurent que a et b sont congrus a un entier dans [0, 6]
modulo 7, donc a 0,+1,4+2 ou +3 (mod 7).

e Par propriétés des congruences, a* et b* sont congrus a 0%, 12, 22 ou 32 (mod 7), c’est-a-dire a 0,
1,4, 2 (mod 7).

112 -3|-2]-1
e On a plus précisément : (12 0 3|3 ‘ De méme pour b.

alof1]4]2] 2 [ 4] 1]

e En faisant un tableau a double entrée, on se rend compte que
> +0*=0 (mod7) <= (a*=0etb*=0 (mod 7)).
D’aprés le tableau précédent, a®* =0 (mod 7) <= a =0 (mod 7) donc
a? +0*=0 (mod7) <= (a=0etb=0 (mod7)).

En particulier, limplication directe répond d la question posée.

Exercice 6. Les questions suivantes sont indépendantes. A laide de la formule du bindme, montrer que :
1. pour tout n € N*, n* divise (n 4+ 1)" — 1.

Correction. Soit n € N*. On écrit :

(n+1)"—-1= i <Z>nk1 = i: (Z)nk :n2+i <Z>nk

k=0 k=2

n
Or, pour tout k € [2,n], n? divise n* donc n? divise Z (Z) n¥, donc |n? divise (n+1)" — 1.
k=2

2. pour tout n € N*, 2" + 1 est divisible par 3 si, et seulement si, n est impair.
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Correction. Soit n € N*. Une astuce consiste a écrire 2 =3 — 1. Ainsi,
M= (3-1)" = Zn: (") 35(—1)"* = (=1)" + 3p, avec p = Xn: (”) 311k e 7,
o \F i \k
Faisons une disjonction de cas selon la parité de n.

o Sin est impair, alors ’égalité précédente s’éerit 2" + 1 = 3p donc 2" + 1 est divisible par 3.

o Sin est pair, alors 2" — 1 = 3p donc 2" +1 = 3p+ 2 (il s’agit de la division euclidienne de
2" + 1 par 3, et son reste est non nul), donc 2" + 1 n’est pas divisible par 3.

Ainsi, | 2™ 4+ 1 est divisible par 3 si, et seulement si, n est impaz'r‘.

3. pour tout n € N, 32"+ 4 9442 ogt divisible par 7.

— 42n+1

Correction. Soit n € N. Remarquons que 24"+2 et écrivons 3 =7 —4. Alors

2n+1

2 1

g2l = (7 — gyt = 3 ( ”lj' >7k(_4)2n+1k — (—4)2"F1 4 7p,
k=0

2n+1
2 1 !
avec p = Z < n]:_ >7k—1(4)2n+1—k c 7.
k=1

Ainsi, 32" 4 24%2 € 77 done | 32" + 24F2 st divisible par 7).

Exercice 7. Soit p un nombre premier supérieur ou égal & 5. Montrer que 24 divise p* — 1.

Correction.
e Ecrivons : 24 =3x8 et p?> —1 = (p—1)(p+1).

e p>5 etp est premier donc p est impair puis p— 1 et p+ 1 sont pairs. Ainsi, 4(p* — 1).
Mieux : quand on a deux nombres pairs consécutifs, l'un des deuz (exactement) est divisible par 4.
Donc

(4l(p—1) et 2[(p+1)) ou (4|(p+1) et 2[(p —1)).
Dans tous les cas, 8|(p? — 1).
En effet, on peut trouver a € N tel que p—1 = 2a, doncp+1=2a+2=2(a+1) donc (p—1)(p+1) =4a(a+1), ou

a et a+ 1 sont deux entiers consécutifs, donc l'un (exactement) des deux est pair, donc 2|a(a + 1) d’ou 8|4a(a + 1).

e p—1,p,p+1 sont consécutifs donc l'un des trois est multiple de 3. Or, p est premier et p > 3 donc
3 ne divise pas p. Ainsi, 3 divise p— 1 ou p+ 1. Dans tous les cas, 3|(p*> —1).

o En conclusion, 3|(p*> — 1), 8|(p* — 1) et 3A8 =1 donc | 24|(p* — 1) | (on utilise ici la propriété n°5
de lexercice 9).
Alternative. On a 3|(p* — 1), 23|(p® — 1) et 2 et 3 sont des nombres premiers distincts, donc leur
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produit divise (p*> — 1) (on utilise ici le corollaire du théoréme fondamental de Uarithmétique).

Exercice 8. Montrer que pour n € N*, on a 169|333 — 26n — 27.

Correction. Remarquons que 169 = 13% et 33713 = 27+,
Premiére preuve (par récurrence). Pour tout n € N*, on note 2(n) : « 169|27" 1 — 26n — 27 ».

o 277 — 26— 27 =27 x 26 — 26 = 26 x 26 = 13? x 4 = 169 x 4 donc P(1).
o Soit n € N* tel que & (n).
Alors il existe k € N tel que 27" — 26n — 27 = 169k.
27" 2 — 26(n + 1) — 27 = 27(169k + 261 + 27) — 26(n + 1) — 27

=169 x 27k + 26n(27 — 1) 4+ 27(27 — 1) — 26
=169 x 27k + 26%n + 27 x 26 — 26
=169 x 27k + 26°n + 26°
=169 x 27k + 169 x 4n + 169 x 4

— 169(27k + 4n + 4).
—_——— —
eN

On a P(n+1), ce qui montre ’hérédité et conclut la récurrence.

Deuxiéme preuve (directe). On écrit, pour tout n € N*,
333 _26n — 27 = 27T — 27 — 26n
=27 x (27" — 1) — 26n
=27 %x 26 x (1 427+ 27> - 427" 1) — 26n
=26 % [27 x (14274272 4+ 427"} =] .

Or, la parenthése est congrue a n modulo 26™, donc le crochet est un multiple de 26 (et donc de 13), et
le nombre recherché est un multiple de 13> = 169.

En effet, a =b [n] et ¢ = d [n]) = ac = bd [n], donc Vk € N, a =b [n] = a* = b* [n], et on
peut aussi sommer dans des congruences.
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PGCD, PPCM

Exercice 9. Compléments de cours. Soit (a,b,c) € (Z*)>. Démontrer les propriétés suivantes :

1. Homogénéité du PGCD : (ac) A (bc) = |c|(a A D).

Correction.
Meéthode 1 (décomposition en facteurs premiers).

o Si(a,b,c) € (N*)3, alors il existe r € N et des nombres premiers py < --- < p, tels que :

T T T
_ a _ i _ Vi
a=[]p" b=1Ip" et c=]]n".
=1 =1 =1

avec pour tout i € [1,7], oy, Bi, v € N. Alors :
T . T . T T .
(ac) A (be) = Hp?m(ari-%ﬂr&-%) _ szi—&-mm(omﬁi) _ szq % Hp;nm(aiﬁi) =c(aAb).
i—1 i=1 i=1 i=1
Dans le cas général,
(ac) A (be) = |ac| A Jbe| = [allc] A [bl|c| = |e|(Ja] A[b]) = |c|(a A D),

ou * découle du premier cas.

Alternative de rédaction. Comme (a,b,c) € (Z*)3, on peut les écrire

T T T
a:in?i,b:inii et c:ini’Z
i=1 i=1 i=1

(2

T T
On sait que (ac) A (bc) = |ac| A |be|, avec |ac| = Hpqﬁ% et lbe| = Hpiﬁ%,
i=1 i=1

donc, d’apres la caractérisation du PGCD pour les entiers naturels écrits comme produits de
nombres premiers, on a :

A |be

r T T T
Jac| A Jbe] = T pi 08 = T ppmee®) = TLppe o [T ™) = lel(lal A o),
=1 =1 =1

=1

c’est-a-dire

[(ac) A (be) = c|(a Ab)|

Meéthode 2 (avec l’algo d’Euclide).

Premier cas. Si (b,c) € (N*)?, alors bc € N* et on peut faire la D.E. d’un entier par b et par be.

Sia=0bg+ 1y avec 0 < rg < b, alors ca = cbq + crg avec 0 < crg < ¢b (car ¢ > 0) donc crg
est le reste de la division de ca par cb par unicité de [’écriture.

En utilisant les notations de l’algorithme d’FEuclide et en multipliant chaque membres des
égalités par c, on obtient : pged(ca, cb) = pged(cb, crg) = - -+ = crpm—1 = cpged(a, b).

Cas général. Le méme que précédemment.

2. Sid=aAb, alors il existe (a',b') € (Z*)? tel que d' NV =1, a =dd’ et b=dl.
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En déduire que tout nombre rationnel s’écrit sous forme irréductible.

Correction.

o Posons d = aAb. Par définition du PGCD, d|a et d|b donc lexistence de a' et b est assurée.
Par homogénéité du PGCD et puisque a ANb € N, on obtient d = a ANb = (d'd) A (Vd) =
|d|(a' AV') =d(a’ AV). Ord#0, donc d NV = 1.

e Soitr € Q.
0
Si r =0, alors on peut écrire 0 = 1 etON1=1.
a
5
Posons d := a A B. Alors il existe (o, ') € (Z*)* tel que o/ NB' =1, a = d'd et f = f'd.

/

Si r € Q, alors il existe (o, B) € (Z%)? tel que r =

Alors, r = —

.
BB

ot cette derniere fraction est irréductible.

3. Lemme de Gauss : (albc et a Nb=1) = alc.

Correction. Supposons albc et a ANb=1.
Bien sur alac, donc al(ac A be). Or, par homogénéité du PGCD, on a (ac) A (be) = |c|(a A b) = |c|.

Ainsi, a divise |c| puis|alc|.

4. (anb=1letaNc=1)= aA (bc) =1.

Correction. Montrons que si a est premier avec b et ¢, alors a est premier avec le produit bc.
M¢éthode 1. L’hypothése signifie que si a n’a pas de facteur premier en commun avec b et ¢ alors
il n’en a pas non plus avec le produit be (en effet, on rappelle que si un nombre premier divise un
produit, alors il divise l'un des facteurs du produit d’aprés le lemme d’Euclide).

Meéthode 1 bis (par contraposée). Supposons a A (bc) # 1. Alors il existe un diviseur premier
p commun a a et be. L’entier p est premier et divise be donc d’apres le lemme d’Fuclide, p divise
b ou c.

Si p divise b, comme p divise aussi a, on en déduit que a N'b # 1; sinon, p divise ¢ et a donc de
meéme a A c# 1.

On a donc montré que a A (bc) #1 = (aANb# 1 ouaAc#1).

Par contraposée, on a :’(a/\b: letaNnc=1) = aA (bc) = 1‘.

Meéthode 2 (directe). Supposons que aAb =1 et aAc = 1. Soit d € Z un diviseur commun d a et be.
Montrons que d € {£1}. A fortiori, dlac et d|bc donc d|(ac A bc).

Or, (ac) A (bc) = |e[(a Ab) = |¢| donc d divise |c| puis d divise c. De plus, d divise a donc d divise

leur PGCD, qui vaut 1 par hypothése. Ainsi, d € {£1}, et donc|a N (bc) =1

5. (alc et blc et a Nb=1) = (ab)|c.

Montrons que si a et b sont premiers entre eux et divisent tous les deux c, alors leur produit ab
divise encore c.
Supposons que alc et blc et a Nb=1.

o Méthode 0. Conséquence du Théoréme de Bézout (HP).
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Comme a Nb =1, il existe (u,v) € 72 tel que au + bv = 1. En multipliant par ¢, on obtient

acu + bev = c.
- . / / A s . / /
Or, blc donc on peut écrire ¢ = bb' avec b’ € Z et de méme, on peut écrire c = aa’ avec a’ € 7.

Ainsi, ab(b'u + a'v) = ¢ avec b'u+a'v € Z d’ou .
Meéthode 1. alc et b|c impliquent que c est un multiple commun d a et b, donc |c| est un
multiple positif commun d a et b, et a\V'b est le plus petit au sens de -|- (et <), donc (a V b)||c|.

Or,aNb=1 donc a Vb= |ab.
Ainsi, ab divise |ab|, qui lui-méme divise |c|, donc par transitivité ab divise |c|. En particulier

k]

Méthode 2. a|c donc ablbc. De méme, blc donc ablac. Puis ab est un diviseur commun @ ac
et bc donc (ab)|(ac A be). Par homogénéité du PGCD, on a : ac A'bc = |c|(a Ab) = |c|. Donc

ab divise |c| puis .

Méthode 3. alc et blc donc il existe (k,{) € Z* tel que ¢ = ak et ¢ = bl. Donc ¢ = ak = bl.
Ainsi, albl. Mais comme a ANb = 1, d’aprés le lemme de Gauss, on en déduit que all donc

0 = aq, avec q € Z. Ainsi, c = bl = abq donc | (ab)|c|.

Méthode 4 (avec des produits de facteurs premiers).

6. Homogénéité du PPCM : (ac) V (bc) = |c|(a V b).

M¢éthode 1. D’apreés le cours,

(ac A be)(acV be) = |al|bl|c]* = |¢|*(a Ab)(a V b).

Or, par homogénéité du PGCD, on a : ac A bc = |c|(a A'b). On obtient alors :

lc|(a Ab)(ac V be) = |c*(a Ab)(aV b).

Comme |c|(a AND) # 0, on en déduit que ’ac V be = |c|(a VD) ‘
Meéthode 2 (décomposition en facteurs premiers).

e Si(a,b,c) e (N*)3, alors il existe r € N et des nombres premiers p1 < --- < p, tels que :

T T T
a=[[r o=1[p" et c=]][»V,
=1 =1 =1

avec pour tout i € [1,7], a;, Bi,vi € N. Alors :

r

” r T
(ac) V (be) = [ pi 20200 = T pp e T x [T ™™ = c(a v ).
=1 =1

=1 i=1

o Dans le cas général, (ac) V (be) = |al|c| V |b]|c| = |c|(Ja] V |b]) = |¢|(a V b).

7. ¥(m,n) e N? (aAb=1=a™ AD" =1).

Soit (m,n) € N2. Par contraposée : Si a™ A" # 1, alors a™ et b™ possédent un diviseur premier
p en commun. Comme p divise a™ et p est premier, on a que p divise a (lemme d’Euclide). De
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méme, p divise b. Ainsi p est un diviseur commun a a et b, donc a Nb # 1.

Exercice 10. Calculs de PGCD, PPCM.
1. Pour k € N, déterminer (2k + 1) A (9% + 4).
2. Pour n € N*, déterminer nV (2n + 1).

3. Pourn > 2, déterminer (n — 1)V (2n + 1).

Correction.
1. Soit k € N. On écrit :

O +4=2k+1)x4+k
2%k +1=Fkx2+[1],

(la deuzxiéeme égalité n’est pas nécessairement une D.E. si k € {0,1}, mais ce n’est pas grave...).
Par théoréme, on sait que ’ Ok+ONRE+1)=2k+1)ANk=kA1=1 ‘

2. Soit n € N*,
e Déterminons d’abord le PGCD.
Méthode 1. Un diviseur commun da 2n+1 et n divise 2n+1—2n = 1 donc vaut £1. Ainsi, 2n+1
et n sont premiers entre eux donc n A (2n+ 1) = 1.
Méthode 2. On écrit 2n+1=nx2+1 (sin > 2 il s’agit de la D.E. de 2n+ 1 parn, sin =1,
non, mais ce n'est pas grave...). On sait alors que (2n+1)An=nA1=1.

e De plus, comme n et 2n+1 sont non nuls, on sait que (n A (2n + 1)) X(nV(2n+1)) = |n(2n + 1) |,
=1 >0

donc ’n\/ 2n+1)=n(2n+1) ‘

3. Soit n > 3. Déterminons d’abord le PGCD. De ’égalité 2n+ 1 = 2(n — 1) + 3, on déduit
m—1)A2n+1)=(n—-1)A3e{l,3}
De plus, comme (n —1)A(2n+1)#0 et (n—1)2n+1) >0, on a

(n—1)2n+1)

m—1)V(2n+1) = CEYNCTEE

Distinguons deux cas.

o Sin—1 est multiple de 3, alors (n — 1) A (2n+ 1) = 3, ce qui donne :

(n—1)v@nt1) = n=De+D )

o Sinon, (n—1)A(2n+1)=1, et donc’(n—l)\/(2n+1) =(n-1)(2n+1) ‘
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Exercice 11. PGCD. Soit (a,b) € (Z*). Montrer que :

1. aNb=1= (a+Db) A (ab) = 1. 2. (a® +b%) A (ab) = (a A b)%

Correction.

1. Par contraposée. Supposons que a + b et ab ne soient pas premiers entre eux.
Alors il existe un nombre premier p qui divise ab et a + b.
p est premier et divise ab, donc d’aprés le lemme d’Eucide, p divise a ou b.
Sans perte de généralité, supposons que p divise a. Comme p divise aussi a+b, p divise (a+b) —a
doncb. Donc aNb # 1. On a montré que (a +b) Nab# 1= aANb#1 donc’ la contraposée est vmz’e‘.

2. e On normalise le probléme en posant d := a ANb # 0 (car a # 0). Dés lors, on peut écrire
a=dd, b="Vd, avec d',b' € Z* tels que a’ NV =1.

e Par homogénéité du PGCD, on a :

(a® +b*) Aab = d*(a? + %) A d*d'V = d?[(a”* + ) A d'V).

11 suffit donc de montrer que d' := (a’* + %) A d'b' = 1 pour conclure.

Premiére méthode. Par définition, d'|(a® + b'?) et d'|(a'V') donc aussi d'|(a'V')?, donc d’
divise (a'? +b) A (d'V))2.
Or, d NV =1 done o> ANV? =1 et d’aprés la question 1 appliquée a o™ et b, on a
(a? + b)) A (d'V)? = 1. Ainsi, d divise 1 donc d = %1, mais comme d' > 0, on a
finalement d' = 1, ce qui permet de conclure ’exercice.
Sinon : considérer § un diviseur commun d (a/* 4% et (a't'). Par les mémes arguments,
6 divise 1 donc § = £1, ce qui prouve que (CL’2 + b'2) et a'bl sont premiers entre eux et
conclut.

Deuxiéme méthode. — D’aprés la question précédente, (a’ +b') Aa'b' =1 puis par appli-

cation de 'ezercice 9.7., on a : (a' +b)?> Nad't = 1.

— Soit § un diviseur commun & a’* + b et d'V'. Puisque (d’ +¥)* = (a’* + b*) + 24’0,
on en déduit que & divise (a’ +b')%. Ainsi, § divise (a’ +b')? et a't/ donc § divise leur
PGCD i.e. 1. Ainsi, § = +1, ce qui prouve que (a” +b?) Ad'b = 1.

o En conclusion : |(a® +b*) Aab = d* = (a A D)?|.

Exercice 12. Devinette. Déterminer tous les entiers naturels non nuls a et b tels que a+b = 4(aAb).

Correction. Procédons par analyse-synthese.

o Soit (a,b) € (N*)? tel que a+b=4(a AD).
b
On normalise le probléme, en introduisant d = a Ab et a’ = % et = =. Alors a’ NV = 1.
Le probléme revient donc d : a+b=4(a ANb) < a' +b =4 (car d # 0 vu que a #0).
Or, a', b € N* et ils sont donc < 3. Ainsi, a’, b’ € {1,2,3}. Comme a’ A\b' =1, le cas (a’,b) = (2,2)
est impossible. Ainsi, (a’,b") = (1,3) ou (a’,V') = (3,1).
(a,b) = (d,3d) ou (a,b) = (3d,d), avec d € N*

Puis,

o Réciproquement, supposons que (a,b) = (d,3d) ou (a,b) = (3d,d), avec d € N*.
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a+b=4d

aAb—d donc a+b=4(aND).

Dans chacun des cas, on a bien {

« En conclusion, | {(a,b) € (N*)* | a+b=14(a Ab)} = {(d,3d) | d € N*}U{(3d,d) | d € N*}|.

Exercice 13. Montrer que ’équation x> + 2> + 2z + 1 =0 n’a pas de solution dans Q.

Correction. Raisonnons par l'absurde et supposons que l’équation admette une solution rationnelle.

a
On pourrait donc trouver (a,b) € Z x N* tel que a Nb = 1 et 3 est solution de [’équation. Alors :

a\? a\? a
(b) + <b> + 25 +1 = 0. En multipliant par b®, on obtient

a’ + ba® + 2ab® +b* = 0.

En écrivant b° = a(—a® — ab — 2b%), on remarque que a|b®, donc a divise a Ab>. Or, a Ab =1 donc

ez
aAb®=1.
On en déduit que a|l, d’otu a € {£1}.

De méme, en écrivant a® = b(—a2 — 2ab — bQ), on a bien b divise a®, donc b divise a® A b qui vaut 1.

€z
Donc b € £1, et comme b € N*, on a b= 1.

Ainsi, § € {pml}.
Or, un simple calcul montre que —1 et 1 ne sont pas solution de I’équation. Contradiction.
On en déduit que | l’équation n’admet pas de solution rationnelle|.

Remarques. Notons f : x> 2° + 2% + 2z + 1.

o f est une fonction polynomiale de degré impair donc admet au moins une racine dans R (consé-
quence du TVI généralisé car lim f < 0 et limf >0 et f est continue sur R).
—00 oo

o« flix—=3t 420 +2>0 (équation du second degré sans racine réelle et de coefficient dominant
positif) donc f est strictement croissante sur R, donc injective, donc l’équation admet au plus une
solution dans R.

e f(0)=1>0¢et f(—1)=—-1<0donc0e€|f(—1),f(0)] et f est continue donc d’aprés le corollaire
du TVI, I’équation admet exactement une solution dans R, et elle se trouve dans | —1,0[. D’apreés
cet exercice, cette solution est irrationnelle !

Exercice 14. Nombres de Mersenne. Pour tout n € N, on note M, = 2" — 1.

1. Soit un entier a > 2. Montrer que si M, est un nombre premier, alors a est un nombre premier.

Correction. Supposons M, premier. Soit d un diviseur positif de a. Alors il existe ¢ € N tel que
a=dgq.

Ma:2“—1:2dq—1:(2d)q_1:(2d_1)(1+2d+22d_|_...+2(q—1)d).

Ainsi, My = 2% — 1 divise M, et My > 0. Or M, est premier donc My = 2% —1 =1 ou My =
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2 —1=M, dot d=1 oud=a. Cela signifie que .

2. Soient a,b € N* tels que a > b.
(a) En notant r et q le reste (resp. le quotient) de la division euclidienne de a par b, montrer que

q—1
My = 2"M, + M, Y 2%,
k=0

Correction. On sait que a = bq + r. Par définition, on a :

M, =2"—1=2"_1
=2b x 9r 1
=200, + 2% — 1
=2bapg, + (299 -1

= 2"0M, + (2" - 1) (qzl(zb)’“)

k=0
q—1
My = 2"M, + M,y 2%,
k=0

’ On obtient bien la formule recherchée‘.

(b) En déduire que pged(M,, My) = pged(My, M,.).

Correction.
e Soit d un diviseur de M, et de My. Alors d’aprés Uégalité précédente, d divise 2°1M,..
Remarquons que nécessairement (en effet, M, est impair car a # 0) donc
d A 2% = 1. Par application du lemme de Gauss, on en déduit que d|M,.. Ainsi, d|pged(My, M,.).
pged(Ma, M) |pged(M,, M)

En particulier,

q—1
o Soit d un diviseur commun a My et M,. Alors d| (qu]%« + M, Z 2bk) i.e. d|M,. Ainsi,
k=0

pecd(My, M,)|pged(M,, My) |

d|pged(M,, My). En particulier,

Ainsi, pged(My, My) = +pged(My, M,.). Or, des PGCD sont positifs donc’pgcd(Ma, My) = pged(My, M,.) |.
Variante : avec la notation du cours, on peut montrer de méme que Dy, v, = D, M, -

(¢c) Conclure que pged(My, Mp) = Mpyged(ap)-

Correction. On applique algorithme d’Euclide au couple (a,b) en commengant par la divi-
ston euclidienne de a parb. On noterq, ..., m les restes des divisions euclidiennes successives,
tels que rp—1 # 0 et ryy, = 0. Alors rp—1 = pged(a, b) est le dernier reste non nul.
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D’aprés la question précédente,

ngd(Ma7 Mb) — ngd(Mbv A{T‘o) - ngd(MT07 MT1) == ngd(MTm_p ]\/-[Tm)
= pged(M,,, -1, My) = pged(M,,. _,,0) = | M, M,
pged (Mg, M) = ]ngcd(a,b)a

m—1 ’ -

ce qui est la formule souhaz'tée‘.

Exercice 15. Petit théoréme de Fermat. Soit p un nombre premier.
1. Montrer que p est premier avec tout entier qu’il ne divise pas. En particulier :
Vke[l,p—1], kAp=1.

Correction. Soit k un entier non multiple de p. Montrons que k et p sont premiers entre eut.
Soit d un diviseur commun a k et p et positif. d divise p et p est premier, donc d =1 ou d = p.
Si d = p, alors k serait un multiple de p, ce qui contredirait [’hypothése. D’ou d =1 et donc

krp=1}

2. Montrer que pour tout k € [1,p — 1], p divise (2];)

Correction. Soit k € [1,p — 1].

Méthode 1. On a : k'(i) =p(p—1)...(p—k+1) donc p|k!(}).

€N
Or, p est premier donc d’aprés le lemme d’Euclide, on en déduit que : p|k! ou p|(£)

Supposons, par l'absurde, que p|k!. Comme k! =k x (k—1)...1 et que p est premier, p diviserait
au moins un des facteurs de k!. Ainsi, il existerait i € [1,k] tel que pli. En particulier, comme
1#£ 0, on aurait p < i < k. Or par hypothése, k < p—1 < p, ce qui est absurde d’apres la question

1. Ainst, p‘ <Z> .

Méthode 2. On a : (Z) —
p\ P
ol

3. Montrer Ya € N, p|(a” — a).

-1
i(i 1) donc p‘k(i) Or d’aprés 1., p fk et p est premier donc

Correction. Montrons ce résultat par récurrence sur a. Pour tout a € N, notons & (a) :« p|(a? —
a) ».

o Puisque p>2, on a 0P — 0 =0 donc p|0P — 0. Ainsi, Z(0) est vraie.
e Soit a € N tel que P(a).

p—1 s/
D’aprés la formule du binome de Newton, (a + 1)P — (a+ 1) =d” —a + Z (Z) a*.
k=1
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Or, par hypothése de récurrence, p|(a” — a) et d’aprés la question 2., p

Ainsi, p|[(a +1)P — (a +1)], ce qui prouve P (a + 1).

o Par récurrence, & (a) est vraie pour tout a € N.

, | st p est premier, alors pour tout a € N, on a : a? =a [p] ‘ : petit Théoreme de

Fermat.
4. Soit a € N tel que a A p = 1. Montrer que p divise (a?~! —1).

Correction. D’aprés la question précédente, p|(af —a) donc p divise a(a?~* —1). Comme anp =1,

d’aprés le lemme de Gauss, on en déduit que|p|(a?~' —1)|.

Autrement dit, | si p est premier, alors pour tout a € N tel que aAp=1, ona :aP" ' =1 [p] |

Exercice 16. Application du théoréme de Fermat. Soit a € N*. Montrer que a'® — a est divisible
par 546.

Correction.

o La décomposition en nombres premiers donne : 546 = 2 x 273 =2 x 3 x 91 = ’ 2x3x7x13 ‘

o On rappelle le théoréeme de Fermat : si p est un nombre premier, alors : Yx € N, p|(zP — z) et
VeeN, zAp=1= p|(aP~' - 1).

o 13 est premier donc |13|(a'® —a) |.

e On écrit :

a* —a=a(a? -1)=a(a® - 1)(a® + 1) = (a" — a)(a® + a).

13

On sait que 7|(a” — a) et (a” — a)|(a'® — a) donc par transitivité | 7|(a"® — a) |

o D’apres l’écriture précédente, on a :

| |
)

(a'? = 1) = a(a® — 1)(a® + 1)
a((a®)® = 1)(a® + 1)
a(a® — 1)((a®)* +a®> +1)(a® + 1) (somme géom./Bernoulli)

= (a® —a)(a* +a®> +1)(a® +1).

Comme 3 est premier, on sait que 3|(a® — a) donc par transitivité | 3|(a*® — a)|.

e On écrit :
al® —a= ala—1)  (a+1)(a*+a®>+1)(a®+1)

2 entiers consécutifs

donc|2|(a*® —a) |.
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o Ainsi, 2,3,7, 13 sont des nombres premiers distincts qui divisent a'® — a donc leur produit divise
a® —a (conséquence de la décomposition en facteurs premiers, ou de la question 5. de l’exercice

9) :|546/a" — a.

Exercice 17. On pose Z[V3] = {z € R | 3(a,b) € Z*, z = a + bV/3}

1. Montrer que V3 est irrationnel.

Correction. On raisonne par labsurde. Supposons que \/3 = P qvec (p,q) € (N*)? et pged(p, q) =
q

1.
En élevant au carré, on a : p? = 3¢* i.e. 3|p*. Or 3 est premier donc 3|p ou 3|p d’ot 3|p.
Ainsi, p = 3r avec r € N*. Puis, p* = 9r® = 3¢ donc ¢*> = 3r%. Ainsi, 3|¢> donc 3|q.

En résumé, 3|q et 3|p donc 3|pged(p, q), ce qui absurde puisque pged(p, q) = 1. Done, V3eR \ Q|

2. Montrer ¥n € N, 3(an,by) € N?| (24 V3)" = ap, + b,V/3.
Correction.
Unicité Soit n € N. Supposons qu’il existe (an,bp,cp,dy) € N* tel que
(24+V3)" = ay + b,V3 = ¢, + dn V3.

Alors a,, — ¢, = \/g(dn —by).
Si dy, # b, alors V3 eQ, ce qui est absurde, donc d,, = by, puis a, = ¢,. On a donc l'unicité.

Existence ¢ Méthode 1. On procéde par récurrence. On trouve que les suites (ay) et (by) sont
définies par récurrences, via :

ap=1,b0 =0 et Vn € N, any1 = 2a, + 3b, et b1 = a, + 2b,.

e Méthode 2. On le montre directement a l’aide du binome de Newton, en distinguant les
puissances paires et impaires de \/3 pour enlever la racine carrée. Avec cette méthode, on
trouve les expressions explicites des suites (ay,) et (by) :

n 2 e n 2p—1
an:Z (2 )3p2” 7 et by, = Z <2p+1>3p2” P,
p:

3. Montrer Vn € N, pged(ap, by) = 1.

Correction.

o Méthode 1. On procéde par récurrence (si on a procédé par récurrence a la question précé-
dente).
Initialisation : ag =1 et bg =0 et 1 A0 =1, donc pged(ag, by) = 1.
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Hérédité : Soit n € N tel que an A\ by, = 1. Soit d un diviseur commun d anyq et bpy1. On a :

20y + 3b, = ap41 an = 2ap4+1 — 3bpp1
an + an - bn+1 bn - 2bn+1 — Qp41 .

Alors d divise a,, et b, donc divise leur PGCD i.e. 1, d’ou d = +1. Ainsi, api1 A by = 1.
Conclusion : Par théoréme de récurrence, on en déduil que : ’Vn eN, a, Nb, =1]|

e Méthode 2. On le montre directement.
Soit n € N. On écrit : 1 =4—3 = (2 —V3)(2+/3) donc

1=1"=(2-V3)"(2+ V3)"

Or, d’aprés la question 2 (méthode 2), on sait qu’il existe (an,b,) € N? tel que (2 + V3)" =
an + \/gbn et on peut montrer de la méme maniére que (2 — \/5)" =a, — \/gbn.
Ainsi,
1=(an+ \/gbn)(a” — \/gbn) = a% — Sbi.
Cette relation (de la forme 1 = ayu + byv avec (u,v) € ZQ) assure que (d’apres

le théoréme de Bézout), et peut étre remontrée rapidement, comme suit.

Considérons d un diviseur commun a a, et by,.
Alors d|(a? — 3b2), donc d|1, puis d = +1.
Ainsi, a, A b, = 1.

Divisions euclidiennes

Exercice 18. Trouver le nombre d’entiers naturels qui, dans la division euclidienne par 23, ont un quotient
égal au reste.

Correction. Les entiers qui conviennent sont ceux de la forme n = 23q + q = 24q, avec 0 < g < 23 i.e.

q € [0,22]. Il y a donc 23 possibilités pour q, donc |23 solutions|.
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Exercice 19. Division euclidienne dans Z. Montrer que :

a=bg+r

* | 2
V(a,b) € Z x Z*, (q,r) € Z7, { 0<r<|y

Correction. Soit (a,b) € Z x Z*.

Unicité. Soient deux couples (q,7) et (¢',7") vérifiant les conclusions de l’énoncé. On a donc bq +r =
bq' +1', donc |v' —r| = |bllqg — | ().

L’inégalité surr entraine que —|b| < r'—r < |b| i.e. |r'—r| < |b|. Puis, |b||q—¢'| < |b] donc |b|(|g—q'|—1) <
0 et comme |b| >0, |g—¢'| <1. Or, |¢—¢'| € N donc |¢g—¢'| =0 i.e. . En reportant dans (x), il

Existence.

. . a .
o Premier cas. Sib € N*, on est dans le cas du cours et ¢ = LbJ et r = a — bg conviennent.

o Deuziéme cas. Si b € 7\ N*, alors —b € N*. D’aprés le premier cas, il existe (¢',1') € Z* tel que
a=(=b)qd +r" et0<r < —b.
Ainsi, a = b(—¢') + 7', avec (—¢',r') € Z% et 0 <1’ < |b|.

o L’existence est donc acquise dans tous les cas.

Exercice 20. Division euclidienne dans R x R’,. Montrer que :
Ve eR, VI' >0, (g, r) € Zx[0,T], x =qT +r.
Que dire dans le cas ou T =17

Correction. Soit © € R et soit T > 0.

o Pour l’existence, posons q = {;J cZetr=x—ql. On a bien x = qT +1r, q € Z. Pour la

derniére condition, remarquons que ; — {;J € [0,1], i.e. % € [0,1] donc r € [0,T7.

o Pour l'unicité, soient (q,r) et (¢',r") deux couples de Z x [0, T tels que x = qT +r =¢T+7r". On
a alors
T(q—q)=r"—r,

qui est donc un multiple de T appartenant o |—T,T|. Le seul tel multiple étant 0, on a bien q = ¢’
et r=1', ce qui prouve le résultat.

o SiT =1, le quotient de x est la partie entiére |x| et le reste en est la partie fractionnaire.
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