PCSI 2 TD 15 - Polynoémes (Correction) Année 2024-2025

Lien avec d’autres chapitres

Exercice 1. Montrer que tout polynome de R[X| de degré impair admet au moins une racine réelle.

Correction.

o Soit P = agp1 X?PTL 4+ ag avec azpi1 # 0. On note f sa fonction polynomiale associée.
uitte a considérer —f, on peut supposer as,ir1 > 0, donc lim f = —o0 et lim f = +o0.
p+ i
—0o0 oo

o f:R — R est continue sur l'intervalle R et 0 €]lim f, 1+im f[ donc d’aprés le TVIG, il existe a € R
—0o0 o0

tel que f(a) =0, c’est-a-dire

P admet (au moins) une racine réelle‘.

Exercice 2. On considére le polynome P = X3 + 3X + 1.
1. Montrer que P a une unique racine dans R, que [’on notera w.

2. Montrer que P n’a pas de racine dans Q.

Correction.

1. Soit f:x+— x3 + 3x + 1 la fonction polynomiale associée a P. La fonction f est dérivable sur R
et f'x3224+3>0, donc f est strictement croissante sur R, donc injective donc 0 admet au
plus un antécédent par f.

Par ailleurs, lim f = —oo et lim f = +00. Donc 0 €]lim f,lim f[, et f € €°(R,R) donc d’apres le
—00 +00 —00 +00

TVIG, 0 admet au moins un antécédent par f.

Ainsi, f s’annule ezactement une fois sur R (en w), donc P admet une unique racine réelle.

2. Raisonnons par l'absurde. Supposons que w € Q. Alors il existe (p,q) € Z x N* tel que w = P wec
q

pAq=1.
p\* | P : : :
Ainsi (> + 3% + 1 =0. En multipliant par ¢>, on trouve : p> + 3pg® + ¢> = 0.
q

q
Dot p| — (p° + 3pq®) donc plg®.

Rédaction 1. On a p|p et p|g®, donc p|(p A ¢3).
Or,pANq=1, doncpAq®=1, doup|l.

Rédaction 2. p|(p x p?) et pAq =1, donc d’aprés le lemme de Gauss, p|q>.
De méme, p|l(q X q) et p Aq = 1 donc, encore d’aprés le lemme de Gauss, plq et comme
pAqg=1, on en déduit que p|1 (soit encore par lemme de Gauss, soit en disant que p|p et plq
donc plp A q.

Dans tous les cas, p|1 donc p € {£1}.
De méme, q|1 donc q € {£1}.

Ainsi, w € {£1}.

Or, 1 et —1 ne sont pas racine de P donc .
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Exercice 3. Polynémes de Tchebychev (1821-1894). Soit n € N. Montrer
T, € R[X] | Vz € R, cos(nx) = T, (cosx).
Préciser le degré et le coefficient dominant de T,. Expliciter Ty, T1,To, T3, T}y.

Unicité. Soit n € N. Supposons qu’il existe T,,,U, € R[X] tel que Vx € R, T,(cosx) = cos(nx) =

Up(cosx). L’application sin : R — [—1, 1] étant surjective, on a : Yy € [—1,1], Ty (y) = Un(y). Les
polynomes T,, et U, coincident sur un ensemble infini donc sont égauzx (le polynome différence a
une infinité de racines donc il est nul).

Existence. Soit n € N. En utilisant les formules de Moivre et Newton, on obtient :

T,=% (”) (X2 —1)PX"2,

Degré. Vp, (X? — 1)PX"2 est unitaire de degré n, donc deg(Ty,) < n et le coefficient devant X™ de

3], Eaa
T, est p, = Z <2k> Notons 1, = Z ( ) Alors on a

k=0 k=0 2k +1

. " . - 0 sine N*
pn+zn_z<z>_2n 6tpn_ln_z<z>(_1)k_on_{ e

= = 1sin=0

Donc pour n € N*, p, +i, = 2" et py — in, = 0 donc p, = 2" L, et sinon pg = 1. Dans tous les

2n71 g *
cas, pn, # 0 donc |deg(T,,) = n| et|le coefficient dominant de T,, vaut { sin €N

1 sin=0.

Application. On a cos(0) = 1 = Ty(cos), cos(z) = Ti(cos), cos(2z) = 2cos?’x — 1 = Ty(cosz),
cos(4x) = 2cos?(2x) —1 = 2(2cos? v —1)2—1 =2(4cos?*z—4cos’z+1)—1 = 8cos* x —8 cos? x +1.
Pour n = 3, on utilise des formules trigonométriques ou bien la formule explicite ot L%J =1, donc
p €{0,1} (d’ou deuz termes dans la somme) : Ty = (g) x1x X34+ (3)(X2-1)X = (1+3)X°-3X.

Dot |Ty=1,Ti = X, Ty =2X> — 1, Ty = 4X® - 3X, T; = 8X* — 8X> + 1],
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Exercice 4. Vrai ou faux : sous-espaces vectoriels de R[X]. Soient P € R[X] et n € N.
Les parties suivantes de R[X] en sont-elles des sous-espaces vectoriels ?

a. l’ensemble des polynomes de degré n ;

b. Uensemble des polynomes admettant O et 1 comme racines;
c. ensemble des polynomes admettant au moins deux racines;
{PQ | Q € R[X]} ;

. A{Q eR[X] | IR e R[X]: QR = P}.

QU

(’b

Correction.
a. Non. Le polynome nul n’est pas de degré n.
b. Oui. Vérifions les deuxr axiomes.

o Le polynome nul admet 0 et 1 comme racines (entre autres).

e Soient P et Q deuz polynomes possédant O et 1 comme racines, et X € R. On a alors
(AP +Q)(0) = AP(0) + Q(0) = 0,
donc AP + @ admet 0 comme racine. On procéde de la méme fagcon pour 1.

c. Non. Les polynomes — X2 + X et X2 — X — 1 ont tous les deuz exactement deuz racines (0 et 1

. 5 . .
pour le premier, HEQ‘B pour le second), mais leur somme, 1, n’a pas de racine.

d. Owui. Vérifions les trois axiomes.

e Ona0=Px0, donc le polynome nul appartient o E.
o Notons E [’ensemble de [’énoncé.

Soient (R1, Ry) € E?etA € R. On peut donc trouwver Q1,Qs € R[X] tels que Ry = PQ; et
Ry = PQs. On a alors

ARy + Ry = P(AQ1 + Q2),
donc ARy + Ry € F.

e. Non si P # 0. Il suffit de constater que, dans ce cas, le polynome nul n’appartient pas a ’ensemble
de l’énoncé.

Oui si P = 0. Il suffit de constater que
{Q e R[X] | 3R € R[X]: QR =0} = R[X]

(le candidat R =0 convient).
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Exercice 5. Bases de Ky[X]|. Déterminer si les familles suivantes sont des bases de K[ X] et, le cas
échéant, déterminer les coordonnées de P = X? + X + 1 dans cette base.

a. (1, X —1,(X —1))?%; b (X2+ X, X2+ 1,X +1); e (X =1)% X2, (X +1)?).

Correction. Il s’agit bien de trois familles de polynomes de Ko[X].

a. e Cette famille de vecteurs est échelonnée au sens fort, c¢’est-a-dire composée de trois polynomes de
degrés 0, 1 et 2, respectivement, donc il s’agit d’une famille libre. De plus, d’aprés la formule de Taylor en 1,

cette famille est également génératrice de Ko[X], donc une ’ base de Ko X] ‘

e Encore d’apres la formule de Taylor,
| (P(1), P'(1), P"(1)/2), d'oi (3,3,1) |

les coordonnées du polynome P dans cette base sont‘

b. Notons (P, Py, P3) = (X2 + X, X?+1,X +1).
e Montrer que (Py, P2, P3) est une base de Ko[X] revient a montrer que tout polynome de Ky[X]
s’écrit de maniére unique comme CL des vecteurs (Py, Py, P3); autrement dit, que V(a,b,c) €
K3, 3\, p,v) € K3 | APy + pP2 + vPy = aX? + bX + ¢, c’est-a-dire (en utilisant la définition
de (P1, Py, P3) et la liberté de (1,X,X?)) que, pour tout (a,b,c) € K3, il existe un unique triplet
(A p,v) € K3 tel que

A+ =a
(S)S A +v=0b (%)
w+rv=c.
Fizons (a,b,c) € K3, et résolvons le systéme précédent d’inconnues (X, u,v).
Ona:
A +v=>
(S) L:fz Ad+p =a
n+v=c
A +rv= b
= u—v=a—>=
Lo<—Lo—11
n+rv= c
A Fr= b
= = 3(a—b+c)

v= 3(-a+b+c)

(les deux derniéres équations sont un systéme somme/produit)

A = %1(*@ —b+c)
p = zla=b+c)
LIy —L:
P v= 2(—a+b+c).
110
Remarque. En notant A= |1 0 1| la matrice des coefficients du systéme, on vient de montrer
01 1

que A est inversible, puisque tout systéme avec second membre admet une unique solution.
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En notant p o : X — AX Uapplication linéaire canoniquement associée a A, on a aussi montré que
w4 est bijective/un isomorphisme.

e En appliquant notre résolution de systéme linéaire (x) dans le cas particulier ot a =b=c =1
(ou en trouvant les solutions « da l'eeil »), on obtient la décomposition

1 1 1
1+X+X2:§(X2+X)+§(X2+l)+§(X+1),

donc | les coordonnées de X%+ X + 1 dans la base (P, P2, P3) sont (3,4, 1)].

c. On procéde comme a la question précédente : le systéme (x) est remplacé par

A +p+v=a

—2A +2v=10
A + v =c,
qui admet comme unique solution
A =c/2-b/4
L = c—a
v=c/2+b/4.

On en déduit que la famille | (X —1)%, X2, (X 4+ 1)?) est une base de Ko[X]|, et la résolution du
systeme dans le cas particulier o a =b = c =1 donne la décomposition

1
1+X+X2:2(X+1)2+1(X—1)2,

ce qui montre que | les coordonnées de X? + X + 1 forment le vecteur (1/4,0,3/4) |.

1 1 1
Remarque. En notant A= [ -2 0 2|, on vient de montrer que | A € GL3(R) |.
1 0 1

Exercice 6. Une base échelonnée. Soit n € N. Pour tout k € [0,n], on définit P, = (X +1)k1 — XF+1,
Montrer que (Po, P, ..., Py,) est une base de K,[X].

Correction. Soit k € [0,n].
On a

k+1 Xk—‘rl

H
o~
Lo

k+1 LRI kit

()
(£ e
o

(binome de Newton)

o~
Il
=)

I
™=

Iy
o

k+ IXZ.

I
M=

14

0

Lycée Sainte-Geneviéve 5 C. Vergé



PCSI 2 TD 15 - Polynoémes (Correction) Année 2024-2025

Cette écriture (comme combinaison linéaire de 1, X, ... ,Xk_l,Xk) montre déja directement l’inégalité
deg P, < k et assure que (Py, P1, ..., P,) est une famille de polynomes de K, [X].
Par ailleurs, le coefficient de degré k de Py, est (k;:l) = (lel) =k+1, qui est non nul, donc on en déduit

Végalité | deg Py = k|.

Conclusion 1. La famille (Py, Py, ..., P,) est donc échelonnée en degré, et vérifie Vk € [0,n], deg P, =
k, donc (Py, P1,...,P,) est une famille libre de polynomes de K, [X].
Quand on aura fait la dimension, on conclura directement en disant que Card(Py, Py, ..., P,) =

n+1=dim(K,[X]) donc ’ (Py, P1,...,P,) est une base de K, [ X] ‘

Conclusion 2. En attendant l'argument de dimension, on peut justifier directement que (Py, P, ..., Py)
est une base de K, [X], en procédant comme dans l'exercice précédent, i.e. en se ramenant d la
résolution d’un systéme (n+ 1) x (n+ 1), i.e. a l’étude de l'inversibilité de la matrice

1 1 1 ... 1

3 ... n+1

A= 3 *
(0) ' :
n—+1

Cette matrice est obtenue, en remarquant que :
o le coefficient constant de chaque Py vaut 1 (pour £ =0), ce qui donne la premiére ligne de la
matrice ;
o deg(Py) =k et son coefficient dominant vaut k, ce qui donne la diagonale de la matrice ;
o le terme en X est obtenu par des contributions dans Pa, ..., P, (pour { =1), ce qui donne la

deuzieme ligne de la matrice.

Cette matrice A € Mn11(R) est triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale, donc inversible.

Cela montre que ’ (Po,...,P,) est une base de K, [X] ‘
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Exercice 7. Sous-espaces vectoriels supplémentaires dans K[X].
Notons F = {P € R3[X] | P(X?) = X?P(X)} et G = {P € R3[X] | P(1) = P(2)}.
Montrer que F et G sont deuz sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R3[X].

SlSoms TG IHHUTTIINT o) 19 J9iT10309r 90nqRI-210R 19IMTY hH FOIIARDD HY 95 1osmon 2uly FIHAIT TG T9Vs9SHToD vriog 11O
935, (o3539q) 95 g Htharopsts 195103058 90H(RS-21508 M5 STSH0D

Correction.

o Tout d’abord, F et G sont bien deuzx sous-espaces vectoriels de R3[X].

On commence par rendre plus concréte la définition de F', par analyse et syntheése.

Analyse. Soit P € F, que l'on suppose non nul.
On a deg P(X?) = deg(P o X?) = 2deg P (car X? n’est pas constant) et deg(X?P(X)) =
2+ deg P.
L’égalité entre ces deux polynomes donne 2 + deg P = 2deg P, donc deg P = 2.
Soient a € R* et b,c € R tels que P = aX?+bX +c¢. On a alors

P(X?)=aX*+bX? +¢
X?P(X) = aX? +bX3 4+ X2

Par liberté de la base canonique, on en déduit ¢ = b= 0.

Ainsi, P = aX?.

En réintégrant le cas du polynéome nul, on voit donc que tout élément de F' est de la forme
aX?, pour un certain a € R.

Synthése. Réciproquement, on vérifie directement que, quel que soit a € R, le polynome aX?
appartient a F.

On a donc montré

F={aX?| aeR}:Vect(X2> )

ce qui donne au passage une preuve immédiate du fait qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de
R3[X].

o Montrons maintenant que F et G sont supplémentaires dans Rz[X].

Soit P € R3[X]. On va montrer, par analyse et synthése, que P se décompose de maniére unique
comme somme d’un élément de F' et d’un élément de G.

Analyse. Soient Qp € F et Qg € G tels que P = Qr + Qg.
Comme Qp € F = Vect (X?), on peut trouver X\ € R tel que Qr = A\ X2
On a donc Qg = P — AX?. Comme Q¢ € G, on doit avoir Qa(1) = Qa(2), d’ou 'on tire

P(2) - P(1)

P(1) — A= P(2) — 4\ donc A= 3
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Ainsi,

¥ 4 0p.p.P@-PQ

_ X2
3 3 .

Synthese. Réciproquement, posons Qp = MXZ et Qg =P — wXQ-
— 1l est déja immédiatement clair que P = Qr + Qg.
— L’expression de Qp montre immédiatement que Qp € Vect (X?) = F.

— Comme P et Qp appartiennent d R3[X], on a Qg € R3[X] par stabilité par combinaison
linéaire.
Par ailleurs,

Qa(2) - Qa()) = P(2) - Py - PR LW (52 42) g,

donc Qa(1) = Qa(2), ce qui montre Qg € G.

Cela conclut la preuve : ’F & G = R3[X] ‘

Coefficients, degré, racine

Exercice 8. Degré, coefficient dominant. Soit n € N*. Déterminer rapidement le degré, le coefficient
dominant et coefficient constant de P = (X +1)" — (X — 1)™.

Correction. D’apreés la formule du binome, on a
(XJrl)”:X”/jLnX"_1+...+...+nX+1

et
(X -1D)"=X"—nX"1r. o popn(-D)" X 4 (1),

donc
P=2nX""14...4(1—-(-D1)").

On en déduit donc que ’ P est de degré n — 1, que son coefficient dominant est 2n|, et que

’5071 coefficient constant vaut 1 — (—=1)" (c’est-a-dire 0 sin est pair et 2 si n est impair) ‘

Exercice 9. Soit n € N. En considérant (X? — 1)2", montrer que
2n 2
2 2
Z(—M( ,f) = <—1>”( ”)
k=0 n

Correction. On a l’égalité (X? — 1)?" = (X — 1)2"(X +1)?".
D’une part, le coefficient en X*" du polynome (X2 —1)?" est

(2:) (—1)".
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D’autre part, le coefficient en X*" du polynome (X — 1)?"(X + 1)>" est

2 2 .
i+j=2n t J
o \k ) \2n—k
2 (on ’
- Z ( k) (_1)k par symétrie du coefficient binomial.
k=0
Par unicité de [’écriture d’un polynome, on a

2n 2
z<_1>k<2;) - <—1>”(2:) .
k=0

Exercice 10. Fonction non polynomiale. Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € C[X] tel que
VzeC, P(z) ==%.

Correction. Supposons qu’il existe un tel polynome P.
Méthode 1. En particulier : Vx € R, P(z) = x. Donc P = X (puisque le polynome P — X admet une
infinité de racines). Or le polynome X n’est pas solution du probléme (car par exemple P(i) =i # i),

donc ’ il n’existe pas de tel polynéme‘.

Méthode 2. On remarque que 0 est la seule racine de P et que P # 0 car P(1) = 1, donc P est scindé
sous la forme P = AX", avec A € C* et n € N*.

P(1) =1 implique A = 1, donc P = X", et P(2) =2 implique n =1, donc P = X.

Ainsi, P(i) =1, ce qui contredit l’hypothése (P(i) = —1i).

Exercice 11. Fonctions non polynomiales. Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € R[X] tel que
pour tout k € N*,

(i) P(k) = ¢ (ii) P(k) = Vk?+1
Correction.

1
(i) Supposons par l'absurde qu’il existe un polynome P € R[X] tel que Vk € N*, P(k) = iz

Le polynome QQ = X P vérifie alors Vk € N*, Q(k) = 1.
Autrement dit, les polynomes @ et 1 coincident en une infinité de points. D’ou Q = 1.
On a donc montré XP =1, ce qui est absurde (par exemple, en évaluant en 0, on trouve 1 =10).

(ii) Supposons par l'absurde qu’il existe un polynéme P € R[X] tel que Vk € N*, P(k) = Vk? + 1.
Le polynéome Q = P? vérifie alors

Vk € N*, Q(k) = k* +1.

Autrement dit, les polynomes Q et X2 + 1 coincident en une infinité de points.
Dou Q= X?+1.
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On a donc montré P? = X2 + 1.

Montrons que cela est absurde.

Meéthode 1. En passant au degré, on obtient 2deg P = 2, donc deg P = 1.

Comme tout polynéme réel de degré 1 posséde une racine réelle, on en déduit qu’il existe g € R
tel que P(xz0) = 1. En évaluant en o 'égalité P> = X2 + 1, on trouve

P(xo)? = 2§ + 1.

0

Or 23 +1 > 0 donc est non nul, d’ou la contradiction.
Méthode 2. X2 + 1 est un polynome irréductible de R[X], donc P? aussi. Or, P> = P x P donc
P € K*. Or, les polynomes constants ne vérifient pas Vk € N* P(k) = Vk*> 4+ 1. 1l n’eziste donc

pas de solution.

Exercice 12. Le logarithme n’est pas un polynéme. Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € R[X]
tel que 3A >0, Vo > A, P(x) =In(x).

Correction. Supposons qu’un tel polynome P existe.
Ainsi, il existe A > 0 tel que Vo > A, P(x) =In(z).
La clé de la preuve est de constater que le logarithme vérifie I’équation différentielle xy’ = 1.

En particulier,
Vo> A, zln(z) =1

Ainsi,
Vo> A, zP'(x) =1
On en déduit que les polynomes X P’ et 1 coincident sur un ensemble infini d savoir [A, +o0o].

Donc ils sont égau.
A cet instant, on a donc X P' = 1. En passant au degré, on en déduit que nécessairement 1 + deg P’ = 0.

Or Uéquation 14+ d = 0 n’a pas de solution d € NU {—oo}. D’ou labsurdité.

Autre solution. Ezploiter le fait que In(z?) = 2Inz pour obtenir P(X?) = 2P(X), d’ot 2deg P =
deg P, d’ou P est constant. Mais la fonction In n’est pas constante !

Exercice 13. Coefficients complexes ou réels ? Soit P € C[X]. On suppose qu’il existe une infinité
de réels a tels que P(a) est réel. Montrer que P est d coefficients réels.

CA 9h 390 9h 2dupuiston 29l S0 e¥steiorfson 29l Sstoh A ssdsnglog o) tytdhiesoD

n

Correction. On écrit le polynome sous la forme P = Z ap X", ot a priori, ao, . .., an € C. Cela permet
k=0

n
de définir le polynome conjugué P = Z ar Xk e ClX].
k=0
On voit directement que, pour tout t € R,

P(t)=> apt" = apth = P(¢).
k=0 k=0

Ainsi, si o € R est tel que P(a) € R, on a automatiquement P(a) = P(a). L’hypothése de 1’énoncé
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entraine donc que P et P coincident sur un ensemble infini (c’est-a-dire que leur différence P — P
posséde une infinité de racines, donc est nul), c¢’est-a-dire que P = P. Par unicité des coefficients de P,

on obtient Vk € [0,n], ar = ag, c’est-a-dire Vk € [0,n], ar € R, d’ou | P € R[X]|.

Exercice 14. Polyndémes pairs et impairs. Soit P € K[X]. On dit que P est pair si P(—X) = P(X),
et que P est impair, si P(—X) = —P(X).

1. Montrer que P est pair ssi il existe Q € K[X] tel que P = Q(X?).

2. Trouver une condition similaire pour caractériser les polyndomes impairs.

Correction.

1. Si P = 0 alors Q = 0 convient. Supposons désormais P # 0 et écrivons P = > j_, ap X", avec
n =deg(P) € N et Yk, aj, € K.

P pair <= P(—X) = P(X)
<~ Z(*l)kaka = Z(*l)kaka
k=0 k=0
< Vk € [0,n], k impair= a; = 0.

15] %]
Si P est pair, alors P = Z a9 X% = Q(X?), avec Q = Z agi X°.

i=0 =0
Réciproquement, s’il existe Q € K[X] tel que P(X) = Q(X?), alors il est clair que P(—X) = P(X),
donc P est pair.

2. On conjecture et on montrerait de méme que P est impair ssi tous ses coefficients d’indices pairs
sont nuls ssi il existe Q € K[X] tel que P = XQ(X?).
Remarque : le polynome nul est impair.

Lycée Sainte-Geneviéve 11 C. Vergé
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Exercice 15. Une factorisation guidée. Soit n € N*. On considére le polynome P = (X +1i)" — (X —1i)",
que 'on souhaite factoriser dans C[X].

1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P.
2. Déterminer toutes les racines de P.
3. Justifier que P posséde n — 1 racines distinctes.

4. Déduire de ce qui précéde la factorisation de P en produit de polynomes irréductibles dans C[X].

Correction.

1. D’apres la formule du binéme, on a

i g et £ (o

k=0 k=0
_ ~ (n k(1 n—k\ vk
;)(k) (1- ()" *) x

Le coefficient devant X™ est <n> i"" (1= (=1)""") =0 donc P est de degré au plus n — 1.
n

De plus, le coefficient devant X" ' est (," )i (n—1) (1 — (—1)”*(”*1)> =2ni # 0. On en déduit

donc que ’ P est de degré n — 1 el que son coefficient dominant est 2ni ‘

2. SoitaeC. On a :
Pla)=0<~ (a+1)" = (a—1)"
<:>(Oé+l,),—1 a#i car P(i) #£0

o —1

<:>3/7<e[[0n—1}]|04+Z e

2ikm

<~ Jke[o,n—-1]] (a+i)=(a—i)en

a# i car2i £ 0

2ikm

= welLn-1] a(1-e") =—i(1+e77)

2ikm

d14+en )
<:,>E|k€[1,n—1ﬂ, o = 17211»77 Vk € [1,n — 1], e%#]
l—en
o + o 2 cos (%”) cos (%)
— Elk € H:]"n' o 1]’ o = _Z ik ik - _?' k - _.
e n —en —24sin (7—7;) —isin( ”)

km
cos (=% k
— Jkel,n—-1], a= <> = cotan <W>

Attention : ici, 0 < k < n donc 0 < ¥ < 7 donc blIl( ) % 0 mais cos (k ) =0T =5&
k =%, donc ne pas utiliser tan !

Lycée Sainte-Geneviéve 12 C. Vergé
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3. Pour tout k € [1,n — 1], notons oy, := : (,j;) = cotan ("”I—?) les racines de P et vérifions qu’elles

sont distinctes.

Méthode 1. Soit (k,0) € [1,n — 1]? tel que ap = ay.

Alors cos (’%) sin (%T) — cos (“) sin (k”) = 0 dou sin((kjf)”) = 0 dou % € wZ puis
k=t e 7.

Puisque 0 < k, £ <n, ona:—1< % < 1. Or, le seul entier dans | — 1,1[ est 0 donc k = .

n n

Ainsi, | les (ag)1<k<n—1 sont deuz d deux distincts|.

k
Méthode 2. Lorsque k décrit l'intervalle d’entiers [1,n — 1] les réels T sont n—1 nombres deus
n

a deux distincts de l'intervalle )0, m|.

La fonction cotan est dérivable sur |0, 7] comme quotient de fonctions dérivables dont le déno-
(02 2
. —sin“x — cos® x —1 .
minateur ne s’annule pas et Vo € R, cotan’(z) = : = — < 0. Par suite la
’ sin? sin? z

. km
fonction cotan est strictement décroissante, donc injective, sur cet intervalle et les réels cotan —
n

avec k € [1,n — 1] sont deuz d deux distincts.

4. Le polynome P est de degré n—1 et posséde n—1 racines distinctes, donc P est scindé a racines simples

n—l cos (’%)
et sa factorisation en irréductibles dans C[X] est : | P = 2ni H X—-———=
k=1

sin (’ﬂ>
n

Exercice 16. Polynoémes de Lagrange (1736-1813). Dans tout l’exercice, on fire n € N* et n scalaires
z1i,...,T, € K distincts.

Etant donnés des réels y1, ... ,yn € R quelconques, un probléme de Uinterpolation consiste d construire
des fonctions f : [x1,z,] — R pour lesquelles f(x;) = y; pour tout i € [1,n]. Il existe bien sir
beaucoup de telles fonctions f, on peut par exemple en construire une en reliant linéairement les points
de coordonnées (1,Y1) ,- .., (Tn, Yn) . La méthode d’interpolation de Lagrange étudiée dans ce paragraphe
est une autre approche du méme probleme.

. . X — g . . .
Pour tout i € [1,n], on considére L; = H . Rq : L; est scindé a racines simples.
1<hen T T Tk
kN
k#i
Les polynomes Ly, ..., L, sont appelés les polyndbmes de Lagrange de x1,...,x,.

(X —z2)(X—a3) Loy = (X—o))(X—z3) 4 Ly = (X —21)(X—x2)

Par exemple, pourn =3 : Ly = (z1—w2)(21—23)°  (z2—z1)(w2—x3) (z3—x1)(w3—m2) "

1. Pour tout i € [1,n], préciser le degré, le coefficient dominant et les racines de L.
2. Pour tout (i, j) € [1,n]?, calculer L; (z;).
3. Soit (y1,-..,yn) € K" quelconque.
n
(a) Montrer que ZyiLi est l'unique polynome de K, _1[X] prenant la valeur y; en x; pour tout

i=1
i€ [l,n].

Lycée Sainte-Geneviéve 13 C. Vergé
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(b) En déduire que ¢ : K,_1[X] — K" est un isomorphisme et préciser sa
P = (P(x1),...,P(xy))
bijection réciproque.

(c) Montrer que les polynomes P € K[X] tels que pour tout i € [1,n], P (x;) = y; sont exactement
n n
tous les polynomes de la forme ZyiLi + H (X — :vk)) Q, avec Q € K[X].
i=1 k=1

4. Application. Soit f : x — sin 57 . Déterminer l'unique polynome d’interpolation de Lagrange de f
(de degré ...) aux points 0,1,2,3, 4.

Correction.

1. Pour tout i € [1,n], L; étant écrit sous forme factorisée, on lit immédiatement que son degré est

n—1, son coefficient dominant est I | ———, et ses racines SONt T1, ..., Ti—1,Tit1,- .-, Ty (Sauf
1<k<n Ti — Tk
kKN
ki

2. Pour tout (i,j) € [1,n]?, L;(x;) = &i;.
n
3. (a) Existence. Posons P = Zysz Par définition, L1, ..., L, sont de degrés n — 1, donc P est
i=1
de degré inférieur ou égal a n — 1.

n n
Ensuite, pour tout j € [1,n], P(x;) = ZyiLi (xj) = Zyzﬁm = y;, donc P convient.
i=1

i=1
Unicité. Soient P,Q € K,,_1[X] tels que pour tout i € [1,n], P (x;) = Q (z;) = v;.
Le polynome P — @ admet x1,...,x, pour racines, donc au moins n racines comptées

avec multiplicité. Comme deg(P — Q) <n—1, ona P—Q =0 donc P =Q.

(b) ¢ est clairement linéaire. La question précédente montre exactement que tout (yi,...,yn) € K"
n

admet un unique antécédent par p, qui est Zysz Ainsi, ¢ est bijective, donc un isomor-
i=1

phisme, et =1 : K" - K,-1[X] .
n
(ylu'-'ayn) = ZyiLi
i=1

(¢) Pour tout P € K[X], on a

V7 € ﬂl,nﬂ, P(xj) =Yj < Vj € [[1,n]}7 P(x]) = <Zn:yiLi> ($J)
i=1

n
<~— P — E y;L; admet x1,...,x, pour racines distinctes
i=1

= H(X — ) divise (P - Zysz>
k=1 i=1

i=1

k=1

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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4. Application. f : x> sin &F. Remarquons que f(0) = f(2) = f(4) =0, f(1) =1 et f(3) = —1.

Notons ensuite Lo, ..., Ly les cing polynomes de Lagrange de 0, ..., 4. L’unique polynome de degré

< 4 qui interpole f auxr points 0,...,4, est alors en vertu du théoréeme précédent le polynome
4

R=)f(i)L; = Ly — Ls. Or,
1=0

X(X —2)(X — 3)(X — 4)

L =— t Ls=—
1 6 € 3 6 )
donc
I I X(X—Q)(X—3)(X—4)+X(X—1)(X—2)(X—4)_ X(X-2)(X—-4)
b 6 B 3 '
Attention : interpolation # approzimation car f est bornée et pourtant 1i1j1[1 R(x) = +o0.
T—r 00
A A A
. /\ ‘»\
\ / /\ :.-
¥ = Lo(x) f-‘" y =1L(x) \ 7 y= Lz(x)\/
h . A ¥y = Ly(x)—Ls(x)
\\ /T" / — el XTT
/N S e
. \ . " ) ‘-""/
) \ — — 7
/ y = Ly(x) \‘ y =Ly(x) /] " 7/
lf \ g
| \

Lycée Sainte-Geneviéve
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Exercice 17. Astucieux. Soit P € R[X]. On suppose que P est de degré n € N et que pour tout
1
ke[l,n+1], P(k) = e Montrer que P(—1) =n + 1.

I — A ssmdsnglog o) toihust®

Correction.

o Analyse des hypothéeses : Le polynome X P — 1 admet 1,2,...,n+ 1 pour racines, soit déja n + 1

n+1
racines distinctes. Or, XP — 1 est de degré n+ 1 donc : XP —1 =\ H (X — k) avec A € R*.
k=1
- n+1
Evaluons en 0 pour calculer le coefficient dominant de XP—1 : —1 = A H (k) = AM(=1D)" M (n4+1)!
k=1
(=" R
donc \ = . E I XP=1 X —k)|
A= Ty P L0
(_1)n n+1
o Calcul de P(—1) : en évaluant la relation précédente en —1, il vient : —P(—1) = 1+ H (—(k+
(n+1)! 2%

(-
(n+1)!

1) =1+ ()" n+2)! =1-(n+2)=—(n+1) donc| P(~1) =n+1|

Equations

Exercice 18. Equations. Déterminer tous les polynémes P € K[X] tels que :

1. P(2X)=P(X) -1 4. PP=P

2. 3Q e K[X] | Q* = X P?

3. PoP=P 5. (P")? = 4P.
Correction.

1. Soit P tel que P(2X) = P(X) — 1. En évaluant en 0, on obtient P(0) = P(0) — 1, d’ot 0 = —1.
’L’ensemble des solutions est donc vz'de‘.

2. e Le polynome nul satisfait la condition.
e Soit P un polynome non nul vérifiant la condition de l’énoncé. On peut donc trouver Q) €
K[X] (nécessairement non nul, car P lest) tel que Q* = X P?. En passant au degré, on obtient
2deg @) = 14 2deg P. On obtient une égalité entre un nombre pair et un nombre impair, ce qui
est contradictoire. Ainsi, les polynomes non nuls ne sont pas solution.

Ainsi | {P € K[X] | 3Q € K[X], Q* = XP?} = {0} |.

3. Procédons par analyse et synthése.

Analyse. Soit P € K[X] tel que Po P = P.
Si P n’est pas constant, on a deg P = deg(P o P) = deg(P)?, ce qui entraine deg P = 0 ou
deg P = 1. Dans tous les cas, on a donc deg P < 1.

Lycée Sainte-Geneviéve 16 C. Vergé
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Soit (a,b) € K tel que P =aX +b. On a alors Po P = a(aX +b) +b=a?X +ab+b.
I N a’=a a=20
L’égalité PoP = P entraine donc { ab+b—b donc o—1eth—0 " donc P est constant

ou P=2X.

Synthése. Réciproquement, il est clair que les polynomes constants et le polynome X satisfont
aux hypothéses.

Bilan. |{P € K[X] | Po P = P} = Ko[X]U {X}|

4. Sideg P > 1, on sait que deg P’ = deg P — 1, ce qui entraine P # P’.
Sideg P <0, on a P'=0, donc P ne peut étre égal a P’ que si P = 0.

Ainsi, | {P € K[X]| P = P'} = {0} |

5. e Soit P un polynome solution.
Si P est non constant, alors deg(P') = deg(P) — 1, et en passant au degré dans (P')? = 4P,

on obtient : 2(deg(P) — 1) = deg(P), donc m.
Ainsi, les polynomes solutions sont parmi les polynomes constants ou les polynomes de degré
2 dans Ko[X], i.e. & C Kol X].
e Soit P=aX?+bX +c <€ Ky[X].
Alors : (P")? = (2aX + b)? = 40’ X? + 4abX + b? et 4P = 4aX? + 4bX + 4c.
Par unicité des coefficients d’un polynome, on a :

4da(a—1)=0 B2
Pe.s =< 4b(a—1)=0 <:>(P:OouP:X2+bX+Z, b € K).
b2 = 4c

e Ainsi, |7 = {0} U {X2+bx+ e

beK}.

Exercice 19. Une relation fonctionnelle polynomiale, non linéaire.
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(2X) = P'(X)P"(X).

Correction. Le polynome nul est solution.

Soit P non nul vérifiant P(2X) = P'(X)P"(X). Notons n = deg P.

Sin <2, alors P" = Ok[x]- Avec la relation, on trouve P =0 ce que l'on a exclu. Ainsi, n > 2 et alors
degP"=n—2ectdegP =n—1.

Par passage au degré dans la relation, on trouve n = (n — 1)+ (n—2), d’oun = 3.

On peut ’écrire avec ses coefficients et traduire I’égalité P(2X) = P'(X)P"(X) a l'aide des coefficients.
On trouwve P = %X?’.

Réciproqguement, ce polynome est bien solution.

L’ensemble des solutions est donc le doubleton {OK[X], %X?’} :

Lycée Sainte-Geneviéve 17 C. Vergé
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Exercice 20. Une relation fonctionnelle polynomiale, linéaire.
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que X(X +1)P" + (X +2)P'— P =0.

Remarque. Cette équation est « linéaire en P ».

En effet, on cherche le noyau de P — X(X + 1)P" + (X + 2)P' — P qui est une application linéaire.
Ainst, la solution doit étre également « linéaire en P ».

Une famille génératrice permettra donc de décrire l’ensemble des solutions !

o Parmi les polynomes constants, la seule solution est P = 0.

o Supposons désormais P non constant. Alors il existe d > 1 et ag # 0 tel que P = Zgzo apX*.
Sid > 2, alors P = adX®+ ..., P' = dagX% ' +... et P = d(d — 1)agX* 2 + ... donc le
coefficient de degré d de X(X + 1)P" + (X +2)P' — P est

d(d —1)ag + dag — aq.

Si P est solution, alors d(d — 1)ag + dag — ag = 0, et, comme aq # 0, il vient (d+ 1)(d —1) =0,
donc d € {£1}, ce qui est absurde car d > 2.
Ainsi, aucun polynome de degré > 2 n’est solution.

e Soit P=aX +b, aveca € C* etbe C. On a
X(X+1)P"+ (X +2)P' = P=a(X +2)—aX —b,

donc
X(X+1)P”+(X—|—2)P’—P:O<:>b:2a.

Ainsi, les polynomes de degré 1 solution sont les a(X + 2), avec a € C*.

« Bilan. | L’ensemble des solutions est Vect (X + 2) ‘

Exercice 21. P’ divise P. Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que P' divise P.
Correction.
o Analyse. Soit P € C[X] tel que P’ divise P. Distinguons trois cas.

— Si P =0 alors P' =0 et on a bien P'|P. Donc 0 € ..
— Si P est constant non nul, alors P' =0 et P # 0, donc P’ ne divise pas P.

— Supposons P non constant, et notons n = deg P € N*,
Alors deg P' =n—1. Comme P’ € C[X]| et P' # 0, P’ est scindé sur C, donc on peut trouver

des racines a,...,a, € C de P’ de multiplicités respectives my,...,m, € N* et \ € C* tels
que
.
P = \X —a1)™.(X —a,)™ et S mi=n-1.
=1

Comme P'|P, toute racine de P’ est encore racine de P. En particulier, pour tout i € [[1,7],

a; est racine de P de multiplicité m; + 1.
T

On a donc trouvé Z(mL +1), c’est-a-dire n— 1+r racines de P (comptées avec multiplicité).
i=1
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Or P # 0 donc le nombre de ses racines est majoré par son degré, ce qui impose
n—14+r<n d’ou r<1.
Ainsi, P’ est de la forme \(X — a)"™!, donc P = A(X —a)" avec A € C*, n € N* et a € C.
En conclusion de lanalyse . C {A(X —a)" | A€ C, ne N* et a € C}.

e L’inclusion réciproque est claire, donc on a [’égalité

7 ={A(X —a)" | A€C, neN" etacC}|

Exercice 22. Le but de cet exercice est de déterminer ’ensemble E des polynomes P € K[X] tels que
(X+3)P(X)=XP(X+1).

1. Déterminer les polynomes Q € K[X] tels que Q(X + 1) = Q(X).

2. Montrer que si P € E, alors il existe Q) € K[X] tel que P(X) = X (X 4+ 1) (X +2) Q(X) et établir
une relation entre Q(X) et Q(X +1).

3. Conclure.

Correction.

1. Analyse. Soit Q € K[X] tel que Q(X + 1) = Q(X).

Méthode 1. Q est 1-périodique, donc par récurrence immédiate, ¥Yn € N, Q(n) = Q(0).

Le polynome Q(X)—Q(0) admet donc une infinité de racines, donc est nul, d’ou Q(X) = Q(0),
donc @ est un polynome constant.

Méthode 2. Raisonnons par l’absurde en supposant que Q@ n’est pas un polynéome constant.
Alors d’aprés le théoréme de d’Alembert, il existerait a € C tel que Q(a) = 0. Comme Q(X +
1) = Q(X), on aurait que Yk € Z, Q(a+ k) = 0 i.e. Q posséderait une infinité de racines,
donc Q serait le polynome nul et cela contredirait notre supposition. Ainsi, Q) est un polyndome

constant.
n n
Méthode 3. Ecrivons Q = Z arX® e K[X]. Alors Q(X +1) = Z ap(X + 1)k, et
k=0 k=0
n
0=Q(X +1)— Z (X +1)F = XP).

Or, la famille (X +1)* — X*)1<k<p, est libre (car formée de polynomes non nuls et échelonnés
en degré), donc Vk € [1,n], ar = 0. Ainsi, Q = ag, donc ’ Q est constant‘.
n

Meéthode 4. En notant Q = Z ap X*, avec a, #0ona:
k=0

QX +1) = ZakX—i—l ZZak<> = > ak<lz>X€—i<:£<§>ak>X€.

k=0 k=0¢=0 0<l<k<n (=0

Le coefficient de Q(X + 1) devant X" ! est donc a,_1 + nay.
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Exercice 23. Racines d’un polyndme vérifiant une équation fonctionnelle.

De plus, le coefficient de Q devant X" ' est ap_1.
L’égalité des deur méne d na, =0, et comme a, # 0, on a n =0, donc Q) est constant.

Synthése. Réciproquement, si Q est un polynome constant alors Q(X + 1) = Q(X).

Conclusion. ’Les polynomes 1-périodique sont les polynomes constants|, ce qui s’écrit

{Q e KIX] | Q(X +1) = Q(X)} = Ko[X] = Vect (1) |

Soit P € E. Alors il vérifie (X +3)P(X) = XP(X +1). On en déduit d’abord que P(0) = 0, puis
P(—1) =0 puis P(—2) = 0. Ainsi, 0, —1,—2 sont des racines distinctes du polynome P, donc par
théoréme X (X + 1)(X + 2)|P d’ou ’ il existe Q € K[X] tel que P(X) = X(X +1)(X +2)Q(X) ‘
La condition (X+3)P(X) = X P(X+1) implique que X (X +1)(X+2)(X+3)[Q(X)—Q(X+1)] = 0.
Or, X(X+1)(X+2)(X+3) # 0, donc par intégrité de K[X], on en déduit que Q(X)—Q(X+1) =0
donc d’apres la question 1 ’Q est constant‘.

A la question 2., on a montré que E C {aX(X +1)(X +2) | a € K}.
L’inclusion réciproque est immédiate.

D’ou I’égalité ’E ={aX(X+1)(X+2) | a €K} =Vect (X(X +1)(X +2))
vectorielle.

, qui est une droite

Soit P € C[X] un

polynome non nul tel que P(X?) = P(X)P(X —1).

1. Soit a € C une racine de P. Montrer que o et (o + 1)? sont aussi racines de P.
2. Soit a € C une racine non nulle de P. Montrer que a est une racine de l'unité.
3. Montrer que, ni 0, ni —1, ne sont racines de P.
4. Soit B € C une racine de P. Montrer que 3 € {j, j%}.
5. Conclure.
Correction.
1. Presque facile!
2. Soit a € C une racine non nulle de P.

Par récurrence, on montre que

n .
Vn eN, a®" est une racine de P.

Comme le polynome P est non nul, il n’a qu’un nombre fini de racines.

Ainsi, U'ensemble {a®",n € N} est fini.

. n m
On peut donc trouver deux entiers n # m tels que a®> = a*" .

Quitte a échanger n et m, on peut supposer n > m.
En divisant de part et d’autre par a®" (ce qui est licite car a # 0), on obtient a®" ~2" = 1.

On a trouvé p € N* tel que o = 1.

Donc ’ a est une racine de l’um’té‘,
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3. o Par l'absurde, supposons 0 racine de P.
Alors d’aprés la question 1, le scalaire (0 + 1)? = 1 est aussi racine de P.
Puis, a nouveau avec la question 1, le scalaire (1 +1)? = 4 est aussi racine de P.

La question 2 implique alors que 4 est une racine de l'unité, d’ou la contradiction !

e Par l’absurde, supposons —1 racine de P.
Alors d’aprés la question 1, le scalaire (—1 +1)? = 0 est aussi racine de P.

Contradiction avec le point précédent.

Bl =1
B+1=1
e Par hypothése, B est racine de P.

4. On va montrer que { ce qui fournira que (8 € {j,7%} (faire un dessin).

D’apreés la question 3, B n’est pas nul.

D’apreés la question 2, B est une racine de l'unité, donc a fortiori est de module 1.

Cela montre la premiére égalité ||| =1]|.

e Par hypothése, B est racine de P.
D’apres la question 1, le scalaire (B + 1)? est racine de P, et est non nul d’aprés la question 3.

D’apreés la question 2, (B4 1)? est une racine de l'unité, donc a fortiori est de module 1.

D’ot la deuziéme égalité | |B+ 1| =1/

2| =1

— ze{jj°
lz+1] =1 {77

Justification. Montrons {

Par le dessin.
L’ensemble des complexes z tels que |z| = 1 est le cercle trigonométrique.
L’ensemble des complezes z tels que |z + 1| =1 est le cercle de centre (—1,0) et de rayon 1.

Ces deux cercles s’intersectent en deuz points qui sont équidistants des points O = (0,0) et Q =

(=1,0) et donc sont sur la médiatrice du segment [OS)] qui est la droite d’équation v = —%.

Ainsi, ces deux points ont une abscisse égale a —% et comme ils sont sur le cercle trigonométrique
V3

leur ordonnée vaut +—.

Ces deuz points ont donc pour affize j et j2.

Par le calcul.
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On a les équivalences suivantes

‘Z|:1 —
2+ 1| =1

o
NIV

Il
H,
N[ = D=
S
w

—

=9

@

W
& — — ~—

Il

|

—

V)
—

5. On a montré que les seules racines possibles de P sont j et j2. Comme P € C[X], il est scindé,
de la forme \(X — 7)“(X — j2)?, avec X\ € C* et (o, B) € N2. Puisque P(X?) = P(X)P(X — 1),
Uégalité des termes de plus haut degré assure que A\ = \?, et puisque X\ # 0, il vient |\ = 1|.
Ainsi, | les polynomes P € C[X], non nuls, tels que P(X?) = P(X)P(X — 1), sont parmi les

(X — )X — 528, avec (o, B) € N2 |.

Deés lors, d’une part,
P(X?) = (X2 — ))¥(X? — )8 (j = j* et id. remarquable)
= (X = )X + )X = )X + ).
D’autre part,

P(X)P(X — 1) = (X
= (X

—NUNX =X -1 )X —1—35%)F car (1+j+37*=0)

= DNNX =X+ X + )7

Par unicité de la multiplicité de j dans P(X?), qui vaut donc d’une part 3 et d’autre part o, on a
o=l

Ainsi, P est de la forme (X? 4+ X +1)%, avec o € N.

Réciproquement, les calculs précédents assurent que pour tout o € N, (X2 + X + 1)% est solution.

Finalement, | {P € C[X] # {0} | P(X?) = P(X)P(X - 1)} ={(X?+ X +1)* | a € N} |
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Dérivation

Exercice 24. Itération de ’opérateur d’Euler. Soit k € N. On définit une suite de polynomes (Py)nen
par

Py = X* et VneEN, Poo1=XP..

Donner une expression simple pour la suite (Pp)nen-

Correction. En calculant les premiéres valeurs, on conjecture rapidement que |¥n € N, P, = k™ X% |.
On montre alors facilement cette propriété par récurrence.

Exercice 25. Dérivée d’un produit. Soit n € N*. On pose P = (1 + X)(1+2X)...(1+nX).
Combien vaut P'(0) 2 P"(0) ?

Correction. P = [[(1 + kX) donc P' = Z ET[(1+£X) doa|P'(0) = S k= 22T
k=1 k=1 (#k k=1

De plus, P" = Z Z 174 H (1+pX) dou

k=1¢£k  pAlk

P'O)y= > kt= > ki— > K

1<k#l<n 1<k <n 1<k<n
2
_ (n(nZ—l— 1)> ~n(n+ 1)6(2n +1) _ n(n;— 1) Sn(n+1) — 220+ 1)]
= n(n2—|- D (3n? —n —2)
_[n(n+1)(n —1)(3n+2)
= 5 .

Exercice 26. Des supplémentaires. On considére E = K, 11[X], H = K,,[X] et D = Vect (X — 12)"*1).
A Uaide de la formule de Taylor, montrer sans effort que E = H & D.

Correction. e Grice a la formule de Taylor en 12, on a

P (12) i1 N~ PP (12)
Ty K i +;W(X —12)F,

eD cH

VPeE, P=

(n+

ce qui montre que E C H 4+ D.

Par ailleurs, H et D sont deux ssev de EZ, donc H+ D C E, d’ou .

o Vérifions que la somme est directe. Si P € H N D, alors il eviste A € K tel que P = \(X — 12)""! et
deg(P) < n, donc A =0, d’ou P =0.

Ceci montre que H N D C {0g}. L’inclusion réciproque étant claire, on a ’ HnD={0g} ‘

Par caractérisation, on obtient| E = H & D |.

Remarque. S7 on ne nous avait pas imposé d’utiliser la formule de Taylor, on aurait pu utiliser un
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résultat sur les hyperplans. En effet, E est un ssev, H = Kerp ot ¢ : E —- K et
n+1 n

Zaka — Zaka
k=0 k=0

(X —12)"" € B\ H. Un résultat de cours assure que|E = H® D |.

Exercice 27. Dérivées positives en un point. Soient P € R[X]| et a € R tels que P(a) > 0 et, pour
tout k € N*, P*)(a) > 0.
Montrer que P ne posséde pas de racines dans [a, +0oo].

Correction. Soit n € N un majorant du degré de P.
D’apres la formule de Taylor, on a

*)(a " pPF (g
P = ZP ‘( )(X—a)k = P(a)—i—ZP '( )(X—a)k.
= K = K
On a donc
n (k) a
Va € la,+o0, P(z)=P(a)+ Z r k:'( >(SU —a)¥|
k=1 '

On aVzcla, +oof, z—a>0, dot (z—a)* >0.
De plus, par hypothése, on a ¥k € N*, P®)(a) > 0.
Donc tous les termes de la somme de droite sont > 0, ce qui montre que

Va € la,+o0], P(xz)> P(a)>0.

On en déduit que | P ne posséde pas de racines dans [a, 00| ‘

1

Exercice 28. Dérivée itérée. Soient (a,b) € Z x Z*, n € N et P(X) = —'X”(a —bX)™.
n!

Montrer Yk € N, P®)(0) € Z.

Correction.

o Remarque 1. X"|P donc 0 est racine de P de multiplicité au moins n, ce qui assure que P(0) =
P(0)=---=PrD0)=0€Z.
Remarque 2. deg(P) = 2n, donc Yk > 2n, P*) =0 et en particulier, P*)(0) =0 € Z.

o Méthode 1 (Newton et Taylor).
En décomposant P(X) a l'aide du binome de Newton et en faisant un changement de variable, on

obtient : 5
| n
P(X) — - -} {—n 2n7€X€. *
(X) [z:nn'<€n>( e )
X PY0)
Par ailleurs, d’aprés la formule de Taylor on a P(X) = Z 7 X,
(=0 '

Par unicité des coefficients d’un polynome, on trouve que :
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— Y0 € [n,2n], PO0) = (b ma**

eN car n</t

— Yl ¢ [n,2n], PO0)=0c¢cZ.

Dans tous les cas, | V0 € N, PO(0) € Z|.

o Méthode 2 (Leibniz). Soit k € [n,2n]. D’aprés la formule de Leibniz, on a :
b _ 1§~ (* © (h—0)
Pk = = X" O(a — bx)") k=0,
Y ( £>[ 9l(a — bx)"]

nl, sil=n

. Donc
0, sinon.

Or, [X"“(0) = {

~nl\n

P () = <k>n![(a— b))k (0).

Et, [(a—bX)"] = (=b)n(a—bX)" L, [(a—bX)™" = (—b)?>n(n—1)(a—bX)""2, donc on conjecture
que

mip) ) (=b)Pn(n—1)..(n —p+1)(a —bX)"P sip e [0,n]
(= bx)"® = { 0 sinon. ' '

Puisque k —n € [0,n], on a :
[(a = bX)"*=(0) = (=b)""n(n = 1)...2n — k+ Da* 7,

donc finalement

n

P(k)(()) — <k> (7b)k—”n(n — 1)(2n —k+ 1)a2n—k c7l

Remarque. Les deux formules concordent!

Exercice 29. Interpolation de Taylor. Soit n € N. Soit a € K. Considérons
U Ky[X] — K°f!
P +— (P(a),P'(a),...,P™(a)).
Montrer que ¥ est un isomorphisme. Que vaut W1 2
Correction.
e La linéarité résulte de la linéarité de la dérivation et de l’évaluation.

e Montrons que U est bijective.

X — k
Méthode 1 (¥ envoie une base sur une base). La famille ((k'a)> est une base de
0<k<n
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K, [X]. En effet, il s’agit d’une famille de polynomes de K, [X], libre (car constituée de poly-
nomes non nuls et a degrés échelonnés) et génératrice de K,,[X| d’aprés la formule de Taylor.
On remarque que

[0 sit#k
V(k,f) S [[O’n]]zv KX - a)k](ﬁ) - { k' sil=k,

ce qui assure que

X — k
Vk € [0,n], \I/<(k|a)> = (0,...,0,1,0,...,0)

= Ek+1,

ou (€1,...,ens1) est la base canonique de K"+1,
Ainsi, U est une application linéaire qui transforme une base de K,[X] en une base de K**!
donc W est un isomorphisme.

Méthode 2 (bijectivité a ’ancienne).
— Montrons l'injectivité de ¥. Soit P € K,,[X]. On a

P e KerW <= P(a) = P'(a) =--- = PM™(a) =0
<= P admet a comme racine de multiplicité au moins n + 1
~— P =0,

en utilisant le fait que le nombre de racines d’un polynéme non nul est majoré par son

PE) (g
degré et degP < n, ou bien la formule de Taylor car P = Z k:( )(X — a)k.
k=0 ’
Dans tous les cas, on a Ker¥ = {0}.
Montrons la surjectivité. Soit (Ng, ..., \n) € KPFL,
Posons P = ,; E(X —a)*.
P®)(a) K
On a P € K, [X]. D’aprés la formule de Taylor, on a aussi P = Z i (X —a)".
k=0 ’

A “ pk)
Puisque la famille ((X - a)k)0<k< est libre et Z k—]'g(X—a)k = Z
=" k=0 " k=0

B p(k)(a)

en déduit que Yk € [0,n], — %l

ce qui assure la surjectivité de Psi.
Remarque. Quasiment les mémes arguments permettraient de montrer directement la
bijectivité de W en ezploz’tant la formule de Taylor : soit (\g,..., \n) € K" et soit

P (a)
P ek, ui s’écrit P =
[X], ¢ go 7

d’ot \, = P¥)(a). Ainsi, U(P) = (Ao, ..., \n),

(X — a)® d’apres la formule de Taylor. On a :

T(P) = Aoy, n) <= Yk € [0,n], PP (a) =)\,

(:)P:];)E(X_
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d’ou lunicité en cas d’existence d’un antécédent de (Mo, ..., \,) par W et Uexistence car

n

A
Z k—’:(X —a)¥ est bien défini et appartient d K,[X].
—0 v

Méthode 3 (idem, en devinant la bijection réciproque).
On pose & : K+t - K,[X] et on vérifie que Vo ® =1d et Do ¥ = Id.
n )\k
Moy s An) = Z (X - a)*

k=
— On a, pour tout (Ao, ..., \,) € K*

My
(e
n a)k
PP () (linéarité de ®)

\ |
S

U(P(Agy..-y A\

k=0
n
= Z .,0,1,0,...,0) (d’aprés un calcul précédent)
k=
(/\0, ceAn) (opérations dans K",

Doi[¥od=1d|

— On a, pour tout P € K,,[X] :

®(U(P)) = ®(P(a), P'(a),...,P™(a)) (définition de W)
n_ pk)

= Z () (X —a)* (définition de ®)
= k!

=P (d’aprés la formule de Taylor).

D'oi[® oW =1d],

e Conclusion. L’application VU est linéaire et bijective, donc un isomorphisme et sa bijection réci-
proque est

(R K — Kp[X]

n A\
AQy-verAp) — — (X —
Goneeeb) > 33

Exercice 30. Dérivées de la fonction tangente. Montrer que la fonction tan est de classe €°° et qu’il
existe une suite (Py)nen de polynomes a coefficients dans N telle que pour tout n € N, deg P, =n+ 1 et
tan(® = P, (tan).

Correction. On convient de noter II (ce n’est pas une notation standard) l’ensemble des polynomes a
coefficients dans N. Notons pour plus tard que les formules définissant le produit et la dérivée de deux
polynomes montrent directement que cet ensemble est stable par ces deux opérations. Autrement dit, on
a

V(P,Q)eTl?, (PQeTl et P cll).
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Pour tout n € N, on note A(n) lassertion
tan est n fois dérivable et IP € I : tan™ = P(tan).
Montrons Vn € N, A(n) par récurrence.
Initialisation. La condition de « dérivabilité O fois » est vide, et on a évidemment
tan® = tan = X (tan),
ce qui démontre A(0) (le polynome X € II convient).

Hérédité. Soit n € N tel que A(n). D’aprés A(n), on peut trouver P € 11 tel que tan™ = P(tan) =
P o tan.
Les polynomes et la fonction tangente étant dérivables, on en déduit que tan™ est dérivable, ¢’est-
a-dire que tan est (n+ 1) fois dérivable, et que sa dérivée (n + 1)-iéme est

tant) = (tan(")),

) X tan’
= (P’ otan) x (1 + tan?)
= (P’ o tan) x ((X2 +1)o (tan))
= (X2 +1)P') o (tan),

ce qui démontre A(n+1), car (X2 +1)P' € I1 d’apreés les propriétés de stabilité énoncées au début
de lexercice.

Remarquons qu’on a en fait obtenu une définition par récurrence de la suite (Pp)nen demandée : on a
Phb=X et VYneN, Poy=(X*+1)P,.

On peut obtenir beaucoup de renseignements sur cette suite (terme dominant, parité, etc.) a partir de
cette définition par récurrence.
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Exercice 31. Polynémes de Legendre (1752-1833). On définit le n® polynéme de Legendre par :

1
n! 2n

Ly = (X2 - 1)),

1. Calculer Ly (1) et L,(—1).
2. On pose P, = (X% — 1)". Trouver une relation entre P! et P,.

3. Etablir lassertion : ¥n € N, (X% — 1)L + 2X L — n(n+ 1)L, = 0.

Correction.
P 1
1. Ecrivons P, = (X? —1)" = (X — (X +1)". Deés lors, Ly, B nR(Ln).
n!2
n
D’aprés la formule de Leibniz, P\ Z (Z) B(X +1)") k),

Or, |Va € C, [(X —a)")|® = (X —a)"* pour 0<k<n;[(X—-a)"|® =0sik>n|

(n—k:)!

Donc

=nld" <Z> (X —1)" (X + 1),

n 2
puis | L, = L Z (n) (X —1)" % (X +1Dk|. On en déduit que’Ln(l) = 1‘ et’Ln(fl) = (=1 ‘

2. P, =2nX(X?-1)""! puis|(X? - 1)P, =2nXP,| (*).

3. Soit n € N. En dérivant (*) (n+1) fois a l'aide de la formule de Leibniz, on obtient :

R e G e O R (D R G L]

1
En remarquant que L, = —ZB(L ") et en calculant les coefficients binomiaux, [’égalité devient :
2 1on ! 1on ! 7l(7l+1) 1om 1on g/ 19m
(X°—=1)n!2"L) 4+ (n+ 1)2Xnl2"L;, + TQn.Z L, =2n(Xn!2"L], + (n+ 1)n!2"L,) .

En divisant par n!2™ £ 0, il vient :

(X2 -1DL! +2(n+ 1)XL, +n(n+ 1)L, = 2nXL! +2n(n +1)L,,

puis en simplifiant ’ on obtient [’égalité demandé@‘.
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Exercice 32. Polynémes de Hermite.

1. Montrer qu’il existe une unique suite de polynomes réels (Hy,)nen telle que, pour tout n € N, la
fonction g : x — e~ soitn fois dérivable, de dérivée n-iéme g™ : x H,(z) e,

2. Soit n € N. Déterminer le degré, le terme dominant, et la parité de Hy,.
3. MontrerVn € N, H) | = —=2(n+ 1)H,.

4. En déduire une expression de la suite (g7 (0))nen.

Correction.

1. Dérivabilité. Commencons par remarquer que g est de classe €°° par composition. On ne se

préoccupera donc plus dans l'exercice de questions de dérivabilité.
Unicité. Soient (Hp)nen et (Cp)nen deuafl] suites de polynémes vérifiant la condition de I’énoncé.

Soit n € N.
Soit z € R. On a donc Hy(x)e ™" = ¢ (z) = Cy(z)e™*". En multipliant par e*, on en
déduit Hy(z) = Cp(x).
On a donc montré VY € R, Hy(z) = Cy(x). Par rigidité des polynomes (ou identification entre
un polynome et la fonction polynomiale associée), on en déduit H, = C,,.

Existence. Nous allons montrer l’existenceﬂ de la suite (Hy,)pen par récurrence.

Pour tout n € N, notons P(n) Uassertion « il existe H,, € R[X] tel que g™ : x — H,(x) ey,

Montrons Vn € N, P(n) par récurrence.

Initialisation. Clairement ¢©©) =g : 2 — 6_‘”2, donc Hy =1 convient.
Hérédité. Soit n € N tel que P(n).
On a donc g™ : z — H,(z) e=**. En dérivant une fois de plus,

gt sx s Hy(a) e = 20 Hy(x) e = Hya(@)e ™

ot l'on a posé Hpyy = H), — 2X H,, € R[X].
Cela montre P(n + 1), et clot la récurrence.

2. Pour tout n € N, notons P(n) lassertion « deg H, = n, coeff,,(H,) = (=2)" et la fonction
polynomiale x — Hy(z) a la méme parité que n. » Montrons ¥n € N, H,, par récurrence.

Initialisation. On a Hy = 1, polynome unitaire de degré 0, et la fonction polynomiale associée
est constante, donc paire. Cela montre P(0).

Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Montrons P(n+ 1).
Degré. Comme deg H,, = n d’aprés P(n), on a deg(—2XH,) =n+ 1> deg H/,, donc

deg Hy,+1 = deg (H,, — 2X H,,) = max(deg H,,,deg(—2X H,)) =n + 1.
Coefficient dominant. On a directement (en utilisant P(n)) :

coeft, 1 (Hyy1) = coeff, 11 ( H], ) — 2coeff, 11 (X H,)
~—
deg<n
= —2coeft, (H,) = (—2) x (=2)" = (—2)"",
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Parité. La dérivation « inversant » la parité d’une fonction, les fonctions polynomiales x +—
H] (x) et x — x Hy(x) sont toutes les deux de parité opposée a celle de x — Hy(x).
D’aprés P(n), ces deux fonctions sont donc « de la méme parité que n + 1 », ce qui
entraine, par combinaison linéaire, qu’il en va de méme de H,+1 = H) —2X H,.

Cela montre P(n+ 1), et clot la récurrence.

3. Pour tout n € N, on note P(n) lassertion « H}, ;1 = —2(n+1)H,. »
Montrons Vn € N, P(n) par récurrence.[]

Initialisation. H; = —2, ce qui montre P(0).

Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Montrons P(n+1). On a

(Hpi2)' = (H}y — 2X Hpir)' (rel. réc.)
= H;L,—‘rl —2X 7,L+1 —2Hn
=2+ 1)H, +4n+1)XH, — 2H,+1 (d’apres P(n))
=—2(n+1)[H), —2XH,] —2H, 1
=—-2(n+1)Hp11 —2Hp11 (rel. réc)
= —2(n+2)Hp41,

ce qui montre P(n + 1) et clot la récurrence.
4. La question précédente permet de réécrire la récurrence sous la forme
Vn € N, Hppo=—-2(n+1)H, —2X Hy,41,
d’ou Uon tire

Vi € N, Hy42(0) = —2(n + 1) Hy (0).

Notons également que ¥n € N, g™ (0) = H,(0) e~ = H,(0).
Soit maintenant n € N.
o Sin est impair, la fonction v — Hy(x) est impaire, donc H,(0) = 0.

o Sin est pair, on peut trouver k € N tel que n = 2k. La relation obtenue plus haut permet de
V0L que
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et une récurrence raisonnablement immeédiate permet d’en déduire

H,(0) = Happ(0) = (=2)*-1-3--- (2k — 1)
_(gel2:30(2k—1) - (2K)
=(=2) 2-4---(2k)

B (2k)!

_<_2)k2k><1-2-~k

2k)!

In fine,

(—1)k(n7/‘!2)! sin pair;

vn e N, g™ (0) =
0 st M Impair.

a. Les polynomes de cet exercice sont les polyndmes d’Hermite (ou plutét I'une des versions des polynémes d’Hermite).
Je choisis (Cp)nen comme deuxiéme nom, car Hermite (1822-1901) se prénommait Charles.

b. Une possibilité alternative (sans doute meilleure a posteriori) est de définir une suite de polynémes (H,)nen par
récurrence en demandant Hy = 1 et Vn € N, H,y1 = H) — 2X H, puis de montrer par récurrence que cette suite de
polynémes vérifie ¥n € N,Vz € R, g™ (z) = H,(z) e

c. Notons qu’il est rarissime de montrer une relation de récurrence par récurrence...

Divisibilité
Exercice 33. Divisibilité. Soit n € N*.
Montrer que le polynome P = (X —2)®" 4+ (X — 1)" — 1 est divisible par Q = X? — 3X + 2.

Correction. On écrit : Q = (X — 1)(X — 2).
Ona:P(1)=(-1)?"+0"-1 =0 et P(2) = 0+1"—1 = 0 (carn € N*) donc 1 et 2 sont des racines distinctes de P.

Par théoréme de factorisation, on en déduit que | Q) divise P |.

Exercice 34. Divisibilité. Justifier V(n,p,q) € N3, 1+ X + X2 | X374 X3+l 4 X3a+2,

Correction. Notons Q := 1+ X + X% = (X —j)(X —j2) = (X —§)(X —j) et P = X374+ X3p+1 4 x30+2
Comme j>=1et1+j+342=0, ona P(j) = ]‘5"4—]‘5}’“—1—]‘3“2*1—1—]—&—7 = 0.

Comme P(j) =0 et P € R[X], on a aussi P(j) = 0.

Ainsi, j et j sont des racines distinctes de P donc par théoréme de factorisation, Q|P i.e.

1+X+X2 ‘ PX3TI/+X3T)+1 +X3q+2 )

Exercice 35. Des entiers aux polynémes. Soient a € N et b € N*.
On note r le reste de la division euclidienne de a parb.
Montrer que le reste de la division euclidienne de X par X® —1 est X".

b a r

—-1|X-X

Correction. Le reste de la division euclidienne de X® par X°—1 est X" si et seulement si ’ .
deg(X") < deg(X” —1)

Comme a = bq +r avec O < r < b, la deuzxiéme condition sur le degré est vérifiée.
Reste a montrer la divisibilité.
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On a
X X" = XbrT X" = XT((X")?-1)

L’égalité de Bernoulli assure que X® — 1 divise (X®)? — 1, donc divise a fortiori X" ((X®)9 — 1), donc
divise X% — X",
Exercice 36. Un critére de divisibilité. Soit (a,b) € N2. Montrerb|a <= X°—1|X*—1.

Correction.

Supposons que a = bq.
Alors X® — 1 = (X")9 —19. Ce dernier polynome est divisible par X® — 1 (merci Bernoulli).

Supposons que X® —1| X% — 1. Alors il existe Q € C[X] tel que X* — 1 = (X° - 1)Q.
Distinguons les cas.

e Sib=0, alors X* —1=0 et 0| X*—1, donc X*—1=0, donca=0, d’od.

. Supposgms b=#£0. Alors T est racine de X° — 1, donc a fortiori, ei% est racine de X — 1,
d’ot e =1, donc 7 €Z donc a € VZ, donc ,

Exercice 37. Un classique, avec une jolie application! Soit P € K[X].
1. Montrer que P — X divise Po P — P.
2. En déduire que P — X divise Po P — X.

3. En déduire les solutions de l’équation (2? + 3z + 1) + 322 + 82 +4 = 0.

Correction.
n n n
1. 8iP=> apX", alors PoP—P=> ap(P(X)" = X") =3 ay(P
k=0 k=0 k=1
k—1
Or, d’apres la formule de Bernoulli, pour k € [1,n], Pk xk = (P—X) Z X7 P77 done pour
7=0

eK[X]

tout k € [1,n], P — X divise P*¥ — X* puz’s’P—X dz’m’sePoP—P‘.

2. On écrit PoP—X = (PoP —P)+ (P —X). Daprés 1., P — X divise Po P — P et bien sir,
P — X divise P — X donc’P—X dz’m'sePOP—X‘,

3. Posons P = X2+3X +1.
On a

PoP—X=(X?+3X+1)?+3(X*+3X+1)+1-X
= (X2 +3X +1)? +3X% 48X +4,

et on a
P-X = X?4+2X+1 = (X +1)%
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On cherche les racines complexes de Po P — X.
D’aprés la question 2., on sait que (X +1)? divise (X2 +3X +1)2+3X2+8X +4. En développant,
on trouve

PoP—X=(X*"4+9X24+1+6X%4+2X?+6X)+3X>+8X +4
= X*4+6X3+14X2 4+ 14X +5,

et en factorisant par X? +2X + 1, on trouve comme quotient
Q=X?+4X +5.

On a donc

PoP—-X=(X+1)%Q.

Les racines de Q) sont —2 — 1 et —2 + 1, donc les racines de Po P — X sont —1, =2 —1i et —2 + 1.
Les solutions de l’équation (2% + 3z + 1)? + 322 + 82 + 4 = 0 sont donc —1, —2 —i et =2+ |.

Exercice 38. Une CNS de divisibilité. A quelle condition sur (a,b,c) € R? le polynéme X* + aX? +
bX + c est-il divisible par X>? + X +1 72

Correction.

j 2

Méthode 1. X2+ X +1 = (X —j)(X —j) ot on rappelle que j = '3 = —% + @ donc j # j. Ainsi,
pour (a,b,c) €R3, on a :

j*+aj?+bj+c=0

(X*+ X+ D[(X'+aX?+bX +c) =< 24, =
J taj*+bj+c=0

— i+ ai?+bj+c=0 car 0 =0
= j4a(-1—4j)+bj+c=0 carj3=1etl+j+52=0
<~ (—a+b+1)j+c—a=0

< b=a—-1 e c=a par unicité des parties imaginaires

Ainst,

X'+ aX? 4+ bX + ¢ est-il divisible par X>+ X +1ssi(b=a—1 et c=a)|

De plus, X*+aX?+(a— DX +a=(X>+X+1)(X? - X +a).

Méthode 2. On effectue la division euclidienne de X* + aX? +bX + ¢ par X?> + X + 1, qui est non
nul. On trouve comme quotient X? — X + a et comme reste R := (b—a+1)X + (¢ — a). D’apreés
le cours, on sait que

(X*+ X +1) | (X' +aX?+bX 4 ¢) < R =0Og[x]
< (b—a+1=0etc—a=0)
(X2+X+1) | (X*+aX?+bX +¢) < |b=a—1etc=al
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Exercice 39. Division euclidienne. Effectuer les divisions euclidiennes de A par B dans les cas suivants.

1. A=3X°+4X2+1etB=X2+2X+3.
2. A=X°—7X*—-X?2_-9X+9¢e B=X2-5X +4.

Correction.
1. A=3X54+4X%2 +1=(X?+2X +3)(3X3% —6X%2 +3X +16) — 41X — 47. Vérif OK

2. A=X"—7X* - X2 -9X+9=(X2-5X+4)(X3-2X2-14X —63) + (268X +261). Vérif OK

Exercice 40. Restes. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de A par B dans chacun
des cas suivants :

(i) A=X" et B=X?-3X +2
(i) A= X" et B= (X —1)?
(iii) A= (Xsint +cost)” et B= X?+1, ot t est un réel.

Correction. Dans chacun des cas, on peut effectuer la division euclidienne de A € R[X] par B € R[X],
qui est de degré 2.

On peut donc trouver @ € R[X] et R € Ri[X] tels que A= BQ + R.
En notant o, p € R les coefficients de R, on obtient donc [’égalité

A=DBQ+aX +8, (*)
et il s’agit de déterminer a et 3.
(i) On évalue () en 1 et en 2, qui sont les racines de B. On obtient ainsi
1=1"=ax1+p et " =ax2+p0.

Douva=2"—1et[=2-2"

Ainsi, le reste dans la division euclidienne de X™ par X? —3X + 2 est ’ 2" -1DX +(2-2")

(i) On évalue (x) en 1, qui est l'unique racine de B. On obtient ainsi
1=1"=ax1+7 c’est-a-dire a+ =1

Pour ezploiter le fait que 1 est racine double de B, on va également dériver la relation (), puis
évaluer la relation dérivée en 1. Ainsi, nX" 1 = A" = 2(X — 1)Q + (X — 1)2Q" + «, puis, en
évaluant 1, on trouve n = . On en déduit ’ =1—a=1—n ‘

Ainsi, le reste dans la division euclidienne de X™ par (X —1)% est|nX + (1 —n)|.

(iii) Le polynome B posséde deuz racines qui sont cette fois-ci non réelles : il s’agit de +i.
En évaluant (x) en i, on obtient

(isint + cost)” = ai + donc ™ = i + .
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(On pourrait également évaluer en —i, mais on n'obtiendrait alors rien d’autre que la relation
conjuguée, ce qui ne nous apporterait pas de nouvelle information).

Puisque (a, B) € R? et par unicité de ’écriture algébrique d’un complexe, on obtient

int)

a = Im(e™") = sin(nt)

B = Re(e™) = cos(nt).

Ainsi, le reste dans la division euclidienne de (X sint+cost)™ par (X —1)2 est ’ sin(nt) X + cos(nt) ‘

) € K2 deuz scalaires distincts.
(X —b) en fonction de P(a) et P(b).
2 en fonction de P(a) et P'(a).

Exercice 41. Un classique. Soient P € K[X] et (a,b

1. Ezprimer le reste de la division de P par (X — a)
2. Exprimer le reste de la division de P par (X — a)

Correction. Par DE, il existe (o, ) tel que P = (X —a)(X —b)Q + aX + S.

P(a) — P(b)

et
a—>b

1. En évaluant en a puis b, on a P(a) = aa + f et P(b) = ab+ §, doi o =

aP(b) — bP(a) Ainsi, | R = P(a) — P(b)X L aP(b) — bP(a) .

p= a—b ' a—"b a—b

2. D’une part en évaluant en a, d’autre part en dérivant puis en évaluant en a, on a P(a) = aa+ 3
et P'(a) = a, donc o = P'(a) et B = P(a) — aP’(a). Ainsi, ()X + P(a) — aP'(a) ‘

Exercice 42. Soit n > 2. On considére les polynomes A = X" +2X —2, B=X(X —1) et C = (X — 1)
1. Déterminer le reste Ry de la division euclidienne de A par B et le reste Ry de A par C.

2. Déterminer les quotients Q1 et Q2 de ces divisions.

Correction.
1. deg B =degC = 2 donc deg(R1) <1 et deg(R2) <1 donc Ry =aX +b et Ry = cX +d.

o A= BQ1+ Ry impliqgue que X" +2X —2=X(X —1)Q1+aX +b.
En évaluant en 0, on trouve que b = —2.
En évaluant en 1, on trouve que a = 3. Ainsi,

:3X—2.‘

o A= DBQy+ Ry implique que X" +2X —2 = (X —1)°Qg +cX +d.
En dérivant il vient, nX" ' +2=2(X — 1)Q2 + (X — 1)2Q% +c.
c+d=1

En évaluant ces deux relations en 1, on obtient : c—n 42 doncc=n+2etd=—(n+1).

Ainsi,

:(n+2)X—(n+1)‘.

2. ¢ A-R =X"-X=XX"1-1)=X(X-1)(X"2+ -+ X2+ X +1). D’autre part,
A—R; = X(X —-1)Q1. Par unicité du quotient dans la DE,|Qq = X" 2+ -+ X2+ X +1]|.
« A-Ry=X"—nX+(n—1).
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Méthode 1. En commengant la DE de X™ —nX + (n—1) par (X —1)? = X2 -2X +1, on
conjecture que Qo = X" 242X 343XV 444X B4 4 (n—3) X2+ (n—2)X +(n—1).
Autrement dit,

n n—2
Q= (k—1D)X""=>"(n-¢-1)X".
k=2 =0

Vérifions notre conjecture !

(Z}n—é—nXﬁ(X2—2X+1%—’(n—E—DX“Q—QEJn—Z—DXHI+§]n—Z—DXE

£=0

n n+1 n—2
= —k+1)X* =23 (- KX+ (- k- 1)X*
k=2 k=1 k=0
n—2
=) m—k+L)X" 4+ X" 42x" " —2X" ' 2 - DX +(n—1)+ (n—2)X
k:QT/
=X"—nX+(n-1)
= A— Ry,
n—2
ainsi, | Qo = Z(n —0—1)X"
(=0

Méthode 2. On écrit :

A—Ry=X"—nX+n—-1)=(X"—1)—n(X —1)
n—1

=(X-1) <ZX’“> —n(X —1)

k=0

n—1
=(X-1) <2an>

k=0

n—1 n—1
=(X-1) <Z(Xk' — 1)) =(X-1) (Z(X’“ - 1))

k=0 k=1
n—1k—1
= (X —-1)? (Z ZX[>
k=1 ¢=0
::CY__l)aQ2v
ot
n—1k—1 n—1 k n—1n—1 n—1
Q2:ZZX€:ZZX€—1: Z XE_IZZZXK_IZZ(TL—K)XZ_I
k=1 (=0 k=1¢=1 1<0<k<n—1 (=1 k=¢ =1

n—2
= Z(nfk:f Xk,
k=0
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Factorisation, irréductibilité

Rappels de cours :

Les associés de P sont les polynémes de la forme aP avec a € K* (P multiplié par un inversible)

On rappelle la définition d’un polynéme irréductible :
P est non nul, P est non inversible

P est irréductible dans K[X] ssi { ses seuls diviseurs sont ceux qu’on ne peut pas éviter
(i.e. les inversibles et les associés de P).

P n’est pas constant

P est irréductible dans K[X] ssi { si D|P alors deg(D) = 0 ou deg(D)=deg(P)

Si D|P avec 0 < deg(D) < deg(P) alors P n’est pas irréductible.

Exercice 43. Multiplicité et factorisation. Considérons P = X° —4X* 4+ 7X3 —7X%2 +4X — 1.

1. Montrer que 1 est racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Donner la factorisation de P dans R[X], puis dans C[X].

Correction.

1.

OnaP=X5—4X*4+7X3-7X24+4X —1, donc P(1) =0
Puis P = 5X% —16X3 4+ 21X? — 14X + 4, donc P'(1) = 0.
On a P’ =20X3 — 48X?% + 42X — 14, d’ou P"(1) = 0.

On a P" =60X?% — 96X + 42, d’ou P"(1) # 0.

Ainsi ’ 1 est racine de P de multiplicité 3 ‘

On déduit de la question précédente lexistence de Q € Ko X] tel que P = (X —1)3Q.
En factorisant directement; on obtient Q = X? — X + 1. Sinon, en examinant les coefficients
dominant et constant, on peut dire que Q est de la forme X2+ bX + 1, avec b a déterminer.
On a ’égalité
P=(X-13X2+bX +1).

Le coefficient en X du polynome a droite vaut 3 — b.

Comme le coefficient en X de P vaut 4, on a 4 =3 —10b, d'ou b= —1.

Comme le discriminant de X% — X + 1 est strictement négatif (ou ses racines sont —j et —7, qui
sont dans C\ R), ce polynome est irréductible dans R[X], donc la factorisation de P dans R[X]
est

P=(X-13X%2-X+1)]|

sa factorisation dans C[X] est

P=(X-1°X+)(X+5%)|
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Exercice 44. Une divisibilité en deux preuves. Soit n € N. Montrer que X? divise (X +1)" —nX —1.

On pourra proposer deuz preuves différentes (I'une qui explicite le quotient, l'autre avec un critére sur la
multiplicité d’une racine).

Premiere preuve. On utilise la formule du binome de Newton :

n
(X—l—l)”—nX—l—Z<n>Xk—nX—1

k=0 k

n n
— xk

> ;)
B ) n n oo
g

k=2

€K[X]

donc ’ ce polynome est divisible par X? ‘

Deuxiéme preuve. Notons P= (X +1)" —nX —1. On a

* P(0)=(0+1)"—n0—1=0, donc 0 est racine de P ;
*x P'=n(X+1)""1 —n, donc P'(0) =n1""1 —n=0.

Donc 0 est racine de multiplicité au moins 2, d’ou .

Exercice 45. Factorisations. Décomposer en produits de polynomes irréductibles dans R[X] les poly-
nomes suivants.

1. P = X3-3. 3. Py=X%+ X604+ X34+1.
2. Py =X041. 4. Pb=X"—-1,n>2
Correction.

1. Soit a € C.

a est racine de P, < a®=3

a 3
= (%) =
@%Gng{l,jJ}
@ae{%,%j,%g}.

Ainsi, la factorisation dans C de Py est :

P = (X — V3)(X — V3j)(X — V3 ),

et la factorisation dans R de Pj est : Py = (X — ¥/3) <X2 —2V/3Re(j) X + 32/3),
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ot Re(j) = cos (%) = —1, donc

Py = (X = 3) (X2 + V38X +3%3).

Ou bien : on remarque que /3 est racine évidente et on factorise a laide de la formule de
Bernoulli.

2. Soit a € C.

a est racine de Py & ab = —1

@ae{ei 5 |ke[[0,5]]}

im . ibm —ibm . im
@ae{emz,eﬁ,efi,—z,eﬁ}.
Ainsi, la factorisation dans C de Py est :

—iT 5im —5im

)X —ed)(X —e7o ),

Py= (X —i)(X+i)(X —e®)(X —e

et la factorisation dans R de Py est : Py = (X?+1) (X2 — 2cos (5) X + 1) <X2 — 2cos (%) X + 1),

ot cos (%) = § et cos (%’T) = —@ donc

Po=(X?+1)(X? = VBX + 1)(X?+V3X +1)|

3. Ona P3=Q(X?), avec Q := X3+ X2+ X +1.
Or, pour z € C,

Q(z):0<:>z3+22+z+1:0<:)<z4:1 6t27é1)<:’26{_17i7_i}’
donc Q = (X + 1)(X —i)(X +1) d'ou

Po=(X?+1)(X?—)(X*+i) = (X3 +1)(X+1) = (X’ + 1P

Or, X3+ 1= (X+1)(X?— X +1) et d’aprés la question précédente,
P=(X%2+1) (X2 —V3X + 1) (X2 +3X + 1) donc finalement :

Py= (X +1)(X2+ 1)(X2 = X +1) (X~ V3X +1) (X2 + V3X +1) |

4. Notons zo,...,zn—1 les n racines de l'unité, avec Yk € [0,n — 1], 2z = ¢i%" . Dans C[X], on a
donc la factorisation
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Remarquons que :

Vk € [0,n—1], z = eI = o1 G- FEEE) ok |
e Sin=2p+1, ona:
2p P 2p
X2p+171:H(szk H — 2k) H (X — z1).
k=0 k=1 k=p+1

Avec le changement d’indice £ = 2p + 1 — k dans le 2éme produit et la remarque précédente,

on obtient :
2p P P o
H — Zk H — 22p+1,g) = H(X — Zg).
k=p+1 (=1 (=1
Finalement,
(-0 TT [ 200 (x = 7)] =| 6 - D TT (2~ 2008 (27 ) x41)
1= (Xx— — 2 — 2z )| = — — 2cos :
k=1 k=1 2p+1
e Sin=2p, ona:
— 2p—1 e
X*—1=(X H< —eP>X+1) 11 <X—e’p>.
k=1 k=p+1

Le changement d’indice ¢ = 2p — k dans le deuzriéme produit donne :

X% 1= (X - X+1H< —ep>(X—e”zf>,

donc :

X —1=(X-1)(X+1) H( QCOS(’”)XH).
i) D

Exercice 46. Dans Q[X].
1. Est-ce qu’un polynome de R[X| sans racine dans R est irréductible ?
2. Montrer que X% — 2 est réductible dans R[X| mais qu’il est irréductible dans Q[X].

3. Soit P € Q[X] de degré 3, sans racine dans Q. Montrer que P est irréductible dans Q[X].

Correction.

1. Non, X*4+1 = (X2—V2X +1) (X2 + V2X + 1), est sans racine réelle, mais il n’est pas irréductible

ER[X]

dans R[X].
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e X2 -2 = (X —V2)(X +V2), avec X + 2 et X — /2 € R[X] non constants, donc
X2 — 2 nest pas irréductible dans R[X]|.

o | X2 — 2 est irréductible dans Q[X]| car de degré 2 sans racine dans Q (en effet, X> —2 a
deuz racines dans R et elles sont dans R\ Q.

o P est non constant, car deg(P) = 3.
Soient A, B € Q[X] tels que P = AB.
En passant au degré : 3 = deg(P) = deg(A) + deg(B) donc deg(A) € {0,1,2,3}.
— Sideg(A) = 1, alors A posséde une racine dans Q et P aussi, ce qui est absurde, donc
deg(A) # 1.
— Si deg(A) = 2, alors deg(B) = 1 et de méme B et P aurait une racine dans Q, ce qui

est exclu, donc deg(A) # 2.
— Ainsi deg(A) € {0,3}, i.e. A€ Q* ou B € Q*.

En conclusion, | P est irréductible dans Q[X] ‘

Exercice 47. Factorisation.

1. Décomposer P = X5 — 1 en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

2. Donner une expression algébrique de cos(2m/5) et cos(4m/5).

3. Montrer que @ = X* + X3 + X? + X + 1 est irréductible dans Q[X].

Correction.

1.

La décomposition en produit d’irréductibles dans C[X| de P est :

P = X5 1= (X o 1)(X o 6i27r/5)(X - 6i47r/5)<)( o e—i47r/5)(X o 6—7127r/5)’

donc celle dans R[X] est :

P=(X—1)(X%—2cos(2m/5)X +1) (X? —2cos(4r/5)X + 1) |

2. On a aussi :

P=X’-1=X-DX"+ X3+ X2+ X +1).
Par intégrité de K[X], et puisque X — 1 # 0, on en déduit que

Q=X"+ X34+ X>+ X +1=(X?—2cos(21/5)X +1) (X? — 2cos(4n/5)X +1).

Par unicité de ’écriture d’un polynoéme, on a alors :

27 4 1 27 4 1
COS— +cCcos— = —— et CcoS— Cos— = ——.
5 5 2 5 5 4
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2 4 1 5 5—1
cos —; et cos g sont donc les deux racines de x° + %x — % =0ie — +4\[ et \[4 .
2 2 5—1 4 5+1
Or, cos —; > 0 donc |cos —;T = f4 puis | cos —;T = —f4+ .

3. Déja Q = X* 4+ X34+ X? 4+ X + 1 est non _constant.
Ensuite, soit (A, B) € Q[X]? tel que Q = AB.
En passant au degré, on obtient : 4 = deg(A) + deg(B).
On remarque que deg(A) € [0,4].
D’apres les questions précédentes, on a :

Q= (X — 7 /P)(X — ¥ /P)(X — e /5) (X — e727/%)  décompo en irréductibles de C[X]
= (X% —2cos(2m/5)X + 1) (X? —2cos(4n/5)X + 1)  décompo en irréductibles de R[X].

o Sideg(A) =1 ou deg(A) = 3, alors A ou B est un polynome de degré 1 et P aurait une
racine dans Q, ce qui est absurde (car les racines de @ dans C sont ei2m/5  idn/5  o—idn/5 oy
e?7/5 et aucune n'est réelle, et encore moins rationnelle).

o Sideg(A) =2, alors deg(B) = 2. De plus, A et B sont sans racine réelle (sinon, Q aurait
une racine réelle, ce qui n’est pas), donc A et B sont irréductibles dans R[X]. On a donc deux
décompositions de Q) en irréductibles de R[X] :

Q=AB = (X? —2cos(2n/5)X + 1) (X? — 2cos(47/5)X +1).

L’unicité de la décomposition en produit d’irréductibles de R[X] (a l'ordre prés des facteurs et
a une multiplication par une constante non nulle prés), nous indique qu’il existe (c, 5) € R*
tel que :

A=a(X?—2cos(2m/5)X +1) et B= B(X* —2cos(4r/5)X + 1).
SPG, on peut supposer que A est unitaire. Alors o = 1. Par unicité des coefficients d’un
polynome, on obtient —2 cos(27/5) € Q.
Donc, d’apres la question 2., 1_2*/5 € Q. Or, % € Q et Q est stable par différence donc % € Q,
puis /5 € Q, ce qui est absurde (exercice classique).

o Finalement, deg(A) =0 ou deg(A) =4, donc A € Q* ou bien B € Q*.

Ainst,

Q est irréductible dans Q[X] ‘
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Relation coefficient-racine

Exercice 48. Systéme non linéaire. Résoudre dans R? le systéme (S) { 3i t ;li?; i zy i —55

Correction. Soit (z,y) € R%. On a :

10zy = —20
(%) Lleﬁuz { rx—2zxy+y=>5

Ty = —2

<~
L2<—L2+%L1 { Tty = 1
L1<—L1/10

= x ety sont les racines du polynéme X? — X —2 = (X +1)(X — 2).

Ainsi,

les solutions de (S) sont (—1,2) et (2,—1) ‘

Exercice 49. Les sommes de Newton. Soit P = aX? + bX2 + ¢X + d un polynéme de degré 3 a
coefficients dans K (donc a #0).

On suppose que P est scindé sur K et on note x,y et z ses racines.
On pose

o1 =T+y+=z o2 =Y +x2+ Yz 03 = TYz
1. Exprimer les quantités o1, oo et o3 en fonction de a,b,c et d.
2. Exprimer les quantités x> + y> + 2% et 23 4+ y3 + 23 en fonction de o1, oo et o3.

c+y+z=2
3. Résoudre dans C3 le systéeme (S) : { a? +y? +22 =14

z? + P + 2% = 20.
Correction.

L . . . —b . c —d

1. D’apreés le cours (relation coefficients-racines), on a 01 = —, puis o9 = — et 03 = —.
a a a

2 Vous d 02 2 2_452_9 3 3 3_ .3 _ )

2. Vous devez trouver x* + y* + z° = of o2 et x° +y° 4+ 2° = 0y — 30102 + 303.

3. On doit trouver 6 solutions. L’'une d’entre elles est (1,—2,3), je vous laisse deviner les 5 autres.
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Exercice 50. Systéme hautement non linéaire. Résoudre dans C3 le systéme (S):{ = 4+ = 4 = — 1

Correction. On a les équivalences suivantes :

r+y+z=1 r+y+z=1 r+y+z=1

1 1 1 Yz +xz + 1Y x, Yy, z sont racines de
44 o] =S ] = zHxztay=—-4 <—

m+y+z TYyz Y Y X3 — X2 —4X +4

ryz = —4 ryz = —4 ryz = —4

Le polynome X3 — X% —4X + 4 admet 1 comme racine évidente, donc est factorisable par X — 1.
En factorisant directement, on trouve que

X3 X% 4X +4 = (X —1)(X?—4).

Donc les racines de ce polynome sont 1,2, —2.
1l y a donc 6 triplets solutions :

(1,2,-2) ; (1,-2,2) ; (2,-2,1) ; (2,1,-2) ; (=2,2,1) ; (=2,1,2).
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Exercice 51. Soit P = X3 + pX + q avec (p,q) € C2. Notons x1, 2, x3 les racines distinctes de P dans
C. Caractériser a Uaide de p et q la condition x} + x5 + 23 = 3.

Correction.
e P est unitaire, de degré 3, et a pour racines simples x1, 2, x3 donc
P=(X—2)(X —22)(X —x3) = X® — 01 X? + 02X — 03,

avec
01 : =21 +X2+ X3, 09 :=X1T9+ T2x3 + T3T1, O3 := T1T2T3.

On a aussi P = X33 + pX + q. Par unicité des coefficients du polynéme P, on a

o1 =0 o2 =1p 03 = —q.
o Pour touti € {1,2,3}, P(x;) =0 donc ¥} = —px; — q puis z} = —px? — qux;.
Donc
o1+ @5+ a3 = —p(af + 23 + 23) — g(w1 + 22 + 73) = —p(af + 73 + 23) — qon
= —p(af + a3 + 23).
Or, classiquement, 03 = 23 + 13 + 2% + 209, donc 23 + 23 + 2% = 03 — 209 = —2p.

Ainsi, v{ + 25 + 24 = —p(—2p) = 2p?, d’ou

-3 3
;L’?+m§‘+x§—3<:>p22<:>pe{ii\/;}.

r+y+z=3
Exercice 52. Un systéme non linéaire. Résoudre dans C, le systeme ¢ xy + yz + zx = 2
w4yt 42 =9

Correction. Procédons par analyse-synthese.

o« Supposons qu’il existe un triplet (z,y, z) € C* solution du systéeme.

Posons
P=(X-2)(X —9)(X —2)=X>—01X? + 02X — 03,

avec
or=x+y+z=3, oce=axyt+rz+yz=2 03=2Y2

Déterminons os.

Méthode 1. Pour cela, trouvons une relation entre x3 + > + 23, o1, 09 et 3. On a :

o =(x+y+2)?° =249+ 25+ 3% + 222 +vPx +yPz + 2P2a + 22y) + 6oy
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Or,

Pyt+atzryir+yia 4 Lot Py =ayle+y+2) -2 raezety+z) -yl +yz[@+y+2) - a]
=zylor — 2] + zz o1 — y| + yz o1 — 2]
= (zy + vz +yz)o1 — 3zyz

= 0109 — 303.

Donc 03 = (23 + y® + 23) + 30109 — 303 puis 303 = (23 + 3 + 23) — 0} + 30100 =0 d'ou

o3 =0]

Méthode 2. On peut aussi partir de P(x) = P(y) = P(z) = 0 pour en déduire une expression de
2+ % + 23 4 Uaide des fonctions symétriques élémentaires.
En effet,

3

x° = alwz — 09% + 03, y5 = 01y2 — ooy +o03 et 23

3 = 0122 — 092z + 03.
En sommant, on obtient :

23+ P+ 23 =0y (a® + y? + 2%) — 0109 + 303.
Or, classiquement, x2 + y* + 22 = 0? — 209 donc

3+ y3 + 28 = 0'1(0'% — 209) — 0109 + 303
3+ y3 + 23 = a‘i’ — 30109 + 303.
D’ou
303 = (563 + y3 + ZS) — Uf + 30109 = 0.
Ainst,
P=X3-3X?4+2X=X(X?-3X+2)=X(X -1)(X —2),

et x,y,z sont les trois racines de P donc {x,y,z} = {0,1,2} avec les 6 combinaisons possibles.

o Réciproquement, les 6 triplets (x,y,z) € C? tels que {x,y, 2} = {0, 1,2} sont solutions du systéme.

o En conclusion, le systéme posséde 6 triplets solutions :

1{(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2),(1,2,0),(2,0,1),(2,1,0)} |

Lycée Sainte-Geneviéve 47 C. Vergé



PCSI 2 TD 15 - Polynoémes (Correction) Année 2024-2025

Exercice 53. Relation coefficients-racines.
Trouwver toutes les racines complexes du polynome X* + 12X — 5 sachant que deuz de ses racines ont une
somme égale a 2.

Comme le coefficient de X3 est nul, la somme des quatre racines vaut 0; si la somme de deux racines
vaut 2, la somme des deux autres vaut -2 et le polynome s’écrit sous la forme :

P = (X = 2)(X — 2)(X — 2)(X — 24) = (X — 2X 4 p) (X +2X +¢),
avec (p,q) € C2.

L unicité des coefficients constant, de degré 1 et 2 donnent : pg=—5,p—q=06 et p+qg—4 =0. Ainsi,
(p=>5 et q=—1), si bien que

P=(X*-2X+5)(X*+2X - 1).

1l reste ensuite deux équations du second degré da résoudre.

On trouve que les quatre racines complezes de P sont —1 + /2, —1 — /2, 1 +2i et 1 — 2i|.
Remarque. Les deux derniéres racines de P sont complezes conjuguées car P € R[X].

Décomposition en éléments simples
1
z(z+1)...(z+n)

Exercice 54. Soientn € N* et f,, : x — . Calculer la dérivée n-ieme de f,.

o fn est une fonction rationnelle a poles simples définie sur R\ [—n,0]. Il existe donc ag,...,a, € R
tels que pour tout x ¢ [—n, 0],

o D’une part, pour tout k € [—n,0], a =

d" 1 —1)"n!
e D’autre part, < ) = (=1)"n

k) (—k+1)...(—D)(D)2)...(n—k) _K(n—Fk)!

dz" \z + k <x+k)rz+1
n n+k
. .. - (n) _ n &
Ainsi |Vx € R\ [-n,0], £, (z) ;) <k> (z + k)L |
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Exercice 55.

Correction.

o I >

Soit n € N*.

Calculer les sommes :

n

et

=2,

k=1

a(

existe (a,

x+1)(z+2)
b,c) € R3 tel que pour tout v € R\ {0, —1

1

1
k(k+ 1)(k +2)

a

2+ ) +2)

On trouve a =1/2, b= —1 et ¢ = 1/2. Ainsi,

Donc

e La fonction rationnelle a poles simples x >

S =

T

= 4k—1
T

7_2}7
L
r+1 x+2

2 ()
k+2 k+1

1

4 2(n+2)(n+1)|

4o — 1
z(z +2)

est une fonction rationnelle a poles simples, de partie entiére nulle, donc il

par télescopages

a une partie entiere nulle donc s’écrit sous

b
la forme © — 24 ——, avec (a,b) € R%. On trouwve a = —1/2 et b= 9/2.
r  x

Ainsi,

+ 2

—1/2 9/2

—t+—13
( k +k+2)
3k+1
k+2
3, ¥
2 n+1

n —+

k—1

)

3n+1
+ n-+2

3n+1
+ 5]

télescopage a 2 crans
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5 3" 1 3
D I, =—4+ — .
onc |1y, + (n+1+n+2>

Exercice 56. Soit P € K[X] un polynéme scindé dont les racines distinctes sont aq,...,on, et leurs
multiplicités respectives sont my, ..., my. Pour tout x € K\ {aq,...,a,}, donner une expression simplifiée
de L)

Pla) - Indication : ne chercher pas da appliquer un théoréme de décomposition en éléments simples,
mais exprimer simplement P’ da partir de la forme factorisée de P.

Correction. En notant A € K* le coefficient dominant de P, on dispose de [’expression factorisée
sutvante :
P=2X H — ay)™k.

En utilisant la régle de dérivée d’un produit, on obtient :

n
=AD (X — o)™ (X = ap)™
P

£k

S

P (x) “om
Pour tout x € K\ {a,...,a,}, on obtient alors : b

() k:lxia"v

Exercice 57. Soientn € N* et F,, : v R
x —_

1. Décomposer F,, en éléments simples sur C.

Correction. F,, est définie sur C\ U,,. Posons P, : z — 1 et Qp : z — 2" — 1 de sorte que

P,
F,=—.
Q'n, k
. . \ A . . 5 2km
F,, est une fonction rationnelle a poles simples dans C (ses racines sont les wy := e'n avec
k € [0,n —1]), et de partie entiére nulle. Par théoréme, on sait qu’il existe ag,...,an—1 € C tels
que

ZHE:

z—wk

ot pour tout k € [0,n — 1],

nwe)  n(w)"t n(we)" n
Donc
n—1 7
P2 — Z (D.E.S. sur C) |
koszn

2. En déduire la décomposition en éléments simples sur R de Fyy,.

Lycée Sainte-Geneviéve 50 C. Vergé



PCSI 2 TD 15 - Polynoémes (Correction) Année 2024-2025

Correction. Nous avons déja calculé la décomposition en éléments simples de Fy, sur C. La
fonction rationnelle Fy,, admet —1 et 1 pour seuls poles réels, les autres peuvent élre regroupés par
paires de conjugués.

Soit v € R\ {£1}. D’aprés 1., on a :

1 1 2nzl e% 1 2nl e“‘%
Fon(z) = 50— = 5 iz — o —
" 2 —1  2n kz::oxfer‘;’; 2n =y e
1 1 1 " e e
_% x1x+1+kzl<xelﬁzr+xoliw
1 1 1 n—1 e]iﬂ (T—e_l%r> —|—e_11:17r (T—e%>
S 2n(z—1)  2n(z+1) 2n = (:/L—el%ﬁ) (x—ef%ﬂ)
B 1 1 N 1% 2coskmy 2
S 2n(z—1) 2n(z+1)  2n = 2% — 2cos %ﬂx +1
1 Lo = costp—1
S 2n(z—1) 2n(z+1) n i xQ—QCos%”:z;Jrl.

Ainsi, la décomposition en éléments simples de Fyy, sur R est

1 1 1
oyt x— — + —
) n

—1 L km
"Z cos “x — 1
2n(x—1) 2n(x+1 = a?

—2COS%1‘+1.

2

Exercice 58. Dérivées d’arctan.

1. Justifier que la fonction arctan est dérivable et rappeler comment on obtient l’ex- pression de sa
dérivée. En déduire que arctan est de classe €°° sur R.

2. Prouver que pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, de degré au plus n tel que Vx €

P (z)
+1 o n . \ . /
R, arctan(™+1(z) = s Pour n € N, exprimer P11 a laide de P, et P),.
3. Via une décomposition en éléments simples de arctan’(z), obtenir, pour n € N et x € R, l’expression
de P,(z).
Correction.

1. La restriction de la fonction tan d [’intervalle ]—%, g[, est (continue), strictement croissante,

dérivable et sa dérivée ne s’annule pas sur cet intervalle. Ainsi sa fonction réciproque est dérivable
sur son domaine de définition R et, pour tout x € R, on a :

1 1 1
arctan’(z) = = = .
(z) tan’(arctanz) 1+ tan®(arctanz) 1+ 22

Méthode 1. Comme la fonction polynomiale = +— 1+ x2 est de classe € et ne s’annule pas sur

R, la fonction x 7

1522 est de classe €°° sur R comme inverse d’une fonction de classe €°
x
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qui ne s’annule pas. Comme cette derniére est la dérivée de arctan, on en déduit que arctan est de
classe €*° sur R.

Méthode 2. Etant donné que la restriction de la fonction tan & Uintervalle }—g,g[ est € et
que sa dérivée ne s’annule pas, sa fonction réciproque, arctan, est de classe € sur R.

2. Unicité. Soit n € N. Si un polynome P, vérifie la propriété précédente, alors :

Ve e R, (1+2%)"arctan®™V(z) = P, (x).

Cela prouve l'unicité de la fonction polynomiale R — R , donc l'unicité du polynome
x — Py(z)
P,.
Existence. Par récurrence sur n € N.
1
o La propriété est vraie pour n = 0 puisque Vo € R, arctan’(z) = T2 et ainsi le
x

polynome Py = 1 répond au probleme.
e Soit n € N tel que H,. Il existe donc un polynéme P, de degré au plus n tel que Yz €

R, arctan(+1(z) = (1571(2:?7&1
T

En dérivant cette relation (on sait que les fonctions sont dérivables) on obtient pour
(1+ %) Py() — 2(n + V)P (x)
(1 + 22)n+2 ‘

P,+1=0+X?P. —2(n+1)XP,|, on a Vo € R, arctan®t?)(z) =

tout x € R, arctan("*?)(z) =

- Par suite en posant

Pri1()
1+ a2)n+2

Comme par hypothése on a deg(P,) < n, on en déduit :

— d’abord deg(P!) <n —1 et donc deg((1 + X?)P!) <n+1;

— puis deg(2(n+ 1)XP,) <n+1;
On a alors deg(Pp+1) < n+ 1, ce qui termine la démonstration de I’hérédité, et conclut
la récurrence.

3. Pour x € R, on a

arctan’(z) = Lo ! Z( ! ! )
2241 (z—d)(x+i) 2\z+i x—i)’

En wutilisant alors le résultat de la question précédente (avec a = —i et a = i), on obtient, pour
reERetneN:

arctan! x) == -

2\ (z+0)n L (z— iyt

- i(_lz)nn! ((33 +1¢)n+1 C (x —1¢)n+1>

(=Dl (=) = (x4 i)
2 (22 + 1)ntt '

nt1)(z) = i (((1)n”' (—1)"n! >

i(—1)"n!
On en déduit que | P, = 7,(2)12 ((z =)™ = (x4 0i)"*h) |
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Gros exercices

Exercice 59. Un classique.
1. Soit G = {Q € R[X] | (X2 - 1)@’ = 2XQ}.

(a) Soit Q € G\ {Ogx)}- En evaminant les coefficients dominants, montrer que deg Q = 2.

(b) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R[X] et en déterminer une base.

2. Dans la suite, on suppose que n > 3. On pose E = R, [X].
1
On considére 'application f : P +— §(X2 —1)P"—XP + P.

(a) Montrer que f est un endomorphisme de E.
(b) Déterminer une base de Ker(f —Idg) (on pourra utiliser judicieusement la question[1)).
(¢) Déterminer une base de Kerf.
(d) Ici, n=3.
i. En concaténant les bases précédentes, montrer que E = Ker(f — Idg) @ Kerf.
1. Déterminer un polynome annulateur pour f.

Correction.

1. (a) Notons n = deg@ (licite, car Q est non nul) donc Q = ap, X" + -+ avec a, # 0.
En examinant le terme de degré n + 1 de chaque coté de légalité (X2 — 1)Q' = 2XQ, on
obtient na, = 2a,,.

En divisant par a, # 0, on an = 2.

(b) Méthode 1. D’aprés la question précédente, il suffit de chercher @ € G parmi les polynomes
de degré < 2.

Soit donc Q = aX? + bX + c. Raisonnons par analyse-synthése.
Analyse.

Ona (X?-1)Q =2XQ donc (X?—-1)(2aX +b) = 2X(aX?+bX +¢)
done 2aX?+bX2%2—-2aX —b = 2aX?+20X2 + 2¢X

Par unicité des coefficients/par liberté de (1, X, X?), on a donc

20 = 2a
b = 2b
—2a = 2c¢
-b = 0
donc b T Z 8

donec Q=aX?—a
donc @Q est de la forme a(X? —1).

Synthése. Vérifions qu’un polynome Q de la forme a(X? — 1) est solution.
Le membre gauche vaut (X? —1)Q' = (X2 — 1) x 2aX

Lycée Sainte-Geneviéve 53 C. Vergé



PCSI 2 TD 15 - Polynoémes (Correction) Année 2024-2025

Le membre droit vaut 2XQ = 2X x a(X? —1)

Les deux membres sont égaux, donc Q est solution !

Au lieu de raisonner par analyse-synthése, on peut raisonner par équivalences,
mais c’est dangereux pour un éléve. Faites-moi confiance !

On a les équivalences suivantes

(X2 -1)Q'=2XQ <+ (X?-1)(2aX +b) =2X(aX?+bX +¢)
< 2aX3+bX%?—2aX —b=2aX3+2bX?% +2cX

20 = 2a
PN b = 2b
—2a = 2c
-b = 0
— a + + ¢ =0
b =0

— Q=aX’—a
< @Q est multiple de X? —1

Méthode 2. Cette méthode ne passe pas par l'unicité des coefficients, mais par l'utilisation
des racines des différents polyndomes.

Analyse. Soit Q € G. Alors (X? —1)Q' = 2XQ.

FEvaluons cette égalité en 1 et en —1.

On obtient Q(1) =0 et Q(—1) = 0.

Donc 1 et —1 sont racines de Q.

Comme Q est de degré au plus 2, on a Q = a(X —1)(X +1) = a(X? — 1) avec a € R.
Synthése. Réciproquement, on vérifie facilement qu’un multiple de X2 — 1 est dans G.

2.(2a) > On s’assure que f envoie R,[X] dans R,[X] (ce qui n’est, a priori, pas une évidence).

Ici, ce n'est pas difficile, car chaque terme de f(P) est un polynome de degré < n. En effet, pour
P eR,[X], on a

1
deg(P) < n deg(—XP') = 1+deg P’ < 1+(n—1) =n deg (§(X2—1)P”> =2+deg P" < 2+(n—2) =7

Comme deg (f(P)) < max(les trois degrés ci-dessus), on a deg (f(P)) < n.

> Linéarité de f. A vous.
(2b) Raisonnons par analyse-synthése.
Analyse. Soit P € E vérifiant f(P) = P.
1 1
On a alors 5(X*~1)P"=XP'+P = P, d'oi 5(X?=1)P"=XP' = 0 d'oi (X*~1)P" = 2XP".
Ainsi, P' est dans G. D’aprés la question , on en déduit que P’ s’écrit a(X? —1).
Ainsi, P s’écrit a(3X® — X) + ¢ ou c € R.
Synthése. Vérifions qu’un polynome P de la forme a(%X‘3 — X) + ¢ vérifie f(P) = P.
Calculons f(P).
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Faisons un petit calcul préparatoire en calculant f(3X3 — X) et f(X°). Je vous laisse faire.
On a

f(P) = fla(3X® = X)+¢) = af(3X* = X) +cf(X°) = a(3X°—X)+eX° = P

1
(2¢) o Soit P € E vérifiant i(XQ —1)P" - XP'+ P = Opx.-

On peut supposer P non nul. Ainsi P = agX%+ ... avec aq # 0.

En examinant le terme en X® de Uégalité, on obtient §d(d —1)ag — dag + aqg = 0.

Dot d>—3d+2=0. dinsid=1 oud=2.

On vient de montrer que deg P =1 ou deg P = 2.

Ceci constitue une premiére étape. Attaquons la deuxieme étape de la preuve.

Avec la condition sur le degré, on en déduit que dans tous les cas, P est de la forme aX? +
bX + ¢ (avec a nul sidegP =1 et a#0 si degP = 2).

On a

1 1
5(X2 —1)P" — XP'+ P =0Ogpx) donc 5()(2 —1)(2a) — X(2aX 4+ b) + (aX? 4+ bX + ¢) = Og[x]

donc (320 —2a+a)X? + (=b+b)X + (—32a+c) = Oy

Par unicité des coefficients, on obtient donc :

0 = 0
0 =0
—a+c = 0

donc P=aX?+bX +a
donc P =a(X?+1)+bX

donc P est combinaison linéaire de X2+ 1 et X

e Réciproquement, vérifions qu’un polynome P combinaison linéaire de X+ 1 et X est solu-
tion, c’est-a-dire vérifie f(P) = 0.
Commengons par un petit calcul préparatoire en calculant f(X? + 1) et f(X). Vous devez
trouver 0.
Ecrivons P sous la forme a(X? +1) +bX.
On a alors

F(P) = f(a(X?+1) +X) = af(X2+1)+bf(X) = a-04b-0 = 0.

Finalement, | Ker f = Vect (X? + 1, X) |.

(2d) A faire.
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Exercice 60. Un endomorphisme de K,[X]. Soit n > 2.
Py=1

1
Vke[l,n], P, = —X(X —k)F 1L

Soit F = (Py, Py, ..., Py) la famille d’éléments de K, [ X] définie par {
k!

1. Montrer que F est une famille génératrice de K, [X].
Montrer que F est une base de K,[X].
Soit k € [1,n]. Vérifier que P (X + 1) = P,_1(X).

e e

Soit f Uapplication définie sur K,[X] par f: P+— P(X) — P (X +1).

(4a) Prouver que f est un endomorphisme de K, [X].

(4b) Calculer f(P) pour tout polynome P de F.

(4¢) En déduire que f est un automorphisme de K, [X].

(4d) Montrer que (X — 1)"! est un polynéme annulateur de f.

(4e) Déterminer les valeurs propres de f, c¢’est-a-dire les A € K tels que Ker(f — A1dg) # {0g}.

5. En introduisant l’endomorphisme g = 1d — f, démontrer que pour tout m € N, on a

VP eKnlX], fmP) = f:(_w‘ (”7>P<")(X+z‘>,

i=0 v

ot PO désigne le polynome dérivé iéme de P.

Correction.

1. Méthode 1. On veut montrer que ’Vect (F) = K, [X] ‘
L’inclusion non évidente est O et cette inclusion revient a montrer que

Vke[o,n], X" e Vect(F).

Montrons que, pour tout k € [0,n], la propriété Hy : « X¥ € Vect (F) » est vraie, par
récurrence forte, finie, sur k.

Initialisation. La propriété Hy est vraie car X° vaut Py qui est bien dans Vect (F).
Hérédité. Soit k € [0,n — 1]. On suppose que les propriétés Ho, . .., Hy sont vraies.

Montrons Hy41-
On a l’égalité

1
P = X(X - F = ——— | XM wee R de degré < k
k-1 Gt 1)l ( (k+1)) (k+1)![ +R} avec R de degré <
Ainsi
XMl — (k+1)!Py — R (%)
e Le polynome R est de degré < k, donc est combinaison linéaire de X°, ..., XF*.

D’aprés Ho, ..., Hi, on en déduit que R est dans Vect (F).
e Le polynome Pyyq est un polynome de la famille F, donc est a fortiori dans Vect (F).

L’égalité (¥) et les deux points e précédents montrent que X*+1 est dans Vect (F).
On a donc Uhérédité, ce qui clot la récurrence et la question.
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Méthode 2. Pour cela, on se donne un polynome @ quelconque de K,,[X].
On cherche a montrer que QQ est combinaison linéaire des polynomes Py, ..., Py,.
Autrement dit, on cherche a montrer qu’il existe des scalaires Ay, ..., A\, tels que

A017:)0"’_)\1131‘f"""‘A'rLIDn:62'

Par unicité des coefficients en X0, X1, ..., X" de cette égalité, cela revient a montrer ’exis-
tence de scalaires o, ..., A\ vérifiant le systeme
Xocoeffxo(Py) + Aicoeffxo(P1) + -+ + Aycoeffxo(Pn) = coeffxo(Q)
Nocoeffx1(Py) + Mcoeffxi(Pr) + -+ + Apcoeffxi(Pn) = coeffxi(Q)
Xocoeffxn(Po) + Aicoeffxn(P1) + -+ + Apcoeffxn(Pn) = coeffxn(Q)

En fait, Vk € N*, deg P, = k, donc on obtient le systéeme triangulaire suivant

Xocoeffxo(Po) 4+ Aicoeffxo(P1) + Agcoeffxo(P2) + -+ + Apcoeffxo(Pn) = coeffxo(Q)
Acoeffxi(Pr) + Xgcoeffxi(Pe) + -+ 4+ Ajcoeffxi(Pn) = coeffx1(Q)

Agcoeffx2(P2) + -0 4 Apeoeffx2(Pn) = coeffx2(Q)

A, coeﬁ"Xn (Pn) = coeffxn(Q)

1
Dans notre exercice, on o Vk € [0,n], coeffxr(Pr) = ]

Le systéeme précédent s’écrit matriciellement :
matrice triangulaire avec une belle diagonale a dessiner : a vous de faire le dessin

La matrice qui intervient est triangulaire supérieure avec aucun zéro sur la diagonale donc
elle est inversible.

Donc en inversant la matrice, on obtient des \; en fonction des coefficients de @ tels que...

Bilan : la famille F est génératrice de K,[X].
Remarque. Avec cette méthode, on a méme montré que la famille F est une base de K, [X].

2. D’aprés la question précédente, F est une famille génératrice de K,[X]|. De plus, F est une
famille libre (en tant que famille de polynomes non nuls, d degrés échelonnés puisque Yk €

[1,n], deg(Py) = k). Donc, | F est une base de K, [X] ‘

3. e Pourk=1,0naP{(X+1)=1=P(X).
o Pour k€ [2,n], ona
1

1 k—
Pl(X+1) = H(X+1—k:)’HJFT(thl)(XJrl—lc)’H =

1

i 1)‘X(X+1—k)k*2 = P,_4.
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4. (4a) On remarque que f =1Idg, [x] —g ot g: P+ P'(X +1), et Idg,[x] € L(K,[X]).
Il suffit de montrer que g € L(K,,[X]). Et ce n’est pas trop dur! A FAIRE. Ainsi, par diffé-
f € L(K,q[X])].

() Ona[f(o) =By
o Pourk € [1,n], ona f(Py) = P,—P}(X+1) = P,—Pi_1. Donc,
(4¢) Notons Vk € [1,n], Qr = P, — Pr_1 et Qo = Fp.
Montrons que (Qo,...,Qn) est génératrice de K,[X].
On remarque que

rence,

Wk € [1,n], f(Py) =P~ Pe1|

Py = Qo Py =Qo+ Q1 Py = Qo+ Q1+ Q2 P,=Qo+ Q1+ -+ Qn,

ce qui prouve que Vk € [0,n], Py € Vect (Qo,...,Qn).

Puis que Vect (P, ..., P,) C Vect (Qo,...,Qn).

Puisque (Py, ..., P,) est génératrice de K,[X], on a ’KR[X] C Vect (Qo, ..., Qn) ‘

De plus, puisque Vk € [0,n], deg Py = k, on a immédiatement deg Q = k, ce qui montre que
’ (Qo, - ..,Qn) est une famille de polynomes de K,,[X]

[tibre],

On conclut que (Qo, . ..,Qn) est une base de K,[X].
Puisque [ € L(K,[X]), (Po,...,Pn) et (f(P),...,f(Py)) sont des bases de K,[X], on

, non nuls et échelonnés en degré donc

sait par théoreme de caractérisation des applications linéaires, que ’f est bijective |, donc
| f € GL(K.[X))|
1 -1 0 0]
0 1 -1 0
Plus tard, on dira que : la matrice de f dans la base F est A= |: . . . 1|,
0 1 -1
10 0 1]
et cette matrice étant inversible, on en déduit que ’ f est un automorphisme de K,[X] ‘
(4d) Montrer que (X — 1)"! est un polynome annulateur de f revient a montrer que
(f = 1d)"' = 02k, (x))-
n+l _

’En notant g : P+ P'(X +1)
(_1)n+1gn+1‘

, on remarque que f = IdKn[X] — g, donc (f — IdKn[X])

11 suffit donc de montrer que | g™t = Oz, [x]) |-

Pour cela, on va calculer les itérés de g.

Par une récurrence immédiate, on montre que | g* : P — pk) (X + k) pour tout k € N|.

En particulier g"t1 : P — POTD(X 4 n).
Or, pour P € K,[X], PO egt e polynome nul, donc 'endomorphisme ¢"t, défini sur
K, [X], est nul.
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(4¢) Déterminer les valeurs propres de f, c’est-a-dire les X € K tels que Ker(f — Ndg) # {0g}.

Analyse. Soit A € K une valeur propre de f.
Lemme. De maniére générale, lorsqu’on a un endomorphisme f d’un espace vectoriel E
annulé par un certain polynome @Q, alors une valeur propre de f est racine de Q).
Soit f € L(F). Soit Q un polynéome annulateur de f (i.e. Q(f) =0).
Soit X\ une valeur propre de f. Alors il existe x € E tel que x # 0 et f(x) = A\x. Montrons que X\ e:
racine de @ i.e. Q(\) = 0.
L’égalité f(x) = \x s’itére de la maniére suivante

F2(x) = f(2) = M () = M = Na,

et on montre que f*(x) = Nz par récurrence immédiate.
Ainsi si Q(f) = 0 avec Q = . b X*, alors Q(f) = X b f*.
En prenant l"image de x par cet endomorphisme, on a
QUA(x) =D bif*(x)
=Y bz
— Q) -

Or, Q(f) =0 donc Q(f)(x) =0 d’ou Q(\) -z =0, et comme x # 0g, on en déduit que Q(N\) =0, ¢
qui prouve le lemme.

Comme le polynome Q = (X — 1)"*1 est annulateur de f, et que sa seule racine vaut 1,
on en déduit que la seule valeur propre possible pour f est A = 1.

Synthése. Vérifions (ou pas) que 1 est valeur propre.
Il s’agit de voir s’il existe un polynome P mon nul tel que f(P) = P, c’est-d-dire tel que
P-P(X+1)=P.
En prenant P =12, on a bien P € K,[X], non nul, tel que f(P) = P, ce qui prouve que
1 est valeur propre de f.
Conclusion, | la seule valeur propre de f est 1 ‘

5. Fizons m € N.
On écrit f sous la forme Idg ,[x] — g avec g : P +— P'(X 4 1).
Comme Idg, x) et g commutent, on peut utiliser la formule du binome de Newton et on obtient :
" (m
M= <k>(—1)k9k
k=0
Appliquons cette égalité d’endomorphismes a un polynome quelconque. On obtient :

VPEK X, f(P) = 3 (””L)(—nkg'f(m.

k=0 k
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Or, on a déja remarqué que g~ : P — p) (X + k). Donc

m

(

m

)(—1)’fp<’f>(x + k)|
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