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Echauffement

Exercice 1. Dans un lycée de 1200 éléves, 652 pratiquent une activité sportive, 327 jouent d’un instrument
de musique et 453 ne font ni sport, ni musique. Déterminer le nombre d’éléves sportifs et musiciens.

Correction. Notons S l'ensemble des éléves faisant du sport et M celui des éléves jouant d’un instru-
ment. D’aprés U'énoncé, Card(S) = 652; Card(M) = 327; Card(S N M) = 453 = Card(SU M), d’aprés
les lois de Morgan.

En passant au complémentaire, il vient : Card(S U M) = 1200 — 453 = 747.

| Card(S N M) = Card(S) + Card(M) — Card(S U M) = 652 + 327 — 747 = 232 |

1l y a 232 éleves sportifs et musiciens.

Exercice 2. Diviseurs. Soit n = 23! x 319, Dans tout exercice, « diviseur » veut dire « diviseur positif ».
1. Combien n? a-t-il de diviseurs ?
2. Etait-il prévisible que ce nombre soit impair ?
3. Combien n? a-t-il de diviseurs <n ?

4. Combien n? a-t-il de diviseurs qui ne divisent pas n mais qui sont < n ?

Correction.

1. On sait que les diviseurs de n® = 262 x 3% sont de la forme 2% x 3" avec a € [0,62] et b € [0, 38], soit

63 possibilités pour a et 39 possibilités pour b. Par principe multiplicatif, ’712 posséde 63 X 39 = 2457 diviseurs|.

2. Oui, car, a Uexception de n, chaque diviseur d de n® posséde un diviseur « associé » 7, ce qui
permet de regrouper les diviseurs # n par paires.

3. En reprenant la notion d’association de la question précédente, on constate que les paires de divi-
seurs associés sont par nature constituées d’un diviseur < n et d’un > n.

Iy a donc 1+ % = 1229 diviseurs de n® qui sont < n|.

4. Parmi les 1229 diviseurs de la question précédente, 32 x 20 = 640 sont diviseurs de n, donc le

résultat est 1229 — 640 = .
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Listes et mots

Exercice 3. Nombres a sept chiffres. Soit E l’ensemble des nombres a 7 chiffres ne comportant aucun
0.

1. Déterminer le cardinal de E.
Déterminer le cardinal de E1, la partie de E constituée des nombres ayant 7 chiffres différents.

Déterminer le cardinal de Es, la partie de EE constituée des nombres pairs.

L e

Déterminer le cardinal de Es, la partie de E constituée des nombres dont la suite des chiffres (dans
Dordre o1 ils sont écrits) est strictement croissante.
Correction.

1. Un élément de E est essentiellement la méme chose qu’un mot de longueur 7 sur l’alphabet [1,9].
Ainsi | |E| =97 = 4782969 |.

2. Avec le point de vue précédent, un élément de Ey correspond a un T-arrangement sur [1,9], donc
1| =9x8x7x6x5x4x3=181440].

3. Un élément de E est pair si et seulement si son dernier chiffre est 2, 4, 6 ou 8. Ainsi, pour
construire un élément de Esy :

e on choisit les 6 premiers chiffres, qui forment un mot de longueur 6 sur [1,9] : il y a 95
possibilités ;

o on choisit le dernier chiffre dans {2,4,6,8} : il y a 4 possibilités.

D’aprés le principe de multiplication, on a donc||Fs| = 95 x 4 = 2125764 |.

4. Pour construire un élément de Es, il suffit de choisir ’ensemble les T chiffres distincts qui inter-
viendront dans le nombre. Puisque ceux-ci doivent étre rangés par ordre croissant, il y a alors un
seul nombre possédant ces chiffres.

Ainsi, le cardinal de E3 est exactement le nombre de parties a 7 éléments de [1,9] :

|Bs| = |25([1,9]) | = (2) = (3) =28 36
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Exercice 4. Pique, Cceur, Carreau, Trefle. Soit E = {#,Q0,, &} un ensemble a 4 éléments.

(i) Dénombrer les matrices de taille 1 x 4 a coefficients dans E.
(i) Méme question mais avec des coefficients tous distincts.
(iii) Dénombrer les matrices de taille 3 x 1 d coefficients dans E.
(iv) Méme question mais avec des coefficients tous distincts.
(v) Dénombrer les matrices de taille n X n a coefficients dans E.
(vi) Dénombrer les matrices de taille n xn a coefficients dans E qui possédent exactement un O par ligne.

(vii) Dénombrer les matrices de taille n X n da coefficients dans E qui possédent exactement un O par ligne
et par colonne.

Correction.
(i) Dénombrer les matrices de taille 1 x 4 a coefficients dans E.
Se donner une telle matrice revient d :
e choisir le 1" coefficient : 4 choiz
o choisir le 2°™¢ coefficient : 4 choix
e choisir le 3™ coefficient : 4 choix

o choisir le 4¢™¢ coefficient : 4 choix

s0it |4 x 4 x 4 x 4 = 4* possibilités |.

(ii) Méme question mais avec des coefficients tous distincts.
Se donner une telle matrice revient d :
e choisir le 1°" coefficient : 4 choix
o choisir le 2°™¢ coefficient : 3 choix
e choisir le 3™ coefficient : 2 choix

o choisir le 4™ coefficient : 1 choix

soit ] 4 x3x2x1=4! possibilités

(7ii) Dénombrer les matrices de taille 3 x 1 a coefficients dans E.

Se donner une telle matrice revient a :

e choisir le 1°" coefficient : 4 choix
o choisir le 2¢™¢ coefficient : 4 choix

o choisir le 3°™¢ coefficient : 4 choix

soit ’ 4 x 4 x 4 =43 possibilités|.

(iv) Méme question mais avec des coefficients tous distincts.

Se donner une telle matrice revient a :
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e choisir le 1°" coefficient : 4 choix
o choisir le 2°™ coefficient : 8 choix

o choisir le 3°™¢ coefficient : 2 choix

soit ’ 4 x 3 x 2 (encore égal a 4!) possibilités‘.

(v) Dénombrer les matrices de taille n x n a coefficients dans E. Plusieurs méthodes.

Construction en ligne. Se donner une telle matrice revient a :
e choisir les coefficients de la 1¢7 ligne : 4" choix

o choisir les coefficients de la 2°™¢ ligne : 4" choix

o choisir les coefficients de la n®™ ligne : 4™ choiz

soit | (4" = 4" possibilités |.

Construction coefficient par coefficient. Se donner une telle matrice revient a :
e choisir le 1" coefficient : 4 choix
o choisir le 2¢™¢ coefficient : 4 choix
[ ]

e choisir le n?-éme coefficient : 4 choix

soit |47 possibilités |.

(vi) Dénombrer les matrices de taille n X n a coefficients dans E qui possédent exactement un O par
ligne.

Construction en ligne. Se donner une telle matrice revient a :

e choisir les coefficients de la 1°"¢ ligne : n3"~ ' choiz
En effet, cela revient a
* choisir la place du ceur : n choix

* chotsir les autres coefficients en nombre de n — 1, avec 3 choix pour chacun de ces coeffs :
371 choiz
e choisir les coefficients de la 2°™¢ ligne : n3"~' choix

e choisir les coefficients de la n®m ligne : n3"~' choiz,

soit | (n3"1)" possibilités .

Construction différente. Se donner une telle matrice revient a :

e choisir la place des ceeurs : n™ choix
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En effet, cela revient a
* choisir la place du ceur sur la 1¢7¢ ligne : n choix

x choisir la place du ceeur sur la 2°™ ligne : n choix

x choisir la place du ceeur sur la n®™¢ ligne : n choiz

e choisir les autres coefficients en nombre de n> —n avec 3 choix pour chacun de ces coeffs :
2_ .
3" " choix

soit | nngn’—n possibilités)|.

(vii) Dénombrer les matrices de taille n x n da coefficients dans E qui possédent exactement un O par
ligne et par colonne.

Construction en ligne. Se donner une telle matrice revient a
e choisir les coefficients de la 1™ ligne : n3"~' choix
En effet, cela revient a
* choisir la place du ceur : n choix

* choisir les autres coefficients en nombre de n — 1, avec 3 choix pour chacun de ces coeffs :
371 choiz

e choisir les coefficients de la 2°™¢ ligne : (n — 1)3"~! choiz
En effet, cela revient a
* choisir la place du ceur : n — 1 choix

* chotsir les autres coefficients en nombre de n — 1, avec 3 choix pour chacun de ces coeffs :
371 choiz

o choisir les coefficients de la (n — 1) ligne : 2 x 3"~ choix

e choisir les coefficients de la n®™ ligne : 1 x 3"~ ! choiz

soit [ (n3" 1) x ((n — 1)3" 1) x -+ x (2 x 371 x (1 x 3"~ 1) possibilités|.

Construction différente. Se donner une telle matrice revient a

e choisir la place des ceeurs : n! choiz
En effet, cela revient a
% choisir la place du ceur sur la 1¢7¢ ligne : n choiz

x choisir la place du ceeur sur la 2°™ ligne : n — 1 choix

choisir la place du ceur sur la n®™ ligne : 1 choix

*

e choisir les autres coefficients en nombre de n? —n avec 3 choix pour chacun de ces coeffs :
37" choin

. 2_ e
soit | n! x 3™ ™" possibililés|.
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Exercice 5. Rangement d’une bibliothéque. Une étagére comporte des livres distincts : m livres de
mathématiques, p livres de physique et ¢ livres de chimie. On pose N =m +p+ c.

1. Combien y a-t-il de facons de ranger cette étagére ¢
2. Méme question en imposant un rangement par genre.

3. Méme question en imposant uniquement que les livres de maths soient groupés.

Correction.
1. Premieére explication. Un rangement des N livres revient a :

— choisir la place du 1¢" livre : N choix

— choisir la place du 2°™¢ livre : N — 1 choiz

— choisir la place du N°™¢ livre : 1 choiz

D’od’Nx (N —1) x---x1= N! rangements|.

Deuxiéme explication. On peut aussi raconter la chose « da l’envers ».
Un rangement des N livres revient d :

— choisir le livre de la 1¢ place : N choiz

— choisir le livre de la 2™ place : N — 1 choiz

— choisir le livre de la N¢™ place : 1 choix

D’ou

N x (N —=1) x---x 1= NI rangements|.

2. Se donner un rangement par genre revient d :

— choisir l'ordre des 3 genres : 3! = 6 choix
— chotsir la place des m livres de maths : m! choix
— chotsir la place des p livres de physique : p! choix

— choisir la place des ¢ livres de chimie : ¢! choix.

D’ou |6 m!ple! tels rangements |.

3. Se donner un rangement ot les livres de maths sont regroupés revient a :

e choisir la place du 1°" livre de maths : N — m + 1 choiz.
FEaxplication :

N — m places m places
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Le place verte est en (N —m + 1)°™¢ position : c¢’est la derniére position que peut occuper le
premier livre de maths de la série. Le premier livre de la série des livres de maths peut occuper
la 1°"® position, la 2°™¢ position, etc. ou la (N —m + 1)¢™¢ position.

e placer les m livres de maths sur les m positions déja fixées : m! choix

o placer les N —m livres restants sur les N —m positions restantes : (N —m)! choiz.

D’od’ (N —m+1)m! (N —m)! tels rangements

, ce qui s écrit encore’m! (N—m+1D!'=m!(p+c+1)! ‘

Exercice 6. Chemins N/E. Soient p et q des entiers naturels fizés. On part du point de coordonnées
(0,0) pour rejoindre le point de coordonnées (p,q), en se déplagant a chaque étape d’une unité vers la droite
ou vers le haut. Combien y a-t-il de chemins possibles ?

Indication : coder un chemin par un mot (D pour droite et H pour haut).

Correction. On pose H = "vers le haut" et D = "vers la droite". Un exemple de chemin de (0,0) d (p,q)
est le mot DD ...DHH ... H ou D est écrit p fois et H est écrit q fois. Le nombre de chemins cherché
est clairement le nombre d’anagrammes (une...) du mot précédent.

Le nombre de choixz de l’emplacement des H est (pzq). Une fois que les lettres H sont placées, il n'y a

plus de choix pour les lettres D. Il y a donc (pzq) chemins possibles.
Remarque : si on place d’abord les lettres D alors on a (p;q) choiz possibles. Mais on trouve bien sur le

méme nombre de chemins car (p+q) = (p+q).
q P

Exercice 7. Listes de 0 et de 1. Soit n € N*. On note E = {0,1}", que l’on interpréte comme un
ensemble de n-listes de 0 et de 1.

1. Soit k € [0,n]. Combien d’éléments de E ont exactement k occurrences de « 1 » ¢

2. Soit p € [1,n]. Combien d’éléments de E ont leur premiére occurrence de « 1 » en p-iéme position ?

Soup Dt srosieoq 9sdi-f 619 329 € I » 9bh 9959000 91dimorg oY Ssrob I ob ¥9 0 ob oesl-st oy othsroremon misssst H woatodD
S oy o) © o¥ell nl ob Sirddh o) oldsraeest

Correction.

1. C’est une question de cours : il s’agit des anagrammes du « mot »

00---0011---11.
—_——— ——
n —k fois k fois

Pour construire une telle anagramme, on choisit les positions des 1, c’est-a-dire k positions parmi

n

les n positions possibles :| il y en a donc () |

2. Pour construire un élément de FE,

e les p— 1 premiéres positions sont occupées par des O : 1 seule possibilité ;
e la p-iéme position est occupée par un 1 : 1 seule possibilité ;

o les positions sutvantes sont libres : 2 possibilités pour chacune des n — p derniéres positions,
d’ou 2" P possibilités au total.
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Par le principe de multiplication (ou le principe de bijection, parce que que l’on a en fait construit
une bijection entre la partie de E da dénombrer et l’ensemble des (n — p)-listes de 0 et 1),

il y a 2"7P éléments de E dont le premier 1 est en p-ieme position‘.

Exercice 8. Nombre d’anagrammes.
1. Déterminer le nombre d’anagrammes des mots « maths », « rire » et « suissesses ».

2. Plus généralement, si un mot est constitué de ny occurrences de la lettre ay ; ng occurrences de la

lettre ag, et ainsi de suite jusqu’a n, occurrences de la lettre a, (avec les (a;) toutes distinctes),
combien a-t-il d’anagrammes ?

Correction.

1. La méthode générale a été vue en cours : il faut « placer » les lettres les unes aprés les autres.

o Pour construire une anagramme du mot « maths », il faut choisir ’emplacement du « m » (5
possibilités), puis celui du « a » (4 possibilités), puis celui du « t » (3 possibilités), puis celui
du « h » (2 possibilités), puis celui du « s » (1 possibilité).

Par le principe de multiplication, | « maths » a5 x4 x 3 x2x1=5=120 anagmmmes‘.
(On wvoit d’ailleurs qu’il en irait de méme pour tout mot de b lettres, toutes différentes).

o Pour construire une anagramme du mot « rire », il faut choisir ’emplacement des deux « r »
(donc choisir deux emplacements parmi les quatre : (3) = 6 possibilités), puis celui du « i »
(2 possibilités), puis celui du « e » (1 possibilité).

Par principe de multiplication,

« rire » a donc 6 x2x1=12 anagmmmes‘.

o Pour construire une anagramme du mot « suissesses », il faut choisir ’emplacement des siz
« s » (ce qui donne (g) = (g) = % = 84 possibilités), puis celui du « i » (3 possibilités),
puis celui des deuz « e » (1 possibilité).

Par principe de multiplication, | « suissesses » a 84 x 3 x 1 = 252 anagmmmes‘.

2. On effectue le méme raisonnement, en notant N = ny+---+mn, le nombre total de lettres du mot :
pour construire une anagramme,

e on place les ni occurrences de ay : (f;:) possibilités ;

N— o7 oyey 2
o on place les ny occurrences de ag : ( n2n1) possibilités ;
o etc.
N1 —No— e —Tp_ e a1, s
e on place les n,._1 occurrences de ap_1 : ( ™ 22 ) Tor 2) = ("Tnl‘*'l"’") possibilités.
r— T—

N—-nji—no—-—np_1

e on place les n, occurrences de a, : (
Uz

) = (Z:) =1 possibilité.

Lycée Sainte-Geneviéve 8/@' C. Vergé



PCSI 2 TD 17 - Dénombrement (Correction) Année 2024-2025

Par principe de multiplication, le nombre d’anagrammes est :

N N—n1 N—nl—ng—---—m,,g N—nl—ng—'--—nr,l
X X oo X X
ni no Ny—1 oy
ny+ne+ -+ ny ng + -+ Ny Np—1 + Ny Ty
= X X oo X X
ni n2 Nr—1 Ny

_ (n14+n2+---+ny)! y (ng 4+ -+ +ny)! D (np—1+n:)!  n,!

nil(ng + -+ n,)! nal(ng + -+ +n,)! ny_1'n,! n,.10!
(A ng)!
nilng! - n,!l |

Exercice 9. Café ou thé? Tous les matins, vous choisissez entre Café et Thé, en cherchant a lutter
contre la routine.
Combien y a-t-il de maniéres de choisir votre boisson pour n petits déjeuners consécutifs :

(i) sans aucune contrainte ¢
(ii) en étant sir d’avoir bu au moins une fois chaque boisson ?
(iii) en étant sir d’avoir bu aussi souvent une boisson que l'autre ?
(iv) en me prenant jamais la méme boisson deuz jours de suite ¢
(v) en ne prenant jamais de café deuz jours de suite ?

(vi) en me prenant jamais la méme boisson trois jours de suite ?

Correction.

(i) Chaque matin, on dispose de deux possibilités : thé ou café.

D’apres le principe de multiplication, il y a donc ’ 2X2xX---x2=2" « historiques » possibles|.

Plus mathématiquement, un historique de n petits-déjeuners correspond a un mot de longueur n
sur Ualphabet a 2 lettres {C, T}, donc il y en a 2".
(i) On va procéder par soustraction.

Les seuls historiques interdits par la contrainte « avoir bu au moins une fois chaque boisson » sont
ceux entiérement composés de café ou de thé, c’est-a-dire les mots CC...C et TT...T.

Il n’y a donc que deux historiques interdits par la contrainte donc, par principe de soustraction,
2" — 2 historiques| respectant ladite contrainte.

(iii) Pour avoir bu aussi souvent un boisson que l'autre, il faut déja que le nombre n de jours soit pair.
Dans le cas contraire, il y aura donc 0 historique respectant la contrainte.

Si n est pair, on est en train de compter les mots de longueur n sur l'alphabet a 2 lettres {C, T}
avec n/2 occurrences de C et de T. Autrement dit, on dénombre les anagrammes de

CC...C TT...T .
—— Y—
n/2 lettresn/2 lettres
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Pour construire une telle anagramme, on peut commencer par choisir les emplacements de la lettre
1 \ . . \ 5 . g L. n ] ey 2 .

C (c’est-a-dire les jours o l’on boit du café) : il y a (n/2) possibilités. Les autres jours sont alors

consacrés au thé.

In fine, le nombre d’historiques respectant la contrainte de [’énoncé est

(/2) sim est pair
0  sinon.

(iv) Sil’on ne prend jamais la méme boisson deux fois de suite, le choix de la premiére boisson détermine
entierement la suite de [’historique.

’Il n’y a ainsi que deur historiques possibles : CTCTCTCTCT... et TCTCTCTCTC... ‘

(v) Sil’on cherche une idée, on peut toujours dénombrer les possibilités pour les petites valeurs de n.
Notons P, le nombre de possibilités pour un historique de n jours.

Cas n=1.
e C;
o T.
Donc P, = 2.
Cas n=2.
e CT:
e TC;
o TT.
Donc Py, = 3.
Cas n=3.
e CTC;
e CTT;
e TCT;
e TTIC;
o TTT.
Donc P3 = 5.
Cas n=4.
o CTCT;
o CTTC;
e CTTT;
e TCIC;
e TCIT;
o TTCT;
o TTTC;
o TTTT.
Donc P3 = 8.
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1l est possible de remarquer sur ces exemples un aspect récurrent. On peut par exemple remarquer
que la suite (Pp)nen semble étre constituée de nombres de Fibonacci, ou du moins qu’elle vérifie
la relation de récurrence Yn € N, Py 1o = Ppy1 + P

1l est en fait méme possible de remarquer quelque chose de plus précis : a chaque étape, il y a plus
d’historiques commencant par T que par C, et ceux commengant par T sont exactement formés d’un
T précédant la liste des possibilités a [’étape précédente. Par exemple, les cing mots CTC, CTT, TCT,
TTC et TTT fournissent les cing possibilités TCTC, TCTT, TTCT, TTTC et TTTT commencant par un T.

Nous pouvons montrer |¥Nn € N, P10 = Py + P, |.
Soit n € N.
1l y a deux types d’historiques de longueur n + 2 sans CC.

o (Ceuzr commengant par T.
Dans ce cas, la suite de [’historique est un historique sans CC de longueur n + 1.

Réciproquement, si on ajoute un T en premiére position a un historique sans CC de longueur
n+ 1, on obtient un historique sans CC de longueur n + 2.

1l y a ainsi Ppy1 historiques sans CC de longueur n + 2 commengant par T)|.

o Ceuxr commencant par C.
Comme on ne peut pas commencer par CC, la deuxiéme lettre est alors un T.
Dans ce cas, la suite de I’historique est un historique sans CC de longueur n.

Réciproquement, si on ajoute un CT au début d’un historique sans CC de longueur n, on obtient
un historique sans CC de longueur n + 2.

1l y a ainsi Py, historiques sans CC de longueur n + 2 commencant par C|.

Par principe d’addition, il y a donc P11+ P, historiques sans CC de longueur n+2, ce qui montre
bien Pn+2 = Pn+l +Pn

Si Uon se souvient que la suite de Fibonacci (F,)nen est définie par
Fy =0, Fi=1 et VneN, Flyo=F,1+ F,

(premiéres valeurs : Fo =0, Fy =1, Fo =1, F3 =2, Fy =3, F; =5, Fg = 8, F; = 13, etc.),
le fait que (Pp)nen et (Fy)nen vérifient la méme relation de récurrence linéaire d’ordre 2 et que
P, = F5 et P, = Fy montre facilement (par récurrence double) que ¥n € N, P, = Fj, ;2.

’Il y a donc Fyo historiques de longueur n sans CC‘.

(vi) Imaginons qu’on enregistre notre historique sur une frise. Un historique respectant la contrainte
ressemble a

c’est-a-dire qu’il s’obtient en posant d la suite des « carreaux » etn ainsi que des « dominos »
| C| C| et| T| T|, en alternant les C et les T.

Or, pour obtenir une telle frise,
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e on peut d’abord en choisir la « forme » des piéces, par exemple

e puis choisir la premicre boisson.

La contrainte (qui force a alterner les carreaux/dominos C et T) détermine alors entiérement ’his-
torique (dans notre exemple, si l’on commence par C, le reste est entiérement déterminé).

Par principe de multiplication, le nombre d’historiques vérifiant la contrainte est exactement le
double du mombre Q,, de manieres de remplir un rectangle 1 X n en utilisant des carreauxr 1 X 1 et
des dominos 1 x 2.

Or, on peut vérifier facilement que ’Vn eN, Qn,=F,1 ‘ En effet, il est facile de voir que le
nombre @, de remplissages vérifie la relation de récurrence Qpnia = Qni1 + Qn : pour remplir
un rectangle de longueur n + 2, on peut soit commencer par un carreau (auquel cas il restera un
rectangle de longueur n + 1 a remplir, et donc Qn41 possibilités), soit par un domino (auquel cas
il restera un rectangle de longueur n et donc @, possibilités). On conclut alors en remarquant que
Qi=1=F et Q2 =2 = F3.

In fine,

le nombre d’historiques sans CCC ni TTT est 2 Fi, 41 ‘

Calculs de sommes

Exercice 10. Nombre de solutions d’une équation. Etant donné un entier naturel n, déterminer le
nombre de solutions (z,y) € N? de I’équation

T+ 2y =n.
Application. De combien de facons peut-on payer 100€ avec des piéces de 10, 20 et 50 centimes ¢

Correction.

o Soity € N fixé. Il y a au plus un couple (x,y) solution (puisque 'on doit avoir x = n — 2y (un
unique x st x € N, et aucun sinon).
Comme n — 2y € Z, le couple (n — 2y,y) est solution si, et seulement si 0 < n — 2y.

Par suite, il y a autant de couples solutions que d’entiers y vérifiant 0 <y < % i.e. 0 <y < |5,

d’ou [%J + 1 solutions. | L’équation donnée posseéde donc [%J + 1 solutions|, ce qui correspond a

p + 1 solutions (que 'on puisse écrire n =2p oun =2p+ 1, avec p € N).

o Application. On cherche les solutions enticres de ’équation 0, 1x+0,2y+0,5z = 100 7.e. x+2y =

1000 — 5z.
D’aprés ce qui précéde, pour z € [0,200] donné, le nombre de solutions de l’équation x + 2y =
1000 — 5z est L0005 .

{Q_ZJ +1 cdest—a—dire 501+ {_21 :

Lycée Sainte-Geneviéve 12 C. Vergé



PCSI 2 TD 17 - Dénombrement (Correction) Année 2024-2025

Ainsi, il y a

200

Or, en regroupant les termes pairs el impairs, on a :

(S e ]

100
= (—bk — 5k +2)
k=1

=200 — 10 x
= —50300.

-5z
> (501 + {2D =201 x 501 +
z=0 =

100 x 101

Ainsi, ’ il y a 201 x 501 — 50300 = 100701 — 50300 = 50401 ‘

de 10,20 et 50 centimes.

200 5ZJ

215

—5(2k — 1)J

2

facons de payer 100 € avec des piéces

Exercice 11. Trois ensembles. Soit n € N*. Donner le cardinal des ensembles suivants :

Dy = {(i.g) € [nl*li#5}  Fo = {5 el |i<j}

Correction.

G, = {(i,j,k)e [[1,n]]3|i<j<k}

Cardinal de D,, = {(i,j) e [1,n]?

i3}

1) Preuve par principe d’addition. On va découper [1,n]? en deuz ensembles disjoints.
Un couple (i,7) de [1,n]? posséde ses deux composantes identiques, ou bien ses deux composantes diffé-

rentes.
Notons I, = {(z’,j) € [1,n)?|i :j}.
On a alors légalité
[1,n]* = I, U D,.

En passant au cardinal, on a alors

n? = CardI, + Card D,

soit|Card D,, = n? —n|.

Pour justifier le cardinal de I,,, on pourrait faire la preuve suivante.
Se donner un élément (i,7) de I, revient a

e choisir i : n choix

e une fois ce choix fait, choisir j : 1 choix

Lycée Sainte-Geneviéve 13
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soit n X 1 = n possibilités, par principe multiplicatif.

2) Preuve par principe multiplicatif.
Se donner un élément (i,7) de D,, revient a

e choisir i : n choiz
o une fois ce choix fait, choisir j : n — 1 choix

soit possibilités, par principe multiplicatif.

3) Preuve par un calcul.

n j—1 n—1
CardD, = ) 1_2”21_221_2221—229*1 _QZk_Q 1)
(i.5)e[l,n]? i<j i>] i<j j=14=1
i#j
=l(n—1)n

4) La méme preuve que la premiére (avec le principe d’addition), mais par un calcul.

CardD, = > 1
(i,j)e[[l,n}]z

i#]
= > 1 - > 1
(i,)€[1,n]? (4.5)€[1, n]?
=]
S D RE DN
i=17=1 i=1j=1

Cardinal de F,, = {(i,j) el,n)?li< j}

1) Preuve astucieuse en utilisant ce qui préceéde.
On va découper ’ensemble D,, précédent, en deuzr ensembles disjoints.
Un couple (i,7) de D,, (donc tel que i # j) posséde sa premiére composante strictement inférieure a la
deuziéme (c’est-a-dire i < j), ou bien le contraire.

En notant F), = {(i,j) e,n)?i> j}, on a donc :

D, = F,UF’.

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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En passant au cardinal, on a

Card D, = CardF,, + Card F),.

Les ensembles F,, et F, sont en bijection (considérer lapplication F, — F, ) donc ont méme

(k,0) — (LK)
cardinal. Ainsi Card D,, = 2 Card F,,. D’ou
1 -1
Card F,, = —CardD,, = M .
2 2
2) Preuve par un calcul.
n j—1 n n—1 (n B 1)71
CardFp,= > 1=> 1= (j-1)=) k= 5
(i’j)e[[l’nHQ Jj=1i=1 J=1 k=0

1<J

3) En partitionnant selon la valeur de la deuxiéme composante.
On va découper F,, en n ensembles disjoints.
Un couple (i,7) de F,, (donc tel que i < j) posséde sa deuxiéme composante égale a 1 ouEl égale a 2 ou
- ou égale a n.
Notons F,,(j) le sous-ensemble de F,, constitué des couples de F,, ayant leur deuxiéme composante égale
aj
F(j) = {(k,0) e Fy | t=3} = {(k,0) €[1,n]*| k<l etl=7}.
On a alors

F, = Uan(j).

n
Ainsi Card F,, = Z Card F,,(j). Déterminons le cardinal de F,(j), pour j fixé.
j=1

On constate que F,(j) s’écrit {(k,j) € [1,n]* | k < j} ou encore {(k,j) € [1,n]? | k € [1,j — 1]} donc
est en bijection avec [1,5 — 1] : son cardinal vaut donc j — 1.

n n—1

. . (n—1)n
D’ou | Card F), = —1) = k=-—"|
SCEUEDIERSS

4) Preuve expéditive pour plus tard.
Se donner un couple (i,j) avec i < j revient a choisir deux éléments dans [1,n] (et a les ordonner de
maniére strictement croissante).

n(n —1) .

Il y a donc () choiz possibles, c’est-d-dire 5
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Cardinal de G,, = {(i,j, Eye[lL,n]?|i<j< k;}

1) Avec la preuve expéditive précédente. Se donner un triplet (i, j, k) avec i < j < k revient a

choisir trois éléments dans [1,n] (et a les ordonner de maniére strictement croissante).

(n—1)(n—2
Il y a donc () choiz possibles, c’est-d-dire n(n é(n ) .
2) Preuve par un calcul.
Card G,, = Z 1
(i.5,k)E[Ln]?
1<j<k
n k-1 [j—1
=22 (2t
k=1j=1 \i=1
——
=j—1
n k-2
=227
k=1 j=0

~ (k—2)(k—1)

-y ]

k=1

==Y (K*-3k+2)
25

~nn+1)2n+1)  3n(n+1)

= 12 1 +n
(n + 1

= n(nl_;_)[(2n+l)9}+n

_n(n+1)(n—4)
= 6 +n

- % [(n+1)(n — 4) + 6]
- %(Tﬂ —3n+2)
_ nin—1)(n—2) .

6

a. En fait, le cas ou j = 1 ne fournit aucun couple!
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Exercice 12. Trois calculs. Soit E un ensemble fini de cardinal n € N.

1. Calculer Z Card(A).
AEP(E)

2. En déduire Z Card(A N B) puis Z Card(AU B).
(A,B)eP(E)? (A,B)eP(E)?
Correction. Notons

S= > Card(A) et S;= >  Card(ANB) et Sy= Y  Card(AUB).
AeP(E) (A,B)eP(E)? (A,B)eP(E)?

1. Méthode 1 (on partitionne). On partitionne P(E) de la fagon suivante :

n
= || Pe(E
k=0
Autrement dit,

Z truc = Z Z truc

AeP(E) k=0 AePy(E)
On a donc
Z Card(A) = Z Z Card(A)
A€EP(E) k=0 AEP;C(E)T

= Z n(k B 1) (formule du capitaine)

Méthode 2 (utiliser une technique a la Gauss).
En remarquant que ¢ : P(E) — P(E) est bijective (d’application réciproque elle-méme), on

B — B
en déduit que :
Z Card(4) = Z Card(B
AeP(E BeP(E
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Calculons 2 fois la somme cherchée :

2= > Card(4) + > Card(4)

AeP(E) AeP(E)
= > (Card(4) + Card(4))
AeP(E)
=Card E=n
=n Z 1
A€P(E)
=n2".

En divisant par 2, on trouve .

2. o En reprenant la technique de Gauss et le fait que @ est bijective, on a :
2S;= Y Card(ANB)+ Y Card(AnB)

(A,B)eP(E)? (A,B)eP(E)?

= Y [Card(4NB)+ Card(ANB)|
(A,B)eP(E)?

= > Card(4)
(A,B)eP(E)?

= Card(P(E)) x S

=2"n2"!

— n22n—1’

e Pour calculer Sy, on peut se ramener a St, en écrivant :

Sy = Z Card(A U B)

(A,B)eP(E)?

= Y Card(AUB)
(A,B)eP(E)?

= >  Card(ANB)
(A,B)eP(E)?

= Z (n — Card(AN B))
(A,B)eP(E)?

= n(?n)2 — S

_ n22n . n22n72

=[3n22"2|
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Applications

Exercice 13. Applications et bijections. On s’intéresse aux applications de [1,12] dans [1,12].

1. Combien y a-t-il d’applications de la sorte ?
2. Combien y a-t-il de bijections de la sorte ?
3. Combien y a-t-il d’applications de la sorte vérifiant la propriété : sin est pair, alors f(n) est pair ?
4. Combien y a-t-il de bijections de la sorte vérifiant la propriété : si n est pair, alors f(n) est pair?
5. Combien y a-t-il d’applications de la sorte vérifiant la propriété : si n est divisible par 3, alors f(n)
est divisible par 3 7
6. Combien y a-t-il de bijections de la sorte vérifiant la propriété : si n est divisible par 3, alors f(n)
est divisible par 3 ¢
Correction.
1. Iy a 122 applications de[1,12] dans [1,12].
2. Il y a 12! bijections de [1,12] dans [1,12].
3. Posons P = {2;4;6;8;10;12}.
Vk € P, f(k) € P : pour chacun des 6 nombres pairs, il y a 6 choix d’images, donc 6% possibilités.
VE e [1,12]\ P, f(k) € [1,12] : pour chacun des nombres impairs, il y a 12 choiz d’images, donc
125 possibilité.
Il y a 6% x 126 = 725 applications de [[1,12] dans [1,12] telles que sin est pair, alors f(n) est pair|.
4. Posons P = {2;4;6;8;10;12}.
Vk € P, f(k) € P : 6! choiz.
Vk e [1,12] \ P, f(k) € [1,12] \ P : 6! choix.
Il y a (6!)? bijections de [1,12] dans [1,12] telles que si n est pair, alors f(n) est pair|.
5. Posons D = {3;6;9;12}.
Vk € D, f(k) € D : 4* choiz.
Vk € [1,12] \ D, f(k) € [1,12] : 128 choir.
Il y a 4* x 128 applications de [1,12] dans [1,12] telles que si n est divisible par 3, alors f(n) est divisible par
6. Posons D = {3;6;9;12}.

Vk € D, f(k) € D : 4! choiz.
Vk e [1,12] \ D, f(k) € [1,12] \ D : 8! choiz.
’Il y a 4! x 8! bijections de [1,12] dans [1,12] telles que si n est divisible par 3, alors f(n) est divisible par 3 |.
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Exercice 14. Applications non surjectives. Soit E un ensemble de cardinal n € N*.
Quel est le nombre d’applications non surjectives de E dans E ?

Correction. Une application d’un ensemble fini dans lui-méme est surjective si, et seulement si, elle
est bijective.
1l y a donc n! applications surjectives de E dans lui-méme.

Comme il y a n™ applications de E dans lui-méme, le nombre cherché est donc m

Exercice 15. Applications (strictement) croissantes. Soit (n,p) € (N*)2.
1. Déterminer le nombre d’applications [1,p] — [1,n] strictement croissantes.
2. Déterminer le nombre d’applications [1,p] — [1,n] croissantes

(a) en se ramenant d un dénombrement de compositions (c’est-a-dire a l'astuce bars and stars);
Etant donné une fonction f : [1,p] — [1,n] croissante et j € [1,n], on pourra considérer le
nombre a; = [{z € [1,p] | f(z) = j}.

(b) en se ramenant au cas des applications strictement croissantes. On pourra commencer par re-
marquer que si Uapplication f : [1,p] — [1,n] est croissante, alors x — f(x)+x —1 définit une
application strictement croissante.

Correction.

1. e Une application strictement croissante est en particulier injective donc, une condition nécessaire
estp <n.
e Sip <mn, pour définir une application strictement croissante de [1,p] dans [1,n], i faut déter-
miner les images des éléments de [1,p] qui doivent étre p éléments distincts de [1,n] : il y a donc
(Z) possibilités. Une fois ces images déterminées, il n’y a qu’une fagon de les ordonner de maniére
strictement croissante.

Donclil y a (Z) applications strictement croissantes de [1,p] dans [1,n] sip < n, et 0 sinon|. L’ez-

tension des coefficients binomiaux permettant de couvrir ce deuxieme cas, il y a

(Z) applications strictement croissantes de [1,p] dans [1,n]|.

2. (a) En suivant I’indication. e Définir une application f : [1,p] — [1,n] revient a choisir les p
images de f parmi [1,n]. Vu « a l’envers », cela revient aussi a choisir, pour tout j € [1,n],
les antécédents de j par f. On peut noter pour tout j € [1,n], Aj ={xz € [1,p] | f(x) =7} et
a; = Card(A;) le nombre d’antécédents de j. Pour que f soit une application bien définie, il
faut et il suffit que les (Aj)i1<j<p soient deux d deux disjoints et que leur union U?Zl Aj soit
égale a [1,p]. Par principe d’addication, on a alors (ai,...,a,) € NP et a; + -+ a, = p.

e Un exercice classique consiste a montrer que le nombre de solutions entiéres de [’équation

ay + -+ ap = p vaut
p+n—1\ [(p+n—-1
P n n—1 )

En effet, avec l'astuce des « bars and stars », il y a p étoiles * a répartir en n catégories (donc
a laide de n— 1 séparateurs | ). Il y a donc p+ (n— 1) positions pour les « bars and stars ».
Définir une répartition des étoiles, revient d choisir la position des p étoiles parmi les p+n—1
emplacements : il y en a (p+zfl) (par défaut, les positions restantes sont celles des barres).
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Remarque : on peut aussi faire le contraire (choisir les positions des barres et « subir » la
position des étoiles), ce qui donne le méme résultat par symétrie des coefficients binomiauz.
1l y a donc (p+z_1) choix pour les nombres d’antécédents de 1,...,n.

o Une fois fixés, ces nombres ne permettent de définir qu’une seule application croissante

(celle dont les a1 premiéres valeurs de [1,p] sont envoyées sur 1, les ag valeurs suivantes sont

envoyées sur 2, ..., les a,, derniéres valeurs de [1,p] sont envoyées sur n).

"5
p

Finalement, | il y a applications croissantes de [1,p] dans [1,n]|.

Sans l’indication (mais revient au méme...). ® Prenons un exemple ou p =4 et n = 8.
A chaque fonction f croissante de [1,4] wvers [1,8], on peut faire correspondre un mot avec
les entiers de [1,8] écrits dans lordre, ot l'on insére quatre lettres f, pour définir chaque
f(@).

0 Traduction du mot 1 2 f1 345 fo f36 f1 78 :

J) =2, f(2)=5 f3)=5 et f(4)=6.

On peut simplifier I’écriture de ce mot de 12 lettres : cc fccc f fc fcc. Un tel mot est
de la forme L L L L L L L L L L L L ou les L sont des lettres ¢ ou f, sauf le premier L
qui est toujours un ¢, car f(1) > 1.

Choisir une fonction croissante de [1,4] vers [1,8] revient a choisir la place des f parmi 11
places.

e Généralisation. Ecrire des mots de n + p lettres avec un ¢ en premier, p lettres f, et des
c ailleurs.

Choisir p places parmi les n+p—1 places qui ne sont pas la premiére, soit ("+£_1) possibilités|.

(b) e Remarquons que si f : [1,p] — [1,n] est croissante, alors x — f(x) +x — 1 est strictement
croissante de [1,p] vers [1,n+p—1] (somme d’une application croissante avec une application
strictement croissante).

Réciproquement, si g est strictement croissante de [1,p] vers [1,n + p — 1], alors

x> g(x) —x + 1 est croissante de [1,p] vers [1,n].

e Notons A l’ensemble des applications croissantes de [1,p] vers [1,n], B l’ensemble des
applications strictement croissantes de [1,p] vers [1,n+ p — 1],

p: A - B et Yv: B — A .
f = (x— flx)+z-1) g — (r—glx)—x+1)

On apotp =1Idp et o =1dy, ce qui prouve que @ est bijective (et sa bijection réciproque
est ). On en déduit que |A| = |B|. D’aprés la premiére question, |B| = (”Jr;’_l), donc

Al = (" |
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Exercice 16. Nombre de surjections. Soit (n,p) € (N*)2. On note S(n,p) le nombre de surjections
d’un ensemble de cardinal n dans un ensemble de cardinal p.

1. Calculer S(n,p) pour n < p, ainsi que S(n,n) et S(n,1).
2. Déterminer S(n,2).
3. Déterminer S(n+ 1,n).

4. Démontrer que pour tout (n,p) € (N*)2, on a

S(n,p) = p(S(n—l,p) + S(n—l,p—l))

p
5. En déduire que, pour tout (n,p) € (N*)2, on a S(n,p) = Z(—l)p_k (i) k"
k=0
50 TSR 9DSI9TTIOST TG 1oH300TY vrnsog O

Correction.

1. @ Quandn < p, il n’y a pas de surjection d’un ensemble de cardinal n dans un ensemble de cardinal
p, donc|S(n,p) =0]|.

e Quand p = n, les surjections sont exactement les bijections, donc .
e Quand p =1, il n’y a qu’une seule application et elle est surjective, donc|S(n,1) =1

2. Soient E de cardinal n et F = {a,b} avec a # b.
On peut compter toutes les applications de E dans F' (il y en a 2™) et retirer celles qui ne sont pas
surjectives (il y en a 2 : celle qui envoie tous les éléments de E sur a i.e. l'application constante
égale da a, et celle qui envoie tous les éléments de E sur b i.e. l'application constante égale a b.

S(n,2) =2"—2|
Attention. Voici un raisonnement qui parait convainquant, mais qui est faux!
Se donner une application surjective de E dans F revient a :

Donc

o choisir un antécédent pour a : n choix
o choisir un antécédent pour b : n — 1 choix
e choisir « comme on veut » les images des éléments de E restants : c’est-a-dire se donner une application d’un

ensemble & n — 2 éléments dans un ensemble & deux éléments : 2"~ 2 choiz.

Donc S(n,2) = n(n —1)2" 72,
Voyez-vous ou est l’erreur de raisonnement ¢
Une réponse. Vous allez compter beaucoup trop de fois lapplication (a,b,b,...,b) :
o une fois en disant « un antécédent de a est x1, un antécédent de b est x2 et on envoie le reste sur b »,

o une fois en disant « un antécédent de a est x1, un antécédent de b est xs et on envoie le reste sur b »,

o une fois en disant « un antécédent de a est x1, un antécédent de b est x,, et on envoie le reste sur b ».

3. Posons E un ensemble de cardinal n + 1 et F' un ensemble de cardinal n et dénombrons les appli-
cations surjectives de E dans F'.
Se donner une telle surjection de E dans F' revient a :

e choisir l’élément [ de I’ qui sera atteint deux fois : n choix
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o choisir les deuz antécédents e et € de f dans E : (n—gl) choiz

e choisir les images des n — 1 autres éléments de E (il faut définir une surjection de E \ {e, e}
dans F\{f}, ou les ensembles de départ et a d’arrivée sont tous les deux de cardinauz n—1,
donc il y a autant que de bijections entre deuz ensembles de cardinauz n — 1, soit (n — 1)!
choiz.

1!
| = n(n;—) choix.

n(n+1)! ‘

Doun("$(n —1)

Ainsi, | S(n+1,n) =

4. Soit (n,p) € (N*)2.

o Sin<p,alorsn—1<p—1etn—1<p, doncSn,p)=Sn-1,p)=Sn—-1,p—1)=0
donc S(n,p) :p<S(n —1,p) + S(n—1,p— 1))

e Supposons n > p. Fizons E, un ensemble de cardinal n et F,, un ensemble de cardinal p et
dénombrons les applications surjectives de E, dans F),.

Parmi les éléments de E,, nous allons privilégier un d’entre eux, que nous notons eg.

Ainsi, | By, se partitionne de la fagon suivante (En \ {eo}) L{eo} |

Se donner une surjection f de E, vers F), revient a :

— chotsir l'image de eq parmi les éléments de F), :  p choix
— puis :
% choisir une surjection de Ey \ {eo} vers F, :  S(n—1,p) choiz
OU BIEN

* chotisir une surjection de Ey, \ {eo} vers F,\ {f(eo)} :  S(n—1,p—1) choix.

On obtient bien la formule attendue : | S(n,p) = p(S(n —Lp) + Sn—1,p— 1)) .

Remarque. On n’a pas encore défini S(n,0) et cet élément peut potentiellement intervenir (penser
ap=1;o0naalorsp—1=0). Question : combien y a-t-il d’applications d’un ensemble 4 n > 1
éléments dans un ensemble a 0 élément ¢ Réponse 0. Donc on peut poser|S(n,0) =0]|.

5. Pour tout n € N*, notons H,, la propriété :
P e
v N* S = E —1)P~ K"

Initialisation (n = 1). e Pour p =1, le résultat est clair :

21:(—1)1*’6 (;) =0+ (—1)06)11 =1=25(1,1).

k=0
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e Pourp>1, ona S(1,p) =0 et le membre droit vaut

=p({71)

D’ou Hy.
Hérédité. Soit un entier n > 2 tel que H,—1. Montrons H,.

1
1 1
e Pour p =1, le résultat est clair : Z(—l)l_k (k}) E" =04 (-1)° <1> 1"=1=5(n,1).
k=0

e Soit p> 1. Alors (n —1,p — 1) € (N*)2. D’apreés la question précédente, on a :

S(n,p) zz(ﬂn—Lm+Sm—Lp—U)

p p—1
= p (Z(—l)pk (i) kvt Z(—l)p*l*]C (p ; 1) k”1> (Hn—1 @ deux reprises)

k=0 k=0
~1
= p(pz:(—l)pk [(Z) - (p; 1)] ko4 p"1> (formule de Pascal)
k=0
, =(:2)
B e (p1Y) s .
= ];)(—l)p p(k B 1) k (formule du capitaine)
—_———
p =)
= S~ (Z) K",
k=0

D’ot Hy,, ce qui clot la récurrence.

Remarque. Pour p € N*, on obtient en particulier :

p p
Vn < p, Z(—l)pfk (Z) k" =0| donc |Vn <p, Z(—l)k<z> k" =0/

k=0 k=0

On a montré cette égalité pour n = 0 (binome de Newton) et pour n =1 (formule du capitaine),
et on peut la montrer pour les autres valeurs de n < p en généralisant la formule du capitaine
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(Vie[l,p—1], k(k—1)---(k—i+ 1)) =pp—1)---(p—i+1)({})).

Cf exercice connu : montrer que

VP € K,_1[X], f: (Z)(—l)kp(k:) _

k=0

o On remarque que ’égalité est « linéaire en P » .
e Pour P = XY, I’égalité est connue. . .

e Pour P = X", l’égalité est plus difficile a établir. Penser d la formule du capitaine

()=o)

e Pour P = X?, l’égalité est désagréable a montrer.
On peut utiliser le jeu d’écriture k* = k(k — 1) + k.

Mais il est plus astucieuz de montrer l’égalité directement avec le polynome P = X (X — 1),

en exploitant le fait que
P n—2
k(k—1 = -1 .
(k1) <k> p(p—1) (k B 2)

o Soiti€[l,p—1]. Pour P=X(X —1)--- (X —i+ 1), on exploite le fait que
k(k:l)~--(ki+1)(z> =p<p1)..-(pi+1)<z:§>.

e On conclut en disant que [’égalité est vérifiée pour les vecteurs de la famille

(X(X 1) (X —i+ 1))i€[[07p71]]

qui est une base de K,_1[X]. Par linéarité, la formule est vraie pour tout P € K, 1[X].

Parties

Exercice 17. Soient E un ensemble a n € N éléments, et A C E un sous-ensemble a p éléments. Quel est
le nombre de parties de E qui contiennent un et un seul élément de A ?

Correction. Dénombrons les parties de E contenant un unique élément de A.
Construire une telle partie revient a :

o choisir un élément de A : p choix

o choisir une partie de E\ A : (",F) = 2" choiz (car Card(E\ A) =n—p).

Ainsi, | il y a p2"~P parties de E contenant un unique élément de A ‘
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Exercice 18. Différence symétrique. Soient E un ensemble fini et A,B € Z(FE). On note AAB =
(AUB)\ (AN B). Montrer que :

Card(AAB) = Card A + Card B — 2 Card(A N B).

Correction. Tout d’abord, pour R C S, on a Card(S \ R) = Card S — Card R. Donc
Card(AAB) = Card(AU B) — Card(AN B).
Mais, d’apres le cours,
Card(AU B) = Card A 4+ Card B — Card(A N B).

En remplacant, il vient :

’ Card(AAB) = Card A + Card B — 2 Card(A N B) ‘

Exercice 19. Main de cinq cartes. Cing cartes d’un jeu de cinquante deux cartes sont servies d un
joueur de Poker.

1. Combien y a-t-il de mains possibles ?
2. Combien de mains comportent exactement un As ?
3. Combien de mains ne comportent aucun As ?

4. Combien de mains comportent au moins un As ?

Correction.

1. Une main se comprend comme une partie a 5 éléments d’un ensemble a 52 éléments. Il y a donc
2 . .
(55) = 2598960 | mains possibles.

4 48
2. On choisit I’As et les cartes le complétant parmi les cartes du paquet moins les As. Il y a <1> X ( 4 ) =

4 x 194580 = 778320 mains possibles.

3. On choisit uniquement des cartes qui ne sont pas des As. Il y a (458) = 1712304 | mains possibles.

. §°agit au compiementalre ae L"ensemoie preceaent. ar compiement, i Yy a g — )
4. Tl s’agit d lémentaire de I’ ble précédent. P lément, il ) — () = 886656

mains possibles.

Alternative : avoir au moins un as revient a avoir exactement 1 as ou exactement 2 as ou
L[4y 48 4y (48 4y (48 4y (48\ _

exactement 3 as ou exactement 4 as : (1) () + (5)(3) + ) (%) + () (T) = 886656.

Attention : il est faux de dire "on choisit un As, puis une carte quelconque dans le paquet restant’,

car on compte plusieurs fois la méme main. Avec cette méthode de comptage, on peut avoir I’As
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de ceeur, puis I’As de carreau et 3 cartes fixées, mais aussi I’As de carreau, I’As de ceeur et les 3
mémes cartes, ce qui compte pour 2 mains alors que ce sont les mémes.

Exercice 20. Formule du crible. Soit E un ensemble fini.

Soit (A,B,C) € P(E)3. Ezprimer le cardinal de AU B U C en fonction des cardinauzr de A, B,C, AN
B,BNC,CNAetANBNC.

Généraliser, sans démonstration, cette formule pour quatre ensembles puis pour n € N* ensembles.

Correction.

Card(AUBUC) = Card(AU (BUC(Q))
= Card A + Card(BU C) — Card(AN (BUC(C)) d’aprés Poincaré
= Card A+ Card(BUC) — Card((ANB)U (AN (O))
= Card A + Card B + Card C' — Card(BN C) — Card(AN B) — Card(ANC) + Card(ANBNANC
= Card A + Card B + Card C' — Card(B N C) — Card(AN B) — Card(ANC) 4+ Card(AN BN C)

donc

|Card(AUBUC) = Card A + Card B + Card C — Card(BN C) — Card(AN B) — Card(AN C) + Card(AN BN C) |

Remarque : on peut généraliser la formule et la démontrer par récurrence sur n € N*,
Sotent Ay, ..., A, des parties d’un ensemble fini E, alors :

Card (U Ai> = Z Card(A4;) — Z Card(A4; N A4;) + Z Card(A; N A; N Ag) + -+ (=1)""* Card <ﬂ Ai> !
i=1 i=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n i=1

ce qui s’écrit aussi :

Card (O A7;> = En:(—n’f*l > Card(A; N---NAy) |

k=1 1<ii << <n

Exercice 21. Soient E et F' deux ensembles, A une partie non vide de E et B une partie non vide de F.
Etant donnée une application f : E — F, dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifier
dans chaque cas.

1. Si A est une partie finie de E alors f(A) est une partie finie de F.
, car si A ={ay,...,an} alors f(A) C{f(a1),...,f(an)} est fini.
2. Si f(A) est une partie finie de F alors A est une partie finie de E.
, il suffit de considérer une fonction constante définie sur un ensemble infini. Par exemple,

f: R — {2}, A=R (infini) et f(R) = {2} (fini).

r = 2

3. Si B est une partie finie de F alors f~1(B) est une partie finie de E.
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Faux|, il suffit de considérer une fonction constante définie sur un ensemble infini.

4. Si f~1(B) est une partie finie de E alors B est une partie finie de F.

, il suffit de considérer une partie B, de F', infinie, formée par une infinité de valeurs non
prises par f. Par evemple, f = 119y et B = [1, 400, dés lors f~4(B) ={2}.

Exercice 22. Différence de parties. Soit un ensemble E et soit A C E. On note n = Card(E) € N* et
p = Card(A) € N.

1. Combien y a-t-il de parties de E contenant A ¢

2. Soit m € [p,n]. Combien y a-t-il de parties de E 4 m éléments contenant A ?

3. Combien y a-t-il de couples (X,Y") de parties de E tels que X \Y = A ?
Indication : faire un dessin.

Correction.

1. Les parties de E contenant A sont des parties de E, contenant au moins A, et une partie de E'\ A.

Les dénombrer revient donc a dénombrer les parties de E\A. Il y a donc| 2" P parties de E contenant A ‘

2. Autant que de parties de E\ A a m — p éléments : | (" P) = (""P)|.

m—p. n—m

3. Dénombrons C = {(X,Y) € Z(E)? | X \Y = A}.
Méthode 1 (on partitionne selon le cardinal de X).
On note pour tout m € [p,n], Cp :={(X,Y) € P(E)? | X\Y = A et |X|=m}. On a

n n

C= |_| Cm, donc |C|= Z |Cnl-

m=p m=p

Fizons m € [p,n] et calculons |Cp,|.
Se donner (X,Y) € Cy, revient d :

e choisir une partie X de E da m éléments contenant A : on a (TZ__];) possibilités d’aprés 2.
e choisir'Y, i.e.
— prendre les éléments de X \ A (imposés) ;

— ajouter une partie de E\ X :ilyen a2,

Ainsi |Cp,| = (n _p>2"_m et
m—=p

n n—p

2: n—p n—m 2: n=P\on—p-— n— n—

o (mp>2 - ( k >2 s W=
m=p k=0

en posant le changement d’indice k = m — p et en utilisant la formule du binome de Newton.
Méthode 2 (on partitionne selon le cardinal de Y').
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On note pour tout k € [0,n —p], Dy :={(X,Y) € P(E)? | X\Y =Aet|Y|=k}. Ona

n—p n—p
C= |_|Dk, donc |C\:Z|Dk\.
k=0 k=0

Fizons k € [0,n — p] et calculons | Dg|.
Se donner (X,Y) € Dy, revient a :

o choisir une partie Y de E\ A a k éléments : il y en a (
o choisir X = AN(X\ A), ie

— prendre tous les éléments de A (imposé) ;

n;p) .
— ajouter éventuellement une partie de Y : il y en a 2F.

Ainsi | Dy| = (”kp>2’“ et||C] =3 <"kp>2’“: 3n ||,

k=0

Exercice 23. Couples de parties. Soit F un ensemble fini.
1. Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de E disjointes ?
2. Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que A C B ?
3. Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que AUB =FE?

4. Soit C une partie de E. Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que ANB=C?

Correction. Notons n = |E|.
1. Remarque. ANB =@ <<= BC (E\A).

Preuve pédestre. On va commencer par un calcul peu astucieut.

On ne peut pas directement appliquer le principe de multiplication : il y a 2™ parties A C E,
mais le nombre de parties B C E disjointes de A dépend du cardinal de A. On est donc amené
a effectuer d’abord un principe d’addition, en « découpant les cas possibles » en fonction du
cardinal de A.
Soit donc k € [0,n], et dénombrons les couples (A, B) de parties disjointes de E tels que
|A| = k.
Pour construire un tel couple :

e on choisit une partie A C E a k éléments : (Z) possibilités ;

o on choisit une partie B C E disjointe de A, c’est-a-dire une partie de E'\ A. Comme

|E\ Al =n—k, il y a 2" F possibilités.

Par principe de multiplication, il y a (Z)Q”‘k couples (A, B) de parties disjointes tels que
|A| = k.
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Par principe d’addition, le nombre de couples cherché est

(1 ok S ian n—k
> on k=%~ ( )1 x 2
k=0 (k> o \F
=(24+1)" (binome de Newton)

_[37]

Preuve futée. Le fait de trouver un résultat si simple peut nous inciter a trouver une démons-
tration plus directe, basée sur le fait que

E=(A\B)U(B\A)U(ANB)U(ANDB).

Etant donné un couple (A, B) de parties de E et un élément x € E, il y a quatre possibilités :

o [’élément x peut appartenir a A, mais pas a B : on dira alors que x est de groupe « A »;

o [’élément x peut appartenir a B, mais pas a A : on dira alors que x est de groupe « B » ;

e [’élément x peut appartenir a A et a B : on dira alors que x est de groupe « AB » ;

o [’élément x peut n'appartenir ni a A ni a B : on dira alors que x est de groupe « O ».
Les deux parties formant le couple (A, B) seront alors disjointes si et seulement si aucun
élément n’est de groupe AB.

Autrement dit, pour construire un couple (A, B) de parties disjointes de E, on choisit, pour
chaque élément x € E, s’il est de groupe O, A ou B.
11y a donc trois options par élément de E donc, d’apres le principe de multiplication,

3" tels couples|.

2. La preuve « futée » se généralise instantanément : pour construire un couple (A, B) de parties de
E tel que A C B, il ne faut aucun élément de E dans le groupe A donc, pour chaque élément, on
chotsit un groupe parmi les options O, B et AB : ’ il y a donc encore 3" tels couples‘.

3. Pour construire un couple (A, B) de parties de E tel que AU B = FE, il ne faut aucun élément de
E dans le groupe O donc, pour chaque élément, on choisit un groupe parmi les trois groupes A, B
et AB :|il y a donc encore 3" tels couples‘,

Attention : on souhaite AUB = F, mais on n’a pas demandé que A et B soient disjoints!

4. Pour construire un couple (A, B) de parties de E tel que ANB = C,

o on décide que chaque élément de C sera de groupe AB : 1 possibilité (par élément) ;

o on choisit, pour chaque élément de E \ C, s’il sera de groupe O, A ou B : 3 possibilités par
éléments.

Par principe de multiplication, | il y a donc 3IENCT = 3IEI=ICT tels couples |.

(On remarque que l’on trouve le bon résultat dans le cas C = @ de la premiére question, et également
dans le cas trivial ou C' = E, ou seul le couple (E, E) convient.)
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Exercice 24. Parties de cardinal pair. Soit E un ensemble fini de cardinal n € N*.
Déterminer le nombre de parties de E de cardinal pair.

Correction. Notons PP (E) I’ensemble des parties de E de cardinal pair.
Premieéere preuve, preuve par le calcul.
On partitionne suivant le cardinal :

’Ppair(E) _ I—l Pk(E),
ke0,n]
k pair

ot Pr(E) désigne l’ensemble des parties de E a k éléments. D ot

Card PP"(E) = Z (Z) = Z <2n> = ot
keo,n] p=0 p
k pair

Deuxiéme preuve, preuve formelle (on établit une bijection entre PP2r(E) et Pimpair(f)),
On fize xo un élément privilégié de E (il existe car E est non vide).
On considére

w . fppaz'r(E) — rpimpair(E) et w/ . rpimpair(E) — fppair(E>
AU{.TQ} 5i$0¢A BU{IL’()} Si$0¢B
A {A\{xo} sizg € A B B\ {xo} sizo€B

On apod =1d et ¢/ otp =1d.
On en déduit que PPY"(E) et P™PY(E) sont en bijection donc |Card PP¥"(E) = Card P74 (E) |,
Or E = Preir(E) LI Pmrin(E) done

Card E = Card ’PPair(E) + Card Pimpair(E)
= 2Card Ppai’"(E)

d’ot

Card PPUr(E) = 2" 1|

Remarque. Si E est de cardinal impair, alors on obtient une bijection trés simple entre ’ensemble des

parties de cardinal pair et I’ensemble des parties de cardinal impair en considérant

Q: Ppair(E) N Pimpair(E) et (10/: Pimpair(E) — Ppair(E)
A — E\A B ~— FE\B

Troisiéme preuve, preuve en utilisant un argument de récurrence.
Pour tout n > 1, notons uy, le nombre de parties de cardinal pair d’un ensemble a n éléments.
Sans perte de généralité, on peut raisonner avec l’ensemble [1,n].
Soit n > 1. On va établir une relation de récurrence entre Unpi1 €t Uy,.
On a
PP ([1,n+1]) = PP"([1,n]) U truc-en-bijection-avec-P™*([1,n]),
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ot truc-en-bijection-avec-P™P4(E)([1,n]) est I’ensemble des parties de [1,n+1] de cardinal pair conte-
nant n+ 1 (qui est bien en bijection avec ce qui est annoncé : pour une partie de cardinal pair contenant
n —+ 1, lui associer la partie obtenue en lui retirant n + 1 : c’est donc une partie de cardinal impair de
[1,n]).

On a donc up41 = uy + vy, en notant vy, ce que l'on imagine.

Or P([1,n]) = PPa([1,n]) U P4 ([1,n]) d’oti 2" = up, + vy

On en déduit que un,4+q1 = 2", ceci pour tout n > 1.

On a donc ’pour tout n > 2, u, = 2", Cette formule étant également vraie pour n = 1 ‘

Exercice 25. Parties sans entier consécutif. Combien y a-t-il de parties de [1,n] ne contenant pas
d’entiers consécutifs ?

L925ITTSONT OB STO5InIT 95ty ToToefston 2wy ({C L &SI} D 5t on o TOSIFTIOIDD TG TIOMIIHOD ITIFHON 9D 251030V
Correction.

e po=1,p1 =2, po =3, p3 =05, p1 =8... on reconnait les premiers termes de la suite de Fibonacci
décalée, ou F1 = pg, Fo = p1, F3 =po...

o Soitn € N. Vérifions que (pn)nen+ satisfait la relation de récurrence ’Vn eN, pry2 =pPn+1 +Pnl
Il y a deux sortes de parties de [1,n + 2] ne contenant pas d’entiers consécutifs :

— celles qui ne contiennent pas n + 2, et qui sont donc des parties de [1,n + 1] ne contenant
pas d’entiers consécutifs : il y en a ppy1 ;

— celles contenant n + 2, et qui ne contiennent donc pas n + 1, et qui contiennent aussi une
partie de [1,n] ne contenant pas d’entiers consécutifs : il y en a py.

Par principe d’addition, on a pni+o = Ppnt1 + Pn-

Les suites (pp)nen+ €t (Ept1)nen vérifient la méme relation de récurrence linéaire d’ordre 2, et
coincident sur leurs deux premiers termes, donc sont égales (récurrence double immédiate, cf lemme
du cours sur les suites). Ainsi,

’Vn eN, pp,=Fo1 ‘

o On peut méme donner la formule explicite de (pp)nen grice aux conditions initiales. L’équation
caractéristique associée d cette suite récurrente linéaire d’ordre 2 est r> —r—1 =0, de discriminant

1++5 1=V
2

5, donc posséde deux solutions réelles r1 = et rog =

. Par théoréeme, il existe un

(unique) couple (a,b) € R? tel que
Vn eN, p, =ar] +bry.

Grace auz conditions initiales pour n € {0,1}, on obtient que a et b sont solutions du systéme
{1 =a+b 2—T2_3+\/5 T1—2_\/5—3

d’ou l'on tire a = = etb=1—q = —
2 =ary+bry T =12 25 r—1To 24/5

Ainsi,

34+5
YneN, p, =
" P 2v/5 <

1+5 ”+f—3 1-v5\"
2 2v/5 2 ’
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Coeflicients binomiaux

Exercice 26. Une formule combinatoire. Soient k,p et n des entiers tels que 0 < k < p < n.
En dénombrant de deux maniéres les couples (A, B) de parties d’un ensemble de cardinal n telles que
Card A=k, Card B=p et A C B, montrer que :

n\(p\ (n)\(n—Fk
p)\k)] \k)\p—Fk)
Correction. e Preuve en une ligne avec les factorielles.

e Preuve combinatoire. Soit E un ensemble de cardinal n. Pour déterminer le nombre de couples de
parties (A, B) telles que Card A = k, Card B=p et A C B, on peut :

— soit choisir B, et il y a (;) choix possibles, puis choisir A ; alors, B étant fixé, A est simplement

une partie de B de cardinal k ; il y en a (§), ce qui donne au total (7)) (7)) couples (A, B) ;

n
P
— soit choisir A, et il y a (Z) choix possibles, puis choisir B ; alors, A étant fixé, B s’obtient en

rajoutant p — k éléments a A qui doivent étre choisis dans le complémentaire de A dans E ; ce

dernier étant de cardinal n —k, il y a (;:]]z) choiz, ce qui donne au total (}) (;:]Z) couples (A, B).

D’ou [’égalité.

Exercice 27. Preuve combinatoire de la formule de convolution de Vandermonde.
Soit (p,q,r) € N3. Soient E un ensemble fini a p+q éléments et A une partie de E da p éléments. On note
P, (E) ensemble des parties de E da r éléments et

VE € [0,r], Zk(E)={B C E | Card(B) =1 et Card(ANB) = k}.
1. Pour tout k € [0,7], décrire par une phrase ’ensemble 2, 1(E) et déterminer son cardinal.

2. En déduire la formule de convolution de Vandermonde :

S0 -07)

3. Retrouver la formule précédente en calculant de deux fagons différentes le produit (1 + X)P(1 + X)4.
2 UNVEA
n n
4. En déduire que Yn € N, ( ) = E ( ) .
n k
k=0
Correction.

1. Soit k € [0,7]. 2, ,(E) est l'ensemble des parties de E a r éléments dont k sont communs avec
A.
Définir une partie de P, ,(E) revient a :

o choisir k éléments communs avec A : il y a (f) possibilités ;

o choisir v — k éléments dans E\ A : il y a (.%,) possibilités.

Ainsi, | Card( 2, (E)) = (£)(,24)-
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2.

Calculons Card(Z,(E)) de deuz fagcons différentes.
D’une part, Z.(F) est l’ensemble des parties de E a r éléments et Card(E) = p + q. D’apres le
cours, Card(2,(E)) = (P19).

T
D’autre part, 2P, ( U ), et les Py, (E) sont deur a deux disjoints donc en passant

auzx cardinauz : Card(Z,(F)) = ET: (Z) <7’ E k:)

k=0

Card(£,.(F)) = S p)( a >:<p+q>'

D’une part, le coefficient de degré r de (1 + X)PT4 vaut (PT9) d’aprés la formule de bindme de
Newton.

D’autre part, le coefficient de degré r de (1 + X)P( 9 est Z ( > ( >

L’unicité du coefficient de degré r de (1+ X)PT4 donne la formule de convolution de Vandermonde.

Par égalité, il vient :

.l suffit d’appliquer la formule précédente a p = q = v = n et utiliser (,",) = (7). On obtient

alors :

S ()= (),

Exercice 28. Compléments sur les coefficients binomiaux.

1. Soit n € N. Montrer la formule (*") = (3)2 + (?)2 44 (”)2'

n n

2. Soient ni,...,n, des entiers. Montrer que pour tout entier g,

n1_|_...+np>: Z <n1>”‘<np)
< q k1+~~+kp:q kl kp

Correction.

1.

Méthode 1 (polynomiale). Dune part, le coefficient en X™ du polynéme X" — 1 vaut (27?)
(d’aprés la formule du binéme). D’autre part, en écrivant, X?" —1 = (X" — 1)(X™ — 1), et par
définition du produit de deuz polynémes, le coefficient en X™ du polynome (X™ — 1)(X™ — 1) vaut

2
n n n n n
Z donc Z par symétrie des coefficients binomiauz.
k] \n—Ek = k

k=0

2
2n " (n
Lunicité du coefficient en X" du polynome X>™ — 1 assure que ( ) = Z (k) .
n
k=0
Méthode 2 (combinatoire). On considére un ensemble E de cardinal 2n et A une partie de E
de cardinal n, et on dénombre les parties de E a n éléments.

e D’une part, il y en a (2:)
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e D’autre part, on peut les partitionner en fonction du nombre d’éléments k en commun avec A
(variant entre O et n).
Se donner une partie de £ a n éléments dont k sont en commun avec A revient a :

— choisir les k éléments en commun avec A : (}) choix

— choisir n — k éléments dans E\ A : (") choix c’est-d-dire (}) choi.

Par principe multiplicatif, il y a (2)2 partie de E a n éléments dont k sont en commun avec A.

Par principe additif, il y a | >} (2)2 parties de E a n éléments|.
On conclut par unicité du cardinal.

2. Soit g € N. On note N =n1 +---+ny, et A(q) = {(k1,....kp) e NP | ky +-- -+ k, =q}.
On se donne également des ensembles En, ..., E, disjoints de cardinauz respectifs ni,...,n, (si on

P
veut un exemple explicite, on peut prendre E; = {i} x [1,i] C N?) et on définit E = U E;.

i=1
On a donc |E| =mny +---+mn, =N.

Pour tout k = (k1,...,kp) € A(q), on note P(k) l'ensemble des parties de E contenant ki éléments
de Ev, ..., ky €éléments de E,.
On a alors

Z,E)= |J pk).
keA(q)
o Soit k € A(q). Pour construire un élément de P(k),
— on choisit une partie d ki éléments de B : (}!) possibilités ;
— ete.
— on choisit une partie d k, éléments de E, : (77) possibilités.
P
Par principe de multiplication, [P(k)| = (}!) ... (Z;’)
o Par principe d’addition, on en déduit

() = Y wwi= S (1) (7))
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Exercice 29. Formule d’absorption généralisée. Soient 0 < k < n deux entiers. Montrer
(-2 0)6)
k = \i)\k—i
par le calcul, puis par une démonstration combinatoire (c’est-d-dire s’appuyant sur un dénombrement).

Correction.

Calcul. On «a

= () (n—i _ d n! (n—1)!
i=0 (7’) (k—z) N Z(:)i!(”_i)! (k—4)l(n —k)!

— (n) ok (binome de Newton)

Preuve combinatoire. Soit ) un ensemble a n éléments et
&={(A,B)e 2(Q0)? : |Al=k et BC A}.
On peut dénombrer & de deux fagons.

o On peut construire un couple (A, B) € & par étapes.
— On choisit une partie A € P,(Q) : il y a (}) possibilités.
— On choisit une partie B € P(A) : il y a 2% possibilités.
D’aprés le principe de multiplication, on a donc |&| = (Z)Qk
o On peut également dénombrer
k

& =||{(A,B) € Z:(Q) x () : ADB}.
=0

=¢1

Pour construire un élément de &1i],
— on choisit une partie B € 22;(Q) : (") possibilités ;
— on choisit une partie C € Pj_;(Q\ A), et on pose A=BLC : (Z_) possibilités.

%
—1

D’apreés le principe de multiplication, on a donc |&[i]| = (7) (Z:Z)
n\(n—i
D’apres le principe d’addition, on en déduit |&| = &lil| = . -
1=t =3 () (2
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Exercice 30. Nombre de solutions dans N? de I’équation o + --- + o, = n.
Soit n € N. Pour tout p € N*, on désigne par I'? le nombre de p-uplets (a1,...,ap,) de NP tels que
ay+ -+ ap=n.

5 (p+k
1. Pour (p,q) € N*, calculer la somme E .
_ p
k=0
Jpo2n9 ob olpstnity wh slissrrio} »Y toeslss

n
1 2 : 1_
2. Calculer T}, et T2, Montrer : Vp € N*, TP*1 =3 "TP .
k=0
3. Calculer T3. Pour tout p € N*, montrer que T?, = (":S) ot s est un entier que ’on déterminera.
Correction.

1. D’aprés la formule de Pascal (;) + (FL) = (:fﬁ) donc :

p+k\ _(p+k+1\ [(p+k
P p+1 p+1)

Z": p+k\ [(pt+qg+1
k=0 \ P p+1 .

Puis par télescopage,

2. ¢ |TL=1|
e Remarquons que

{(,p) eN? [ a+ B =n}={(a, ) € [0,n]* | B=n—a}
={(a,n—a) | a€[0,n]}

d’ot|T2 = Card((a, ) € N? | a+ B =n}) = Card([0,n]) =n + 1|.
e Généralisons. Soit p € N*. On écrit : TP = Card(APFL) ou

AP = Lo, . app1) € NPT g o+ =0}
n
+1
- |_| AZJ@ (*)7
k=0
avec pour tout k € [0,n],

Af;j: ={(a1,...,0p41) e NPFL | apr1=ketag+---+ap=n—k}

={(o1,...,0p, k) e NPT | 0y + -+, =n —k}.

On observe que l’ensemble Af&l est en bijection avec {(on,...,ap) ENP |ag+---+0op =n—k} =
Ai—k' Ce dernier étant de cardinal kak, on a Card(Af:;l) = Fi—k'

n n
. ) o . 1
L’union (%) étant disjointe, on a, en passant auz cardinauz | TP = g Cabrd(Alﬁ€ ) = g re |
k=0 ' k=0
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3. T3 = if%,k = En:(n —-k+1) = nf:lﬁ = (n+1)2(n+2) = (nn—'k2‘2)' = (n;Q) Donc
k=0 k=0 (=1
= (")
On conjecture |Vp € N*, TP = (n;le) et on le montre par récurrence sur p € N*, en notant pour
tout p € N*¥,

-1
H(p): «YneN, I') = <n+p1 > ».
p_

e« OnaVneN, I} =1=(g), donc H(1).
o Soit p € N* tel que H(p). Soitn € N. On a :

n

F{)LH = Z Fﬁ,k d’apres la question 2
k=0
= —k+p—1
— Z " TP par HR appliquée d chaque TP
k=0 p-1
- -1+
= Z p * par changement d’indice
o\ p—1
= (p - n) d’aprés 1.
p
On a donc H(p+1).

PN . _ (m+p—1\ _ m+p—1
Par théoréme de récurrence, on a |¥n € N, Vp € N*, T? = ( o0 )= ("""

Remarque : on aurait aussi pu faire une preuve directe, avec la méthode des « stars
and bars ».

I'? représente le nombre de fagons de répartir n étoiles x en p paquets (donc da l'aide de
p—1 séparateurs/barres | ). Il y a donc n+ (p—1) positions pour les « bars and stars ».
Définir une répartition des étoiles, revient a choisir la position des n étoiles parmi les
n+p—1 emplacements : il y en a (”+5_1) (par défaut, les positions restantes sont celles
des barres). Remarquez qu’on aurait aussi pu faire le contraire (i.e. choisir les positions
des barres et « subir » la position des étoiles), ce qui donne le méme résultat par symétrie
n+p—1)

n

des coefficients binomiaux. | On retrouve donc que T'? = (
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Exercice 31. Dénombrement des dérangements. Etant donnés un ensemble E et une application f
de FE dans F :

o on dit qu'un élément x de E est un point fize pour f si f(x) =x;
e on appelle dérangement de E toute bijection de E sur E qui n‘admet aucun point fize.

Pour tout n € N*, D,, désigne le nombre de dérangements d’un ensemble fini de cardinal n. On pose
Dy=1.
Fizons n € N. L’objectif de cet exercice est de calculer D,,.

1. Justifier U’égalité n! = Z " Dy.
k=0 k

. n_kn E\ | (=) sii=n
2. Soit i € [0,n]. Montrer Z( 1) (k) (z) —{ 0 sinomn.

k=i

n
3. Déduire des questions précédentes Z(—l)k <Z> k!' = (=1)"D,, et conclure.
k=0

Correction.

1. Soit E un ensemble fini de cardinal n € N. Il y a n! bijections de E dans FE.
On peut aussi compter les bijections de E dans E en fonction de leur nombre k € [0,n] de points
fizes (on a une union disjointe).
Soit k € [0,n]. Dénombrons les bijections de E ayant exactement k points fizes :

o on choisit les k points fives : (}) possibilités ;

o les n — k autres éléments de E ne doivent pas étre des points fives. Notons F [’ensemble E
privé des points fixes préalablement choisis. Comme on cherche des bijections de E dans I, on
doit définir une bijection de F dans F sans point fixe, ce qui revient a faire un dérangement
de F. Il yen a D,_;.

Ainst,

£ (£ o £
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2. Soit i € [0,n]. Le changement de variables ¢ = k — i donne :

St (‘E) z<> ()07)

C+0)(n—L— i)

- (_1>Z (_1)ZW—JH
(=0 (n—0—1d)li!o!
.n—i n— i)l ol
= (1)’ ;(—1)z y G . —)z)'f' o

)2 ()

=0;

~
3

3. D’apreés la question 1., et en permutant les sommes :

i(—l)’“(Z) K= fj(—l)’“(Z) [Xk: (’;) Di] car k! = zk: (’;) D

k=0 k=0 1=0 =0
0<i<k<n k)\i
k

3 . D; en permutant les sommes
1

TLD

-3l

n—1

:ZOXD1+(_
=0

~1)"D,,.

d’aprés 2.

—~~

n 2n

En multipliant ’égalité précédente par (—1)", et puisque (—1)=" = 1, on obtient :

Dn:i( 1)n+k<”> 'Z —n'z m (6 =n—k).

k=0

Ezxemple d’application de la formule d’inversion de Pascal : Z (Z) Dy =nl<—= D, = Z(—l)”*k "

k=0
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