PCSI 2 TD 19 - Analyse asymptotique (Correction) Année 2024-2025

Calculs d’équivalents

Exercice 1. Déterminer un équivalent simple au point considéré des fonctions suivantes.

P sinx +cosx — 1 — /1+tanz — 1

L X e —
tan(z — x cos x) 3= tan en x = 0.
2. x v+ x'/* — 1 quand x — 400. 4. & 2% — (sinz)® en z = 0.
Correction.

1. N est défini sur R et D sur | — w/4,7/4[. Ainsi, [ est définie sur D =] —xw/4,7w/4[. N et D ne
s’annulent pas sur D\ {0}. On peut donc faire des quotients d’équivalents.

. 2 . .
sinz ~x et cosz — 1 v —% donc cosz — 1 = o(sinx). Ainsi, N(x) T

3

Le produit x(1—cosx) — 0 et tanu YU donc par substitution dans un équivalent : D(x) v x(1 — cosx) v %

2
0 x2

Ainsi, | f(x)

. En particulier, lim f(z) = 4o0.
x—0

2. Soit x > 0 (car x — +00). Ona:ml/x—lze%—l,IHT‘T—>Oete“—1~u. Donc par
T—+00 0

substitution :

3. Puisque tan®>x — 0, on a /1 + tanz(x) —1 v %tahn2 x ¥ %ﬁ De plus, tan x ¥ x donc par quotient

d’équivalents, | f(x) ~ 5 |.

sinz sinzlnz _ 6a:ln(smx) _ esm:rlnz(l _ ew(z))’ ot

. e Notons u(x) ==x — (sinx)* =€
4

w(r) =2xIn(sinz) —sinzlnz.

limw(z) =0 etl—e? ~ —h donc1—e® ~ —w(z).
h—0

De plus, sinxzlnz — 0 donc =% 5 1 d’oq eS@Ine ~ 1.
xTr—r

Ainst,

u(z) ~ —w(x) ‘

o EBquivalent de w(x) ? Idée : Pour x au voisinage de 0% on écrit

w(z) =zIn(sinz) —sinzlnz

sinx .
=zln X x| —sinzlnz
T

=(z—sinz)lnz+zln (smx)v
—_— —mm— X
=a(z)

=p(z)
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23Inx
et

ot a(x) 06

B(x 1
Ainsi, —= (z) ~ ——

Oé(.’],‘) z—0 Inx

Inx

sin x

Blx) ~ -1
Bla) ~ o)
~ sinx —x

r—0
3

~

z—0 06

et . — 0 donc B(x) = o(a(x)).

Finalement, |w(z) = a(z) + o(a(z)) ~ alz) ~

23 Inx

z—0 z—0 (8]

o Conclusion :|u(x) ~ —

z—0

2 nz
6

Calculs de développements limités

Exercice 2. Faire ses gammes. Déterminer les développements limités suivants.

1. DL3(0) de x +— e* /1 +x ;

de x — sin(z) In(1 + z)

de x+— /1 +sinx;

S
-
h
w
(@)
S~ N N~ N~

6. DL9(0) de o+ 5% —
Indication :

1. produit de 2 DL3(0)
produit + prévision
substitution de x par sinx
produit + prévision
quotient + prévision

composée

XN S G o

composée + prévision

7

7. DLg(0) de x + (sinz)?*;
xe "
20+ 1’7

9. DL100 ) de T — :E4 N

8. DL4(0) de x —

10.

11. de:rl—>1+%;

(2
DL5(1) de x — \/x;
DLs(1)

)

12. DL3(1) de exp;

s xe " a 1
. =z e
20+ 1 ~ 142z
DL3(0) ——
DL3(0)

9. Se ramener en 0 + Newton
10.
11.

12. Se ramener en 0

Se ramener en 0 + DL d’une puissance

Se ramener en 0 + somme géométrique
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Correction.
Let=14a+% +2 4o et VTrao=(1+a)P = =1+2-2 4 534 o3 donc

10.

e YT+a=1+30+ Ba?+ Bad 4+ 0(23)|; (Vérif OK)

sinz ~ z et In(1 + ) ~ x donc il suffit de faire des DLy(0) : sinz = x + o(z?) et In(1 + ) =
x — % + o(z?) donc |sin(z) In(1 + z) = 2? — 23 + o(2?) |; (Vérif OK)

VItsing =1+ Jz — g2? — 2%+ o(2®)|; (Vérif OK)

(e*—1) ~ x etsinx ~ = donc il suffit de faire des DL2(0) : e*—1 = x—&—%Q—i—o(acQ) etsinz = x+o(x?),
donc | (e® — 1) sinz = 22 + 23 + o(2?3) |; (Vérif OK)

DLs3(0) du dénominateur car on va perdre un ordre... Pour x # 0 :
r 1 B 1
er —1 1+%+%2+0(m2) 14 u(z)’

T
et —1

ot u(x) — 0, puis DL9(0)... Aprés calculs, =1- %x + %xz + o(2?) |; (Vérif OK)
T—r

Différence de deux DLy(0), mais DL3(0) x — In(1 4 x).
im(l+2)=1-%2+ % + o(z?) et cos(z) =1 — ﬁ + o(z?).
1

= tx — 2ex? + o(2?) |; (Vérif OK)

Aprés calculs, on obtient | % — (1 + x)

(sinz)? = 2% — 228 + La® + o(a®)|;

. 3 5 2 4 6 4
En effet, (smx)4:(x—%+%— o+ o(x ): ( (—%4—%—%4—0(906))) .
En faisant un DL4(0) de (1 4+ u)*, avec u = —xz z L+ o(x*), on obtient :
(I4+u)t=1- 222+ ta' + o(a?), d'ou le resultat.

—x

23;64—1 = ze™" X 75 :x(l—:c—l—%—%%—o(x?’)) (1 — 2z + 42% — 823 + o(z?))
(1 — 3z + L2 - Dg3 4 0(3:3)) d’ot el x—3x% 4+ B3 - Wt 4 o(at)|;
2r +1 2 6 '

On pose h = x —2 — 0. Alors 2* = (2 +h)* = 24 +4 x 23h + 6 x 22h% + 4 x 2h? + h* =
16 + 32h + 24h? + 8h3 + h* = 16 + 32h + 24h? + 8h3 + h* + o(h1?) donc

ot =16+ 32(c —2) + 24(z —2)* + 8(z —2)° + (2~ 2) T o((x —2)'™) |

On pose h =2 —1 — 0. \/l—i—h:(1+h)1/2:1+%h—%h2+0(h2) donc

VE=14 3 1)~ 4~ 1+ o((e - 1)
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11. En posant h=x —1, onaf(lJrh):QJ%h:%Hlﬁ :%(17%+%2+0(h2)) :%*%+%+O(h2)
2
d’ou IJ%L =i—1@@-1)+g@@-1)24o0((z—-1)?|;

12. " =e+e(x—1)+5@x—-1)*+ &z - 1)+ ?((:n —1)3)|; La fonction x — € est de classe €* sur

R donc admet un DL4(1). On pose h = x — 1 pour se ramener en 0, alors ¥ = elTh = eeh et en

utilisant le DL4(0) de exp, on obtient e = e (1 +h+ % + %ﬂ + O(hg)) = e+eh+5h*+Eh3+o(h?).

11 k
Exercice 3. Sans calcul! Donner le DL15(0) de x — In (Z %) .
k=0

Correction. On écrit

i ok 12 "
—=e"— — +o(x)
| |
=k 12
12
=e" (1 — %e T4 o(x]2)€*x),
donc
= fI:k . x12 . 12 p
In (;) E> = In(e”) + In (1 — ﬁe_”’ +o(z )e_'”).
Comme In(1+1t) ~ t et —%2,6*”” +o(z'?)e™® —— 0, on a par substitution
t—0 : z—0
12 12
T —z 12\ —x —x 12\ —z
ln(l— 121¢ +o(z?)e ) ~ —151¢ +o(z?)e
12!
212
12!
donc 12 . 12 .
—x —x
ln(l—ﬁe +o(z?)e ) f—ﬁ+0(:r: )
puiLs
11 12
TN 12
111(2@) —l’*ﬁ‘FO(.’L’ )
k=0 "
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Exercice 4. Fuaire le développement limité au voisinage de 0 a l'ordre 4 des fonctions suivantes :

1
1.;1:|—>ln< ) 2. z—=\/1+V1+22

COST

Correction.

1
1. On raisonne au voisinage de 0. Ce développement limité existe car la fonction x +— In (())
cos(x

est de classe €* sur | =%, %[ (méme €>). De plus, on a In (ﬁ(ﬂ) = —In(cos(x)). Notons u :
x +— cos(z) — 1. Alors u(x) — 0 et puisque u(x) ~ f%, il suffit d’aller a Uordre 2 pour avoir un
développement a l'ordre 4. Ainsi,

u(x)?
" (cosl(:c)) = —In(1+u(z)) = —u(z) + (2) + o(u(z)?)
De plus,
z? 2t !
U(Jf) - COS(SU) —1= _? + ﬂ + (I4), U(I)Q — Z + 0(354) et o(u(x)Q) _ O(:I,‘4)
Ainsi,

1 2?2 2t ot 4 1 z? 2t
= — = — — T d 1 [ — . 4 .
n( ) 5 +—+o(z") donc |In (cos(x)) st o(x*)

Alternative (primitiver le DL de sa dérivée). En effet, on a f'(x) =tanz =z + ‘%3 + o(x3)
x? x4 4
donc f(x) = f(0) + %5 + {5 +o(z%).

2. e On rappelle que

(—1) 2+a(a—1)(a—2) 3+a(a—1)(a—2)(a—3)

4 4
51 U i U 1 u” + o(u”)

(1+u)a:1+au+a

N.B. : grace auz termes prépondérants, on aura en fait seulement besoin du DLy (0).
En particulier (14+u)'/? =1+ Tu—2u? + o(u?).

1 1
Donc V1422 =(1 —I—.’EQ)% =1+ =22 — —z* +o(z*).

2 8
o Puis
1 1/2
flx) = (2 + -2 — ot 4 0(14)>
2 8
=2 <1 + 1;1:2 - iw‘l + o(:c4)> ’
4 16
= V2(1 +v(x))?,
avec v(x) = 11’2 - i91:4 +o(zt), ()= ix‘l + o(z?)
4 16 ’ 16
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o Ainsi :
flz)=v2(1+ Fu(@) = gV (z) + o(v™(x))
= \@(1+1:1:2 0 4+0(:r4))
8 8 x 16
V2 5 5V2 4 s
— 24 Y2,
@) =|V2+ "Fa? = oeat + o(a?)
Exercice 5. Déterminer les limites suivantes.
clnz+1\""" e He _ 22 e® — 1+ 22 +sin®(z)
e - - 3. —
1. ( oy ) en +00. 2. x> cos(rz/2) en 1. ;‘ m—l en
Correction.

In: 1 zlnx 1 xlnx
1. Notons f(x) = (m) = <1 + ) = ernen(ltans) | pr gy type +00 x 0.
rlnx zlnx

puis

Utilisons des équivalents : puisque xl}m — 0, on aln (1 + xlhx)

20 zlnx

) ) rlng + 1\*re
rInzln (1 + 11 ) ~ 1. Par continuité de l’exponentielle en 1, on a| lim |——— =e|
rlnz ) ..o T—+00 rlnz

Tlnm(ﬁ—&-o(ﬁ)) — 61+U(1) — 61.

Sinon, avec un DL : f(x) =e

2. Posons h = x — 1 pour se ramener en (. Dés lors, h ﬁ 0.
x—

e D’une part, on fait un équivalent pour le dénominateur :

T h LT . (Th wh m(x —1)
—_— = —_— —_ — — S1n —_— ~  —— ~N —_——
O ) T e T ) S0 T2 WS 2

e D’autre part, on ré-écrit le numérateur :

ez2+x _ 2 — eQx(ez2—x _ 1) _ €2I(6$($—1) - 1) ?’ CQIZ'(.’E - 1) ?’ 62(1' - 1)

2 2
it 62:0 —262 e® +z 6223 —262

o Ainsi, le quotient ~ donc | lim =
e cos () a=1 w a—1  cos (%5F) 7r

3. D’une part : e*—1+x2+sin’(z) = 1+2+o(x)—1+0o(x) = v+o(z). Donc e* — 1 + x2 + sin?(x) v

D’autre part : /1 +x — 1 v
e® — 1+ 22 + sind(z)

Ainsi,
Vi+x—1

x.

Wl =

Y 3. Donc par conservation de la limite dans les équivalents :

lim e® — 1+ 2% + sin®(2)

=3
=0 V1i4+zx—1
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Remarque : quand on a des sommes, on préfére les DL car on ne peut pas faire de somme d’équivalents.

Exercice 6. DL hors 0. Déterminer le DL a l'ordre 2 au voisinage de § de f : x + sinxz cos(3z).

On pose h = x — 5 — 0. Alors

f (7?: + h) = sin (g + h) cos(3h + ).

Or, par formule d’addition :

1
sin(§+h):251nh+\é§c05h
TR Y
2(h+o(h)>+2<1—2+0(h)
V3 1. V3, )
=-—— 4+ _-h——h h
2 +2 4 +O( )7
et 9
cos(3h +m) = —cos(3h) = -1+ §h2 + o(h?).
Donc /3 /3
T B 3 1 10v3 4 9
f<3+h)— o Sh R ()
d’ou

Exercice 7. DL de tan. Déterminer le DL o l'ordre 7 en 0 de tan.

Correction. tan est dérivable en 0, de dérivée 1 en 0 donc tan(x) = = + o(x).
D’ot tan? v = 22 + o(2?) puis tan’(z) = 1 +tan?x = 1 + 2% + o(2?).
En intégrant, et sachant que tan(0) = 0, il vient : tan(z) = = + %3 +o(x?).
; 2 2
D’ou tan?(z) = x2+%6+§w4+0(x6) = w2+§x4+0(:c4), puis tan’(z) = 1+tan?(x) = 1+x2+§x4+0(x4).
3
2
En intégrant, et sachant que tan(0) = 0, il vient : tan(x) = x + R I o(x%).

3 15
NPT 2 2, 2% 2 4 4 g 6 2, 2 4, 176 6
D’ou tan'(z) =1+ tan®(z) = 1+ = +§+§w +ﬁm +o(z®) =14z +§x + 52° +o(z®).
Enfin, en intégrant, on obtient finalement :
3
x 2 5 17 - 7
tanx = o Zr )
anr =z + 3 +3L +315x +o(z")
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Exercice 8. DL de tan. Justifier que la fonction tan admet un développement limité a tout ordre en 0.

On pose

Calculer a, en fonction de ag,a, ..

tanx =
Tr—r

ey Qp—1.-

k=0

p—1

2ay n—1—
A TAPER. Réponse :|ag, = Z SOkAn—1-k | .

k=0

2n+1

n
. Z akakH 4 O(x2n+2>'

a2p+1 -

LL2 P

2n

P
SR>

k=0

2akan,1,k

2n+1

Exercice 9. Développement limité d’une primitive.

1. Déterminer le développement limité a l’ordre 4 en 0 de x —

1
V1—a22

2. En déduire le développement limité a l'ordre 5 en 0 des fonctions arcsinus et arccosinus.

Correction.

1

1. Niwaw = (1-22)"1/2 = 17%(7x2)+ﬁ(7$2)2+0(x4) donc

2

1

V1—22

1 3
:1+§x2+7x4+0

8

(ah)|

2. e arcsin est €°(]—1,1[) donc admet un DL5(0) puis arcsin’ admet un DL4(0). Soit x €] —1,1].

1
V1—22

arcsin’(z) =

1 3
=14+ =22+ Za2%+o0

2

8

6

1 3
arcsin(z) =z + —23+ —2° + o

40

(x°)|.

(x%) et arcsin(0) = 0 donc

e OnaVzx € [—1,1], arccos(x) = g — arcsin(x) donc|arccos(x)

Ou alors on fait comme pour arcsin...

Exercice 10. Développement limité d’une primitive.

1. Donner un développement limité de f en 0 a l'ordre 4.

2. Donner lallure de la courbe représentative de f en 0.

Correction.

1. Commencons par montrer que la fonction f est dérivable. En notant G une primitive sur R de la

. . 1
onction continue t — —
J e

on a

g @ qt
o1t :x|—>/ e
f z \/1+t2

Vr €R, f(z) = G(2*) — G(x)

(%)

Méthode 1. La fonction G est dérivable sur R, donc par composition et somme de fonctions
dérivables sur R, la fonction f l'est aussi. On a :

Vr € R, f(z) = 22G'(2*) — G'(x)

2x

1

T Vitar Vita2

Lycée Sainte-Geneviéve

S

C. Vergé




PCSI 2 TD 19 - Analyse asymptotique (Correction) Année 2024-2025

Pour obtenir un développement limité a l'ordre 4 de f, donnons un développement limité a [’ordre
3 de sa dérivée. Partons du développement limité : —- ==1- %u + o(u), ce qui méne a

Vitu
———=1——z*+o(x

et 1 9

———— =1+o0(z®) dou = 22 + o(z?).

T (=) i (%)
On a donc 5 1 1
% €L 2 3
T) = — =—142x+ =2 +o(x”).
1

Par primitivation de ce développement limité, et puisque f(0) = 0, on trouve| f(x) = —x + z° + 6$3 + o(zh) |

Méthode 2. Grace a (%), il suffit de déterminer un DL4(0) de G, donc un DL3(0) de g. On a

1 x2

e = (142 =1 3),
s = (1) — o+ o(a),
donc par primivation, on a
3
G(z) =G(0) +x — % + o(zh)

Le développement limité a I'ordre 2 en 0 de f est :
f(z) = —z + 2% + o(z?),

nous indique que la courbe représentative de f
admet donc une tangente d’équation y = —z en
0, et que la courbe est située localement au-dessus
de sa tangente.
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e - .
Exercice 11. Développement limité d’une réciproque. Soit f:z +— six € RY,
0 stnon.
1. Montrer que f est continue et bijective de R sur R. On admet que f € €°(R,R).
2. Déterminer le développement limité a ['ordre 5 au voisinage de 0 de f.
3. En déduire le développement limité a l'ordre 5 au voisinage de 0 de f~1.
Correction.
1. e f est clairement continue sur R* en tant que quotient de fonctions continues dont le dé-
x2 1
nominateur ne s’annule pas. De plus, c ~ x donc lim f(z) = 0 = f(0) donc
x z—0 z—0
z#0
f est continue en 0. Ainsi, | f est continue sur R ‘
o Pour montrer que f est bijective, on va utiliser le T.B.M..
f est dérivable sur R* en tant que composée et somme.
2
e (222 —1)+1 x ;
Ve € R*, f'(z) = ( ) = Plz) ot e (202 — 1)+ 1 et Y(z) =

x2 x2
2z (222 + 1)(3“"2, donc ¢'(x) est du signe de x.
>0
Ainsi, ¢ décroit strictement sur R_ et croit strictement sur Ry et ¢(0) =0, donc ¢ > 0 sur
R%. Il en va de méme pour f' :Vx € R*, f'(z) > 0.
e (202 —1) + 1 B e g(z)

\ _ 2
5 5 Lolgx e 202 —14e 7,
x

Légere alternative. On écrit f'(z) =
DoncVx € R, ¢'(z) =....=22 (2 — 67"”2).
—_————

>0
Il est a noter que Vo € R% | e €]0, 1].

xT

Ainsi, ¢'(x) est du signe de x. Donc, g décroit strictement sur R_ et croit strictement sur R
et g(0) =0, donc g > 0 sur R% . Il en va de méme pour f' : Ve € R*, f'(x) > 0.

o FEtude de la dérivabilité de f en 0.
En faisant un DL(1) de f, on obtient : f(x) = x 4 o(x). Comme de plus [ est définie et
continue en 0, on en déduit que f est dérivable en 0 et f'(0) =1 > 0.

o Finalement, f est dérivable sur R etVa € R, f'(z) > 0 donc’f est strictement croissante sur l'intervalle R |.

o Ainsi, f est continue et strictement croissante sur l’intervalle R, donc d’apres le théoréme de
la bijection monotone induit une bijection de R sur f(R) =|lim f, Em f[= R (par croissance
—00 oo

comparée), donc ’ f:R—>R est bijective‘.

2.z e® —1 est de classe € sur R donc admet un DLg(0) : e*

Donc pour x #£ 0,

3 0

f@) 5,7+ + % o)

Remarque : c¢’est cohérent avec le fait que f est impaire et f'(0) = 1.
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3. Par hypothese, f € €°(R,R). De plus, f : R — R est bijective et f' ne s’annule pas sur R donc on
a aussi f~1 € €°(R,R). D’apres le théoréme de Taylor-Young, f~' admet alors un DL5(0).

De plus, f étant impaire, f~ Uest aussi donc f~! n’a que des monémes de degré impair dans son

1
développement. De plus, (f~1)(0) = o710 = 1 donc | f1(z) = x + azz® + azx® + o(z°) |,

avec (a3, as) € R? a déterminer.
Premiére méthode. On a f~!(x) — 0 donc par substitution dans le DLo(5) de f, on obtient :
z—

1 1

r=f(fH@) = @) + 5T @)+ S (P @)+ ol(f @)

Or, (f~1(2))? = 22 + 2a32* + o(z%) ; (fH(z))® = 23 + 3azz® + o(2®) ; (f~1(2))® = 2° + o(2) et
o((f71(2))°) = o(z”).

1. . 1
En remplacant dans la premiére égalité, il vient : x = x + (az + =)z° + (a5 + 3a3 + =)z° + o(z°).

2 6
1 7
Par unicité du DL de la fonction identité en 0, on déduit que : ag = ) puis as = 2
: -1 1 3 7 5 5
Finalement, | f~(z) = x — 2% + T + o(x?).

Deuxiéme méthode. On a f(x) — 0 donc par substitution dans le DLy(5) de f~1, on obtient :
T—
z = fTH(f (@) = f(2) +asf(2) +asf(x)” + o(f(2)°),
avec f(z) =z + =+ — +0(2%); f(x)? = 2® + 2t +0(2%) ; f(2)3 = 23 + 32° + o(2P) ; f(2)° =
1 1
r=x+ <2+a3)x3+ (6-1-3;3+a5)a:5+0(x5).

Par unicité du DL de la fonction identité en 0, on obtient : az = —3 puis ag = T

1 7
Méme conclusion : | f~1(z) =z — 53:3 + ﬁx‘:’ +o(2?).
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Exercice 12. Développements limités en 1. Déterminer le développement limité a 'ordre 4 en 1 de

1. z—e€* 2.f::v»—>ln(2x).
T

Correction.

1. La fonction x + €* est de classe €* sur R (méme € ) donc admet un DL4(1). On pose u = x—1

pour se ramener en 0, alors

e’ = el = ec

et en utilisant le DL4(0) de exp, on obtient

2 3 4
ut o out
z _ 1 o v v 4
e e<+u+2+6+24+0(u)>

i.e.

e$:e+e($—1)+g(x—1)2+§(x—1)3+§(x—1)4+?((x—1)4).

Remarque : ou bien Taylor en 1 car pour tout k € N, exp(k)(l) =exp(l) =e.

2. o fE€CHRY) donc d’apres le théoréme de Taylor-Young, f admet un DL4(1).
e On se rameéne en 0 en posant h = x — 1. On a bien h —— 0. Déterminons le DL4(0) de la

z—1
fonction h — f(1+h) = l(nl(i;;)’é)

o Prévision des ordres : In(1+ h) v h donc il suffit de faire le DL3(0) de h — RENOER

h? h®  nt
o D’une part, In(14+h) =h — LE + e i? +o(ht).

e D’autre part :
Premiére méthode : (1 +h)? =1+ 2h+h? =1+ v avec v = 2h + h? 7 0
—

1 1

— —1— 2 .3 3
A7 h?  T+o v+ v° —v° 4 o(v?),

donc

ot v = 2h + h?%; v? = 4h? + 4h3 + o(h?) ; v3 = 8h3 + o(h3) et o(v3) = o(h?).
1
AZTLSZ N m =1-— 2h =+ 3}L2 — 4h3 + O(hg).

Deuxiéme méthode :

_ —2)(=3) (=2)(=3)(—4)
() 2=1—2n h? h? 4 o(h?
g =t + 5 + ; +o(h?)
=1 —2h + 3h* — 413 + o(R?).
o Ainsi
In(1+ h) [ R s > 413 3
— = [h——+ = —— 4o ] (1 —2h+3h%—4hn h
A+ h)? < 2+3 4+0( ) ( +3 + o( ))
P2 By 174 4
=h—oh* 4+ % = bt o(h?).
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In(x)
2

En conclusion : =(z-1)-3@-12+L@-1P3-T@-1'+ (1)((T - Y|

T

Applications

Exercice 13. Extremum local. Soit f € €*(R,R). On suppose qu’il existe xg € R tel que f'(xg) =
f"(z0) = fO)(x) =0 et fP(z9) > 0. Montrer que f admet un extremum local en xg.

Comme f € €*(R,R), f admet un DLy(zq) :

f(@) = f(zo) + ——

Donc

) (4
o) ~ flap) ~ L)

par hypothése. Par conservation du signe dans les équivalents, on a f(x) > f(xo) au voisinage de xq i.e.

(z — x0)* > 0,

’f admet un minimum local en xg ‘

Exercice 14. Dérivées n-ieme. Soit f : z — Sans calcul, déterminer f™(0) pour tout n €

— g2
N.
1 n n
Pour tout n € N, on a f(z) == =z %P 4+ o(2*") | = 2P o(22m ).
fl@)=21——; ]§+(> I;) +o(z?" 1)
Par ailleurs, f est de classe €°° sur | — 1,1[ donc d’aprés la formule de Taylor-Young, f admet un

DLgy+1(0) pour tout n € N de la forme :

2n+1 - (k)
k=0 ’

Par imparité de f, on sait que |Vp € N, f#P)(0) = 0| Par unicité du DL2p+1(0), on en déduit aussi que
Vp e N, fCrHD0) = (2p+1)!|.

Exercice 15. Premiéres dérivées de sin”. Soit n € N*. On note f = sin™. Calculer, pour tout k € [0,n],

F#(0).
Correction. On a

f(2) = sin"(2) = (2 + o(x))"

— x’ll +O(x7L)‘
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D’apres le théoréeme de Taylor-Young et l'unicité du DL, on obtient

Vk e [0,n—1], f®0)=0 et FM0) =n!|.

Exercice 16. Une somme binomiale. Soit n € N*. En calculant de deux fagons différentes le DL, (0)
de x — (e — 1)", calculer, pour tout p € [0,n], la somme

(e

k=0

Correction. On a

2+ o(a) = (¢F — 1) = 30 (~ 1) (Z) {Z ko o(m”)]

k=0 =0 P

"o " N
1 (5500 (])) o
=0 P \i=o

donc

Vpe[o,n—1], S (-1 * (Z) =0 e |3 (-1)F (Z) K = )|
k=0

Exercice 17. Fonctions tangentes a I’ordre 6. Soient f, g € €°°(R) impaires telles que f'(0) = ¢'(0) =
_ flg9(z)) — g(f(x))
1. Calculer lim .

z—0 xG

Correction. Le théoréme de Taylor-Young donne des D Lg(0)
f(z) =z + az® 4 ba® + o() et g(x) =+ ax®+ B’ + o(F).
Apres calcul, on obtient
f(g(@)) =z + (a+a)z® + (b+ B + 3aa)z” + o(z?).

Les développements limités de f et g jouant des roles symétriques dans cette expression, on en déduit
que

flg(@)) — g(f(x)) = o(z®) ],

et | la limite cherchée est O |.

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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Exercice 18. Approximations de e. Pour n € N*, on définit u, = (1 + %)n

1. Montrer que (up)nen+ converge et déterminer sa limite.

2. Montrer que (up)nen+ est croissante d partir d’un certain rang, par exemple en étudiant le quotient
de deux termes successifs.

s (o0 1l) 952 nY obh 99stmeeso nl toshisi

Correction.

1. On a <1+ %)” = exp (nln <1+ %)) On a par ailleurs nln <1+ T%) Y X Tl = 1, donc

—00 v

nln (1 + %) m 1 et|u, =exp (nln (1 + %)) m el

2. On obtient par le calcul que :

1 1
In(up+1) — In(uy) = (n+1)1In (1 + ) —nln (1 + )
n+1 n
1

~ o
n—oo 212

Cela démontre que In(upt+1) — In(uy) > 0 a partir d’un certain rang, i.e. que (In(uy))pen+ est

croissante a partir d’un certain rang donc que ‘ (Up)nen+ est croissante a partir d’un certain mng‘.

V1+22 -1+ 22

Exercice 19. Une étude locale de fonction. Soit la fonction f : x — définie sur R*.
x

1. Déterminer le développement limité a l'ordre 3 en 0 de f.

2. En déduire que f est prolongeable par continuité en 0. On note a nouveau f ce prolongement continu.
Justifier que f est dérivable en 0 et préciser la valeur de f'(0). Donner une équation de la tangente en
0 a la courbe représentative €y de f et préciser la position relative de €y par rapport d cette tangente.
Faire un dessin local.

3. Montrer que : f(z) =z +1— % + o <l> . En déduire une équation de l’asymptote oblique a €

z—+o00 \T
en +oo et sa position relative par rapport a €y.

4. Déterminer la parité de f et en déduire une équation de l'asymptote oblique a €y en —oo.
Préciser sa position relative par rapport a €.

5. Tracer Uallure de €y sans faire de tableau de variations (on fera apparaitre les asymptotes et la
tangente en 0).

Correction.

1. La fonction x + /1 4+ 22 — 1+ a2 est de classe €* sur R donc elle admet un développement limité
a lordre 4 en 0. De plus, au voisinage de 0, en utilisant les développements usuels en 0, puisque

Lycée Sainte-Geneviéve 15 C. Vergé



PCSI 2 TD 19 - Analyse asymptotique (Correction) Année 2024-2025

z2 =0, on a

VIitaZ—1+422= (1+x2)1/2—1+x2

1 1 (1 _ )
= 1+§x2+%x4+0(9€4) — 1+ 2
3 1
= 5352 — §x4 + o(z%).
Finalement, on en déduit que
_ 3 1 3 3
f(2) 2%~ 3% —i—(o)(x )

. On déduit du développement limité précédent que [ posséde une limite finie en 0 qui vaut 0, donc

que | f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =0 ‘ On note encore [ ce prolongement
continu en 0. 5

Dés lors, [ est dérivable en O et f'(0) = 3

On rappelle que

fl@)—f(O0) _ fl=) 3 1, 2 3
Va # 0, . == =53¢ +0(3:)E>2.
, . . . ) 3
Une équation de la tangente en 0 a la courbe représentative €y de f est donc|y = 53} .
En utilisant le développement limité précédent, on a f(z) — 3z = —3a3 + 8(:63), donc
3 1 4
f(z) — 3% % g%

Par conservation du signe dans les équivalents, on en déduit que :

3
e six >0, alors au voisinage de 0, on a f(:n)—§x < 0 c’est-a-dire que €y est en dessous de sa tangente ;

3
o stz <0, alors au voisinage de 0, on a f(:t:)—ix > 0 c’est-da-dire que €5 est au-dessus de sa tangente.

1
. Soient x € |0,4o00[ et t = —. Puisque t > 0, on peut écrire t = Vt> donc
T

1 1 1 1
)=t(1+ = —1+= ) =|VI+2—t+—|
f(t> < + 25 +t2> + +

Au voisinage de 0 pourt, on a

tf(l):tm—t2+1

t
=t(1+o(t) —t*+1

tf (t) =1+t —t*+o(t?).

—_
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On en déduit que

if(w)zl—&-l—i-i- 0 (), donc f(x):;c—i-l—l—i- 0 <1>>

xr T—+00 \ T

et

f@) = (@+1) o~

1
Par conservation de la limite et du signe dans les équivalents, et vu que — — 0, on en déduit que

€y admet en +0o une asymptote oblique d’équation y = x + 1

, et que"gf se situe en dessous de

cette asymptote au voisinage de 400 ‘

4. Pour tout x € R*, on f(—x) = —f(x) donc | f est impaire|. Quand z est au voisinage de —o0, on

a —x au voisinage de +o00, donc d’aprées la question précédente

flx)=—f(—2)=— <$+ 1- _Lx + S0 (i))
donc
f@)=(z=1) ~ —% :

Par conservation de la limite et du signe dans les équivalents, on en déduit que | la droite d’équation y =x — 1 est -

1
et, comme (— > 0), on sait que’%f se situe au-dessus de cette asymptote au voisinage de —o< |.
T

5. On en déduit le graphe de f (légende a compléter par vos soins) :

Lycée Sainte-Geneviéve 17 C. Vergé



PCSI 2 TD 19 - Analyse asymptotique (Correction) Année 2024-2025

. 1
Exercice 20. Une étude globale de fonction. FEtudier la fonction f : x — x? arctan ( n 1).
x

Correction.

o f est définie sur Dy := R\ {—1}. De plus, f est de classe €>° sur Dj.

1 x?
. ) Dy. o f! =2 — =
Soit x € Dy. On a : f'(x) = 2z arctan <$ " 1) CESIEEE zo(x)

1 x
) := 2arct — .
ot ¢(z) arctan (x—l—l) T 1)

2

¥+ 4z +6

<0 (en effet, x — x> +4x+6 est une fonction
(14 (14 x)?)? (en elf J
polynoémiale de degré 2 de discriminant négatif, donc sans racine réelle et de signe fixe, et valant 6
en 0). On en déduit que ¢ est strictement décroissante sur les intervalles | — oo, —1[ et | — 1, +o0|.
De plus, on a :

Apreés calculs, on obtient : ¢'(x) = —

; ( 1 ) 1 1 ; x 1
arctan [ —— | ~ ~ = et — ~ =
r+1) 0 x4+ 1 o0 x 14 (z+1)2 400 2’

donc chacun des termes tend vers 0 en £oo. Ainsi, lirin ¢(z) = 0 et comme ¢ est strictement dé-
T—r 00

croissante sur|—oo, —1[ et sur |—1, +00], on en déduit que ’ ¢ est négative sur | — oo, —1[ et positive sur | — 1, +ox

o Le tableau de signe pour f' (a faire) nous meéne a la caractérisation :
Vo € Dy, f'(z) <0<= 1z €] - 1,0,

et permet de déduire les variations de f sur Dy (tableau a faire).

o On compléte le tableau de variations de f avec ses limites : lim f(z) = lim arctan(y) = 71,
T——1" Yy—— 2
lim f(z)= lim arctan(y) = T et f(0) =0. De plus, on a déja vu que
z——1+ y—+oo 2
1 1 L
arctan (x—l—l) ot d’ot  f(x) a2
On en déduit que lim f(x) = —o0 et lim f(x) = +4o0.
r——00 T—+00
« Etude au voisinage de linfini. On a vu que f(z) ~ z donc @ 1. Etudions
r—to0 €T r—+o00
1
ce quotient au voisinage de l'infini. Posons u = — i 0 et faisons un DL a lordre 2 de
€r x—ZFoo

1
u— uf () au voisinage de 0. On a, pour u # 0 :
u

uf(l)—larctan( Y )
u) wu 1+u/)’
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Fuaisons donc un DL a l'ordre 3 de u — arctan (1 4

n ) au voisinage de 0. Commengons par un
U

DL3(0) de u — :

3(0) de u 1+ u

Yoy Lo u(l —u+u? + o(u?)) = u — u® 4+ u® + o(u?).
14w 14+u u—=0

Ensuite, posons v :=

—— 0. On sait que arctanv = v — %5 + o(v?).
1+u u=0 0

1 2
Apres substitution et calculs, on obtient : arctan <1 i > =u—u?+ gug + o(u?) puis
u

1y _ 29 2
uf(u>—1 u+3u + o(u?),

d’otu

flz)=2—-14+—+ o

e ()
3z too\z/ |

2
Ainsi, [f(x)—(z—1)] oo 0. Donc| la droite d’équation y = x — 1 est asymptote (oblique) a Cy

oo 3T

’ au voisinage de +00 ‘ De plus,

Cy est en dessous de son asymptote en —oo et au-dessus en +00 ‘

Faire un dessin local.

 Etude au voisinage de —1. On pose maintenant h = x + 1 —1> 0.
T——

On a, pour tout h € R* :

f(h—=1)=(h— 1)2arctan% = (1—2h+h?) (a(h); — arctan h) ,

1
en utilisant le fait que pour tout h € R*, arctanh + arctan n= 5(h)z ot e(h) = £1 désigne le

2 )
signe de h. De plus, arctan h = h + o(h?) donc aprés développement et simplifications, on obtient

e(h)m
2

e(h)m

flh—1) = =3

— (1 +e(h)m)h + <2 + ) h% 4 o(h?) |

« Etude au voisinage de —1~. f(h—1) = —g —(1-—mh+(2- g)h2 + o(h?).
[ peut étre prolongée par continuité da gauche en —1, en posant fo(—1) = —g. Deés lors, fq est

dérivable a gauche en —1 et fi(—1) =n—1 et f(x) —[-5+ (7 —1)(z+1)] v 2-3)(z+1)?>0

donc | €y est au-dessus de sa tangente en —1~ |. Faire un dessin local.

« Etude au voisinage de —1F. f(h — 1) = g —(1+mh+(2+ g)h2 + o(h?).

f peut étre prolongée par continuité a droite gauche en —1, en posant fg(—1) = g Des lors, fq est
dérivable a droite en —1 et fi(—1) =—m—1et f(z)—[F—(1+m)(z+1)] ~ 2+5)(z+1)*>0

—1t

donc | €y est au-dessus de sa tangente en —17 |. Faire un dessin local.
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« Etude au voisinage de 0 (pour tracer le graphe de f). D’aprés le tableau de variations de f,

’f admet un minimum local en 0 qui vaut 0‘,

Problemes d’analyse asymptotique

Exercice 21. Une équation a parameétres. Montrer que pour tout o > 0, I’équation e~
2
connue x, posséde une et une seule solution xo dans |0,1] et o =1 — a + 362“ + °, (a2).
o—

Correction. Soit a > 0.

= x, d’in-

o La fonction f :x — e™ " —x est continue et strictement décroissante sur l’intervalle |0, 1], f(0) =
1>0et f(1) =e®—1<0 donc d’aprés le TBM, 0 posséde un unique antécédent x, €)0,1] par

f
o Méthode 1 (DL successifs).

— Ona: x4 €]0,1] donc par encadrement e < e~ %> < 1. Or, e~ %> =z, donce ® <z, <1

avec e~ ¢ v—(]% 1. Ainsi, par théoréme d’encadrement, on a lirr%) To = 1 donc
a—r o—r

zo =1+0(1) (ordre 0).

Sinon : (z4), bornée et « —0> 0 donc ax, —O> 0, donc xo = ¢ o —— 1.
oa—r a—r

a—0

— On poursuit le DL a l'ordre suivant en ré-injectant. On a

s — e Ta /—OH‘O(OC) = 1 - dre 1).
To =T = o Solzatol@  (ordre )

Lycée Sainte-Geneviéve 20
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— Enfin
Ty = e e
_ atattola?)
a—0
1
_ B 2 1,2 2
a:>01+( a+ o )—1—2( a) +0<a)
R i (o) (ordre 2)
= l—-a+—+o(«a ordre 2).
a—0 2
, . _ Inx )
e Méthode 2. On pourrait noter g : a — x4, et comme e~ = © <= o = ———, on obtient
x
_1 Inx
g i ——.

x
La question revient d faire le DLo(0) de g, que 'on pourrait déduire de celui de g=' (plus simple

a obtenir car fonction explicite).
Comme précédemment, on obtient lin%) g(a) = lin%) o = 1, donc on peut prolonger g par continuité
oa— a—
en 0 en posant g(0) = 1; dés lors, g est bijective de Ry dans]0,1] et g=1 :]0,1] — Ry est clairement
Inx—1
2
s’annule pas sur ]0,1], donc on en déduit que (g71)~1 i.e. g est de classe €% sur R, .

bijective et de classe €2 sur]0,1]. Comme (g7%) : z <0, on a en plus que (g~')" ne

D’apreés le théoreme de Taylor-Young, g admet un DLy(0) et g~ admet DLy(1).
Déterminons le DLy(1) de g~ *.
En posant h=x—1—= 0, on a

xIn(14+h) = (=1+h+o(h))(h - h; +o(h?)) = —h+ ;hQ +o(h?).

1+h

g '1+h)=

Donc

Déduisons le DL5(0) de g.
Puisque g est de classe €2 sur Ry et g(0) = 1, on sait d’apres le théoréme de Taylor-Young, que
g admet un DLs(0) de la forme :

g(a) = 14 aa + ba® 4 o(a?), avec (a,b) € R? a déterminer.
Puisque g(«) —O> 1, on peut substituer g(a) a x dans le DL de g, ce qui donne :
o—>

97 (g(a)) = —(g(@) = 1) + g(g(a) — 1) +o((g(ar) = 1)%).

Donc

3
o= —aa —ba® + §a20z2 + o(a?).
Par unicité du DLy(0) de Id en 0, on en déduit que —a =1 et %a2 —b=0donca=—1etb= %,
d’o

3
xa:g(a)zl—a+§a2+8(a2).
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Exercice 22. Une équation a parameétres. Pour tout entier n > 2, on considére la fonction f, définie
s
sur [0, 5] par
fn iz ncos" xsinzx.

1. Montrer que, pour tout n > 2, la fonction f, posséde un maximum, atteint en un unique point x,.
On note yp, = fn(zy).

2. Trouver un équivalent pour chacune des suites (Tn)n>2 €t (Yn)n>2-
Correction.
1. Soit n > 2. La fonction f, est de classe €>° sur R, et pour tout x € [0, g], on a :
fr(z)=n {COSnJrl x — ncos™ ! sin? m} = ncos" ! z(cos® x — nsin® z).
Méthode 1 (étude de fonction). Vu que z € [0, ]

I,
pas mazimale en 5 vu que fr(m/2) =0 et fp(7/4) > 0.
Ainsi, pour z € |0, %[, on a

onacos" lr=0s1= 5, mais fn n'est

' . 1 1 1
fi(x) =0 <= cos’z—nsin’z = 0 <= tan’z = — <= tanz = |tanz| = —= <= z = arctan —
n

Vn vn’
ot la derniére implication utilise arctan(tanz) = x vu que x € [0,7/2[C] — 7/2,7/2][, et
fi(x) >0 <= cos’x —nsin’z > 0 <= tan’z < B < tanx < L =< arctaunL
" n Vn ' N

ot la derniére équivalence utilise que tan est strictement croissante sur [0,7/2] et arctan est stric-
tement croissante sur R.

On en déduit que f, est strictement croissante sur |0,arctan ﬁ} et strictement décroissante sur

arctan ﬁ, 5|, d’ou le tableau de variation de f, suivant :

T 0 arctan ﬁ g

! (x) + 0 — 0
Yn

0 0

Ainsi, la fonction f, atteint son mazimum une seule fois sur [0, %] en |z, = arctan % :

Méthode 2. Comme f € €°([0,7/2],R), on sait d’aprés le TBA, que f, admet un mazimum M
sur ce segment (qui est donc est atteint au moins une fois).

Comme fp(0) =0 = fn(7/2) et f,, prend des valeurs > 0 (par exemple en 7/4), on en déduit que le
mazximum de f, n’est pas atteint en 0 et w/2. 1l est donc atteint au moins une fois sur |0, /2. Soit
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a €]0,7/2[ tel que f(a) = M. Comme f, est dérivable en a, on sait d’aprés la condition nécessaire
d’extremum local que f](a) = 0.

Or, sur |0,7/2[, on repére comme dans la méthode précédente que f)(a) = 0 = a = arctan ﬁ
(donc M est atteint au plus une fois).

On en déduit que le maximum M de f, est atteint une unique fois sur [0,7/2] et ¢’est en arctan ﬁ €
10,7/2].
2. e Puisque x, = arctan ﬁ, et arctan x e T, ON a|Ty ~ ﬁ .

e Pour donner un équivalent de y,, partons de :
Yn = ncos” (xy,) sin(zy,).
7, . 3 n
D’une part, puisque x, — 0, on a nsin x, ~ N, ~ T Vn.

D’autre part, on a cos™ (z,) = enin(coszn) (on passe a l’exponentielle car il y a du n d deux
endroits!) avec cosx, — 1 et In(u) ~ u—1, donc

SI

u—1
2
x 1
1 q ~ — 1 ~ _n ~ ——
n (cosxy,) ~ (cosx, — 1) 5 o
Ainsi nln (cos x,) — —35, et donc cos™(xy,) — ﬁ # 0 donc cos" (xy,) ~ ﬁ
Par produit d’équivalents, on obtient finalement |y, ~ \/%7 .
n
Exercice 23. Somme de Riemann divergente. Pour n € N*, on pose S, Z

1. Justifier que pour tout n € N*, on a

2(Vn+1-n) < o

2. En déduire la limite de (Sy,)nen+, puis déterminer un équivalent simple de (Syp)nen+-

Correction.

1. La fonction

fIR+4)R
r = T

est dérivable sur R, de dérivée x — f
Soit n € N*.

La fonction f est en particulier continue sur [n,n + 1] et dérivable sur n,n + 1[. D’aprés le théo-
réme des accroissements finis, on peut trouver ¢ € In,n + 1| tel que

F =S gy 1
Vit -y = LT g -
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Par décroissance de x ﬁ, on en déduit que
1 - o 1
—_— n —vVn < ——,
2vn+1 7~ ~ 2y/n
ce qui est équivalent a [’encadrement demandé.

2. 1l y a plusieurs fagons de s’en sortir, mais je propose de faire quelque chose de systématique,
c’est-a-dire de « réécrire » l’encadrement de la question précédente « en échangeant les roles »,
c’est-a-dire en encadrant —= en fonction d’une quantité qui va se télescoper quand on la sommera.

‘est-d-d dt\/lﬁ tion d’une quantité q télescoper quand on 1

Soit k > 2.

o En appliquant linégalité précédente a k, on a

z(x/ﬁ—\/%)g\}é.

o En appliquant linégalité précédente a k — 1, qui est bien un élément de N*, on a

\}E§2<\/(k—1)+1—m).

Ainsi, on a montré l'encadrement

Vk > 2, 2<\/k:+ —\/E)S\}ESQ(\/E—\/k—l).

Cet encadrement n’étant valable que pour k > 2, on va sortir le premier terme de S, avant d’utiliser
l’encadrement pour encadrer la somme.
Soitn>1. On a

n n 1
Si=> —=1+> —

k=1

done 1+2§:(\/1f+ ~ Vk) §5n§1+2n:2(\/é—\/m)
k=2 k=2

donc 142 (\/n—i— — \@) <S5, <1+42(Vn-1) (télescopage)
done 2vn+1+4+1-2v2< 8, <2v/n— 1.

L’idée est maintenant assez limpide : on montre que les deux bornes sont équivalentes da 2+/n, et
on va en déduire que S, ~ 2./n.
n—-4o0o

Pour cela, nul besoin de montrer un « théoréme des gendarmes pour les équivalents » : le théoréme
usuel suffit, en revenant a la définition. En effet, l’encadrement que [’'on vient de montrer donne

vn>1?2\/n+1+1—2\/§§ Sn §2\/ﬁf1'
2\/n 2/n 2/n
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Comme

2n+1+1-2V2 n—|—1+1—2\/§
2y/n N n 2y/n  n—too

9

le théoreme des gendarmes entraine

Sn
2\/ﬁ n—-+oo

et donc

S’n, ~ 2\/ﬁ :

n—-+oo

Exercice 24. Une étude de suite récurrente non linéaire.

n—1
On admet le théoréme de Cesdro : si (v,) € RN converge vers £ € R, alors — E Uk ——+——> L.
n n—-+0oo
k=0

On étudie la suite (up)nen définie par récurrence par ug € |0, %} et pour tout n € N, wup 41 = sin(uy,).
1. Montrer que Vn € N, u, € 10, Z].

2. Montrer que (un)nen converge et que u, — 0.
n—+oo

3. Déterminons un équivalent de u,,.

1 1 1
(a) Montrer que lim s — 5 | =5
n—+oo \Up .y Up 3

23509)nutispd 29h 192ilily prusog 01O

—1
o N 1 1 1
(b) En déduire que lim — Z — =] ==
n—+oo N =0 Uk q ug, 3 , |
L01H290) 9 95151096\ W 19estq vrnsog O

1
(c) Déterminer un équivalent simple de s puis de Uy.

Correction.
FEtudions la suite (uy)nen définie par récurrence par ug € ]0, %] et pour tout n € N, u,1 = sin(uy,).

1. Par récurrence sur n € N.

]

e Remarquons que la fonction sin est définie sur D, que D est stable par sin et que sin est
croissante sur D donc on sait qu’on est dans le cas favorable ot (uy,) est monotone. Montrons-

le!

o Notons g la fonction définie sur D par g : x — sin(z) — x. g est dérivable sur D et VY €
D, ¢(x) = cosz — 1 < 0 donc g est strictement décroissante sur lintervalle D. Comme

g9(0) =0, g est négative sur D. Ainsi,

2. Posons D =0

INE]

9

Vn €N, upt1 — up = sin(uy) — up = guy,) <0,
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donc (uy,) est strictement décroissante. Comme, de plus, (uy,) est minorée par 0, on en déduit

que | (uy) converge|. Notons { € R sa limite.

o D’une part, la fonction sin est continue sur R donc en particulier en ¢ et (uy) tend vers ¢
donc (sin(uy,)) tend vers sin(f), i.e. (up+1) tend vers sin(f).
D’autre part, en tant que suite extraite de (uy,), la suite (uny1) tend vers L.

Par unicité de la limite de (up+1), on a sin(f) = ¢, i.e. g(¢) = 0. Or, g ne s’annule qu’en 0,

donc .

On a donc montré que ’ (uy) converge vers 0‘.

3. (a) e Pour toutn €N,
11
u%+1 u?

on a:
u? —ul 4 _ (Up, + Upt1)(Up — Upt1) _ (U, + sinuy) (U, — sinuy,)
uZu? g uu? u? (sin up,)?

Pour tout n € N, u,, > 0, donc
Up +sinu, 1 1lsinu, 1+1_1
U, 2 2 u, notee 22 7
par opérations sur les limites. Donc | u, + sin u, ~ 2uy, |.
o Ainsi,
u3
1 1 2u, x 21
o T YT Yo
up g u uk 3
1 Lo . . 1= 1 1
5 5, donc d’apres le théoreme de Cesaro :| — Z —— =5 | —— |
ntl Un n—4oo no\Upy U ) noteo 3

(b) Ona u21 — L

1 1
(¢c) Pour tout n € N*, la somme Z <2 — 2) est télescopique, égale a
uy uy
k=0 \Yk+1 k
alors de la question précédente que
1 1 N 1
nuz  nud 3
Or, —5 — 0, donc par somme
1_(1 1)+1_>1+0_
nu2 nuZz  nud nu 3 -3
Ainsi,
1 1 . \/?
—_—~ — (A Uy N~ — |
nuz 3 " n

n—1

. Lo = . 1.3
Puisque u, — 0, on a les équivalents usuels : et ‘ Up, — SIN Uy, ~ U, |-

1 — L On déduit
U UO

n
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Exercice 25. Etude asymptotique de suite implicite.

1. Montrer que pour tout n € N*, I’équation x +Inx = n posséde une unique solution dans R*_, que l’on
notera u,,.

2. Montrer que la suite (up)pnen+ est croissante et déterminer sa limite.

3. En déduire que up, ~ n.
n—-+00

4. Montrer que U'on a up =n —Inn+ 22 4o (mn).

n n

Correction.

1. Notons g : ¢ — = +1Inz. g est dérivable sur RY et g’ : © — % + 1 > 0 donc g est strictement
croissante sur l'intervalle RY . De plus, g est continue sur RY donc g réalise une bijection de R’
sur g(R%) = Jlimg g, lim o g[ =] — 00, +00[= R.

Pour tout n € N*, n € R = g(R%.) donc|il existe un unique u, € R% tel que g(u,) =n/|

2. o OnaV¥neN*, g(u,) =n<n+1=g(uyg1) et g croit strictement sur R donc up, < tpq1.
Ainsi, (uy) est strictement croissante. D’aprés le TLM, (uy) CV ou u, — +0o0.

o Supposons, par l'absurde, que (u,) CV vers un certain £ € R. On a : ¥Vn € N*, w, > uy et
PPL on a £ > uy >0, donc £ € RY. Puisque g est continue en ¢ et VYn € N*, g(u,) = n, on

obtient g(f) = 400 : absurde ! Donc .

P . . n In uy,
3. Par définition de u,, on a :n = u,+Inwu, et u, > 0. En divisant par u,,, on obtient : — = 1+ .
Unp, Unp,
. . Inz o In up,
Or, par croissance comparée, — —— 0 et u,, — +0o donc par substitution, ——F 0.
T xT—=+oo Uy n—+oo
Puis, par opération dans ’égalité précédente, ;- — 1, donc ,
4. e D’aprés la question précédente, on a u, ~ n, donc u, =n+ o(n).

Posons vy, = u, —n. On sait déja que v, = o(n). Essayons de préciser.
Comme g(un) =n, on a u, —n = —In(uy,) donc v, = —In(uy).
Méthode 1. On a

vp = —In(uy) = —In(n+o(n)) = —lnn — In(1 + o(1)).

Or, In(1+0(1)) — 0 et —Inn ——— —oo doncIn(140(1)) = o(lnn) donc|v, = —Inn + o(lnn) ‘

n—-+00

Méthode 2. Montrons que v, ~ —Inn.

1 Inn + In (Y In (4=
on o tn - 20 n (%) =1+ n () 140 = 1. Ainsi, In(uy,) ~Inn, d'ou
Inn Inn Inn n—o+too —_—
In(u,) =Inn+ o(lnn).
Ainsi, v, = —Inn + o(lnn) donc ’un =n—1Inn+o(lnn) ‘
o Posons wy, = u, —n+Inn. On a w, = —In(u,) +Inn=—1In (“7”), ot wy, = o(lnn) d’aprés

le dernier point.

Or, on vient de montrer que “* =1 — th” + 0 (1“7”)
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1 1
D’ou wy, = —1n 1_nn+0<nn> :M_FO(L).

Ainsi, | uy, =n—1Inn+ 22 :o(ln—) .

n

n

Exercice 26. Etude asymptotique de suite implicite.

1. Pour tout n € N, justifier que l’équation e* + x = n posséde une unique solution dans réelle, que l’on
notera u,,.

2. Déterminer la limite de (up)neN, puis un équivalent.

3. Donner le développement asymptotique a trois termes de uy,.

Correction.

1. Notons g : x + €* + x. g est dérivable sur R et g :  — e* +1 > 0 donc g est strictement
croissante sur 'intervalle R. De plus, g est continue sur R donc g réalise une bijection de R sur
g(R) = Jlim_q g, lim o g[ =] — 00, +00[= R.

Pour tout n € N, n € R = ¢g(R) donc ’ il existe un unique u, € R tel que g(u,) =n ‘

2. e

On aVn € N, glup) =n <n+1=g(uyy1) et g croit strictement sur R donc u, < Upyi.
Ainsi, (up) est strictement croissante. D’aprés le TLM, (uy,) CV ou uy, — +00.
Supposons, par labsurde, que (u,) CV vers un certain ¢ € R. Puisque g est continue en { et

Vn € N, g(un) =n, on obtient PPL g(¢) = +o0c : absurde! Donc .

Un

—5 0, ie.

. , X .
Par croissante comparée, — —— 0 et uy, — 400 donc par substitution,
ex eUn n—+oo

T——+00
up, = o(e").

Puisque pour tout n € N, n = e“" +u, ~e"", on a ,

Montrons que u, ~ Inn.

” eln(un) Inn + In (#) In (euTn)
On écrit Vn > 2, —— = = — =1+ - 1+0=1. Donc
Inn Inn Inn Inn n—+o00

Up ~Inn|, et u, =Inn+ o(lnn).

Posons v, = u, —Inn. On a v, = o(lnn).

U
5 : v up—Inn e n—1un Un Inn Inn . .
On étudie : e’ = e"n = — = =1-"=1-""+0(7"). En particulier,

n n
e’ — 1 et par continuité du In en 1, on a v, — 0 donc e’ — 1 ~ v,.

Ainsi, on obtient : vy, ~ —lnT”. Donc |u, =Inn — IHT” +0 (1“—”) .

n

Posons wy, = u, —Inn + th” On a w, = o (h;:z)'
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On étudie :

u Inn Inn

n —

Jn — gun—nnln _ xen (n—up)xXen
n n

U lnn lnn
1-— n) avec — — 0

lnn Inn Inn Inn 1 /Inn\?2 Inn\\?2
1- +o|—5 I+—+5(— ) +ol||—
n2 n2 n 2\ n n
1 (11171)2 (lnn)2 Inn <lnn>2
=1—-=(—1] 4o —_— car —— = o — .
2\ n n n? n
En particulier, on a e“» — 1, on a w, — 0, donc

1 (Inn\?
wnwew”—lw—(nn) .
2\ n

n n

2 2
Ainsi) u, = Inn — 20 — % (M) +o0 <<h”’) ) : développement asymptotique a trois termes

de uy,.
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. . 2 . , . ug = 0

Exercice 27. Une suite récurrente. O t l te d .

n note (Un), oy la suite définie par Wn €N, unes = Vi 12
2  8n n

Indication : on pourra montrer que Vn € N, u, < n, puis up ~ n puis u, = N — % + o(1) et conclure.

n—-+oo

1 3 1
Montrer queun:n————+o(—>.

Correction.
1. On montre d’abord que u, ~ n.

o Une récurrence immédiate donne : ¥n € N, u, >0, donc (up)nen est bien définie.

e De plus, Vn € N*, u, = Jup_1+ (n—1)2 >n —1, donc liril Up = +00 par théoréme de
n——+0oo
minoration.
e Montrons par récurrence que pour tout n € N, u, < n.
L’initialisation est évidente.
Hérédité : Soit n € N tel que u,, < n.

On a:upi1 =Vup,+n2 < Vn24+n<y/nn+1)<n+1.
AR

1 U
o Ainsi, Vn € N*, n—1 < wu, <ndotl—— < = <1 et par théoréeme d’encadrement,
n

n
uTL
z m} 1 dOTLC ,
2. On a upy1 = Vup, +n2=n,/1+ " et on vient d’obtenir u, =n+o(n) donc 23 = % +o0 (%), et
VI+v = 14 3v+o0(v), donc
v—0
1 1 1
Up4+1 =N 1+27+O — :n+§+0(1)

n n

Alternative. u, 1 —n=+Vu,+n°—n=n (, /14 % — 1) , avec lim 24 =0, donc :

n2
n n—+00o

Uy, 1 Joi B 1 4ol
Untl =M X g Moy FOU tnp = nt g to(l).
Conclusion commune. u, - (n—1)+3+0(l) = n—1+0(1).
n— 400 n—+oo
, ; Unp, 1 1 1
3. Finalement, puisque — = —— —5 40| — | — 0, le DI3(0) de x — /1 + = donne :
n? n—s+oon  2n? n?
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1 1
Ainsi, |u,, = n——g—i—o().

Exercice 28. Une intégrale & parametre. A ['aide d’une intégration par partie, montrer que

1 e—xt 1 1
dt = — O — .
/0 1+t2 :E+:v—>+<>0 (332>

Correction. Soit z > 0.
o A l'aide d’une IPP (on intégre t — e~ pour avoir du x au dénominateur), on a

1 =t et 1 t=1
L g= |- —
/0 14+¢2 l € 142

1 /1 2te
e,
o TJo (1+1¢2)

. - Lo 1 .
o D’une part, par croissance comparée e * ——— 0 donc a fortiorie™* = O < (avoir une
T——+00 r——+00 €T
e " 1
limite finie implique localement borné) d’ov — = O — |.
2x x—+oo 22

o D’autre part, on a ¥Vt €[0,1], 0<t<1<1+2 <1 +t*)2%, ona0< 5 <1, et e >0

t
(1412)
donc, par croissance de l'intégrale sur [0, 1], on a

1 —xt 1 _
og/gf—ﬁmg/eﬂazle <2
0o (1+1¢2) 0 x x

1 t —xt 1 2 1 t xt 1
ce qui prouve que / eizdt = O () et f/ 672dt = O <2)
Jo (1+t2) T—r+00 x rJo (1+12) T——+00 T

o Ainsi,

1 g—at 1 1
—dt = —+0(—=])|
/0 14 ¢2 x~>+oo:[;+ (LQ>
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