PCSI 2 TD 2.2 - Les complexes (Correction) Année 2024-2025

Ecriture algébrique et trigonométrique

Exercice 1. Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants.

A= (240)(3+1)+ 4 p._ 4 o2 5
: 1—i 1+i

B=(1+i)* ;Jr;\/g Lo
_Z _

C=0+4)26+2%)+iv2 E=s— G =2z (2€C)

D=1-iV8 F=-3+gi
[B=—4|(i+1)* =2

C=(104++v2)i+4 B o5 %i G = |z|* = Re(2)? + Im(2)?

Exercice 2. Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants.
A=—2+42V3i. o (1+iva)”
B=(-1-1)" T

C = (1+itan(9))? (8 € [0,7/2])

o |A| =4 donc en factorisant | A = 1e'% C = ! 120
N cos?
e —1 —i =21 et 75 = 9 x 84+ 3 donc
_ ol5/2 3% ; i o
B = 215/2¢% . 1+iv3 — 2¢ 3, = \@el% donc

1 1—1 \/iefzg
o |1 4+ itanf| = Teosd] donc en factorisant

et

Exercice 3. Soit 6 €0, 27]. Ecrire sous forme algébrique le complexe — -
—e

Remarquons que puisque 0 €]0,2x][, on a : e % 1 donc le complexe est bien défini.
1+e?  cos(0/2) .

En factorisant par 'angle moitié au numérateur et au dénominateur on obtient : o~ o 0/2) 1|
— e’ S11

1+e? 1
1—e®  tan(0/2)

1.

Remarque : Si 0 # 7 alors 0/2 # w/2 et cos(0/2) # 0 puis
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sin(2cv)

Exercice 4. Soit a € R\ 7Z. Déterminer une écriture exponentielle du complexe z = > + isin?(a).
Correction : On a
in(2
z = s1n(204) + isin?(a)
= sin(a) cos(a) + isin?(a)
z = sin(a)e™.
Or, « € R\ 7Z donc o £ 0 [r] donc sina # 0.
o Sisin(a) >0, alors |z| = sin(«). Donc une écriture trigonométrique de z est
z =sin(a)e'®, sia € U 12km, (2k + 1)x[|.
keZ
e Sinon, i.e. sisin(a) <0, alors |z| = —sin(a) et z = —sin(a)(—e®) = —sin(a)e’®*™) . Donc une

écriture trigonométrique de z est

2= —sin(a)e ™ sia e U 12k — )7, 2kn[|.
keZ

Exercice 5. Un nombre réel. Soit (z1,...,z,) € U". Montrer que

21+ 22) (22 + 23) - -+ (Zn—1 + 2n) (20 + 21)
Z1 22t Zpn—12%n

Z::( e R.

Correction : On note 0, un argument de z, de sorte que z, = e . On factorise z, + 241 sous la

forme 2 cos ( 5

sont égauz. Ainsi,

Or — Or 11

-ek+0k:+1
) e'” 2, et on constate que les arguments des numérateur et dénominateur

0, — 01\ "= 0, — 0
Z:2”cos< 1)Hcos(kk+1)€]R.
2 Pl 2

Exercice 6. Soient a et b deux complexes tels que ab # —1. On pose

_ a+b . a—>b ) _1—ab
l1+ab’  1+4ab

14+abd’

1. Montrer quer € R < ab € R.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (p,q,r) € R3.
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Correction :
1. Par équivalences successives, on a :

reResr=7F<=..<=ab—ab=0<= abeR.

2. De méme,

(p,r) ER* <= abcRetp=p<=abcReta+b=a+b<= abec R et Im(b) = —Im(a).

Par ailleurs,

(g,r) ER* <= abeR et q =G <= ... <= ab € R et Re(b) = Re(a).

Or,
(Re(b) = Re(a) et Im(b) = —Im(a)) <= b = a.

Donc,
(p,q,7) ER® <= abeR et b=a.

Mais, pour b=1a, on a ab = \a\Q € R donc finalement,

(p,q,7) € R3 = b=a|

Exercice 7. Trois points de U & somme nulle. A
Trouver tous les couples (x,y) € [—m,w|* tels que 1 + ¢ 4 € = 0.

Correction :

« Analyse. Soit (z,y) € [—m,7|* tel que 1 + € + ¢ = 0.

Méthode 1 . En factorisant par I’angle moitié, on trouve 1 + 2 cos ITe =0 donc

cos LY ei*t = l
=3
oo r—y 1 T —y 1
En prenant le module, il vient : ’COS ‘ =3 donc cos = i§.
—_ 1 - x4
— Cas ot cos =2 = —Z. Alors 3" = 1. On en déduit que
— 2
TV 47 [27] et m+y50[27r]
2 3 2
d’ot 4
:I:—yE:l:?7T [47] et x+y=0 [4x].
En faisant la somme et la différence, on obtient :
4 4
27 = i% 4r] et 2= ;g [47]
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d’ot ) )
r = :I:g [27] et Y= :l:?7T [27].
— Cas ou cos Y- Alors ¢35 = —1. On en déduit que
x;yzi% [27] et x+yz7r[27r]
d’ot )
r—y= §[4W] et xr+y=2m [4n].
En faisant la somme et la différence, on obtient :
4 4
9 = £ [47] et 2y = :|:—7r [47]
3 3
d’ot 5 5
x = :i:§7T [27] et Y= :I:g [27].

iy

Dans tous les cas, (z,y) € [—m,w]* donc z,y € { 3

2m 2 2 2
Remarquons que si (z,y) = (;r’ % ou (z,y) = (—;r, —;) alors x —y = 0, ce qui contredit
4 2 2 2 2
T—y= :l:?7r [47]. Donc (z,y) = (—;, ;) ou (z,y) = (;, —;)

cos(z) + cos(y) = —1
sin(z) + sin(y) =0

La deuziéme équation assure que sinx = —siny = sin(—y) donc x = 7 +y [27] ou z = —y [27].
Six = w+y [2n], alors il existe k € Z tel que x = m+y+2mk donc cos x+cosy = cos(m+y)+cosy =
—cosy +cosy =0# 1 : contradiction.

Méthode 2. Par unicité de I’écriture algébrique, on obtient :

Donc
x = —y [27].
D’ov cosx = cosy et d’apres la premiére équation 2cosx = —1 donc
27
r=+— 27|
" [2r]

27 2 2 2
Comme (x,y) € [—m,w|?, il vient que (x,y) = (—;T, ;) ou (x,y) = (;, —;)

2 2 2 2
o Synthése. Réciproqguement, si (z,y) = (—;, ;T) ou (z,y) = <;, —;), alors

l+e®+e¥=1+j+j=1+7+52=0.

. 2r 27 2T 2w
e Conclusion. |S = {(—3, 3) : (37 _3)} )
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Complexes de module 1

Exercice 8. Soit (a,b,c) € C3. Donner une forme simplifiée des produits (a + bj + cj?)(a + bj> + ¢j) et
(a+b+c)(a+bj+ci®)(a+bi*+ch).

Correction :

e Tout d’abord, on a :

a> + abj® + acy

(a+bj+ci®)a+bj*+cj)= + abj + b+ bej?
+ acj® + bcj +

— @240+ 2+ (ab+ be + ac) (j +52)

=a’>+ b+ —ab—ac— be.
e On en déduit

(a+b+c)a+bj+cj®)(a+bj*+cj) = (a+b+c)(a® +b* +c* — ab— ac — be)

a® + ab® + ac® — a*b — d?c — abe
= 4+ a?b + bV 4+ b2 — ab® — abe — b3
+ a?c + b + & — abe — ac®? — b2

=a®+ b3+ — 3abe.

b (z—a\?
Exercice 9. Soient a,b,z € U, deux a deux distincts. Montrer que — ( b> e R}
a \z—

Preuve 1. a,b,z € U donc il existe o, 3,0 € R tels que a = ¢'®, b= ¢ et 2 = ¢
En factorisant par I’angle moitié,

b /12— a\2 B [eif _ pio\?
a(zb) T eia | @il _ ciB
eih (eio‘ga%sin( 50‘)

b N
Par ailleurs, puisque z et a sont distincts, z —a # 0, et b # 0 (car de module 1), d’ot — (Z a> # 0.

a\z—>
b /z—a\?
Ainsi, | — e R |
mnsi a(z—b) T
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.Ona:

SRR

1
Preuve 2. Rappelons que si u € U, — =u donc u =
u

Z a az z
donc | 2
1 9 z—a
—(z—a)" =
(-0t = -2
De méme,
1 2 |2 = b]?
—(z—b)"=—
b( ) Z
Puis, comme a,b et z sont distincts, on a
b [z—a\? z—al?
- < > = eRY |
a\z—0"b z—0b

b o 2
Preuve 2 bis. Notons Z = — (Z Z) . Montrons que Z = |Z|, ce qui assurera que Z € Ry.
a\z—
Ona :
b o 2
yZZLL| ;Z (la| = |b| = 1 car a,b € U)
(-aE-a)
ICEDEED)
(z—a) (s~ 1
= (1 1> (carVw e U, w= —)
(z=b)(1-1) v
a—z
_ (z—a) az
b—z

d’ou Z € Ry. Par ailleurs, on a Z # 0 donc|Z € R | ATTENTION : pour w € C, on n’a généralement
2

. . . 9
w|® (contrairement au cas ou w € R). Par exemple, pour w = i, on a w* = —1, alors que

2
pas we =
lw*> =1.

Exercice 10. Une CNS d’inclusion des U,. Soit (m,n) € (N*).
Montrer que U,, C U, si et seulement si n divise m.

Correction :

2im 20w\ M 2mim
o Supposons U, C U,,. Alors, en particulier e » € U,,, donc (()T) =e n =1. On en déduit

2mm

que est un multiple de 2w donc n divise m.
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o Supposons que n divise m. Alors il existe p € N* tel que m = np.
Soit z € Uy. On a 2" =1. On en déduit 2™ = (") =1, donc z € Up,.
On a donc U,, C Uy,.

5

Exercice 11. On veut résoudre ’équation z° = Z d’inconnue z € C.

Méthode 1 (analyse-synthése).

Analyse. Soit z € C tel que 2° = Z. En passant au module, il vient |z|> = |z| donc |z|(]z|* = 1) = 0

done |2 =0 ou |z|* =1 d’ot 2 =0 ou |z| = 1.
1
Supposons désormais z # 0. Alors z € U et Z = —, si bien que ’équation devient z° = = donc
z z
5 =1
Ainsi, z =10 ou z € Ug.

Syntheése. Il est clair que 0 est solution.
1
Considérons maintenant z € Ug. Alors 2° = 1, donc z # 0 et 2° = ~. En particulier z € U donc
z
1 5

—=Z dou z
z

=7Z.

Conclusion. | L’ensemble des solutions de Uéquation z° = Z est {0} UUsg |, donc l’équation admet 7 so-

lutions.

Méthode 2 (équivalence). 0 est bien sir solution. Déterminons les solutions non nulles de cette
équation. _
Soit z € C*. On peut trowver 6 € R tel que z = |z|e?? On a :

2P =7 = |2 = |z|e™?
=
50 = —0 [27]
lz|* =1 car z # 0
A { 60 = 0 [2n]

|
I
—_
_|_
<
—

Conclusion : | S = {0, e's =1 + 7, e =7, —1,ei4‘§ =j2=7, 5

Remarque.

{zeC|2=1}=Uy = {1,-1,4,—i}
{zeR |z =1 ={1,-1}

{reR, |2zt=1} ={1}.
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Exercice 12. Trois points de U 4 somme nulle. Soit (z,y,z2) € R3.
Montrer que P + e + e =) =— ez?x + ezQy + ez2z —0.

Correction : Supposons que €'* 4 ¥ 4 ¢* = 0.

Quitte & multiplier par e, on peut supposer x = 0.

. . 21
Dés lors, e +e'* = —1. D’aprés lexercice|q, on sait alors que alors que y+z = 0 [27] puisy = +— [27].

T 4 . .
° Siyzg [277] alors e = j et e =e W = ]:]

Dans ce cas, % = ¢ =1, & = j2, et & = ]4 = j donc e?* + ' 4 ' = 0.
. Sly——§ 27] alors €V = j = j et e = e W = j.

Dans ce cas, €' 2r — 0 — 1, et2y — j, et et2y — j2 donc 2% 4 29 4 122 — ),

Dans tous les cas, on a montré la conclusion, ce qui prouve [’implication.

2
Exercice 13. cos (%) est un algébrique de degré 3. FEn utilisant les éléments de Uy, exhiber une

2
équation de degré 3 a coefficients entiers dont cos (7) est solution.

2 2
Correction : Posons (7 = €' i = cos ( :) + ¢sin (;)
On a -
U7 — {17 C7a C’?v C;a C’?v g?a (’?} = {17 §7a C’?v g’?a Q?» C727 C?} .
Classiquement, la somme des éléments de Uz vaut 0, donc
0=1+ ((}—1—@) + (C2 —i—?) + (C3 —&—F) =1+ 2cos <2 ) + 2 cos (4 ) + 2cos (67r> ()
La formule de doublement de l’angle donne cos(20) = 2cos®>6 — 1. On a aussi :
cos(360) = cos(0 + 260)
= cos 6 cos(20) — sin(0) sin(260)
= cosf(2cos?§ — 1) — 2sin? f cos b
=2cos® 0 — cosf — 2(1 — cos? 0) cos f

= 4cos® 0 — 3cos,

ou bien, on utilise cos(30) = Re(e*?) puis la formule du binéme de Newton.

2 4 6 .
En posant x = cos <77r>’ on obtient cos <77T> =222 — 1 et cos (;) = 423 — 3u.

En reportant dans (x), il vient 1 + 2z 4 2(2z% — 1) 4 2 (4333 — 3:5) =0, i.e.

2
cos <77T> est solution de l’équation de degré 3 : 82> + 4z® — 4z —1 =10
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Inégalités
|Rez| + [Imz|

V2

Exercice 14. Comparaison des normes. Soit z € C. Montrer < |z] < |Rez| +

[Imz|.
Correction : L’inégalité de droite est évidente :
2]? = |Rez|* 4 [Imz|?* < [Rez|* + |Imz|? + 2 |Rez| |Imz| = (|Rez| 4 [Imz|)?.

Pour Uinégalité de gauche, écrivons z = x + iy sous forme algébrique. On a

2
122 — (IRGZI + IImZI> HPE S (Jz] + y])?

NG 2

2?4y - 20z |y

N 2

(|| = y|)°
=1 7 >0.
5 >

Exercice 15. Inégalité exponentielle. Montrer que Vz € C, |e*| < el?l et déterminer les cas d’éga-
lite.
Correction : Soit z € C. On a
|€z‘ _ 6Rcz

< el par l'inégalité Rez < |z| et la croissance de l’exponentielle.

Par croissance stricte de l’exponentielle,

il y a égalité ssi |z| = Rez, c’est-d-dire ssi z € Ry ‘

Exercice 16. Inégalité triangulaire. Soit z € C. Montrer 'implication |2>—1| < 8 = |z—2| < 5.

« Preuve directe : Soit z € C tel que [2> — 1| < 8. On a |2* — 1| = |z — 1] |z + 1].
Méthode 1 (Distinguons deux cas.)

— Si |z — 1| <4, alors d’aprés Uinégalité triangulaire, |z — 2| =]z —1—1| < |z — 1|+ 1 < 5.
8
— Si |z —1] > 4, alors |z + 1] < 1= 2, et par inégalité triangulaire |z — 2| = |z +1 = 3| <
|z + 1| +3 <5.
Méthode 2 (par inégalité triangulaire renversée), on a |2%| — |1| < |22 — 1| donc |z]* < 9

d’ou 0 < |z <3.
Ainsi, par inégalité triangulaire, on obtient |z — 2| < |z| +2 <342 =5.

« Preuve par contraposée : Soit z € C tel que |z — 2| > 5. Montrons que |2* — 1| > 8.
Ona:l|2>—1]=|z—1] |z+1].
D’une part, |z —1|=[(z—=2)+ 1| > ||z—=2|-1]|=1]2—-2|—1>4, car |z —2| > 5.
ITR

D’autre part, |z+ 1] =|(z—=2)+3| > ||z=2|=3||=|2—2| -3 > 2, car |z — 2| > 5.
ITR
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En multipliant deuz inégalités de réels positifs, on obtient :

|22 — 1] > 8.

n
Exercice 17. Inégalité triangulaire a n pattes. Soit z € C\ U. Montrer

-z 1—|z|"
< .
l—z |7 1—|¢
Correction : Il suffit d’appliquer Uinégalité triangulaire & la somme 1+ z + 22+ -+ 2" et d’utiliser
n

1_
la formule 1 +q+---+¢" = 17(] pour q # 1.
—q

Exercice 18. Inégalité triangulaire généralisée et cas d’égalité. L objectif de cet exercice est de
démontrer que, pour n € N*, on a :

V(z1,...,2n) € (C)",

|21 4+ 20| = |21] + -+ |20] <= 21,..., 20 ont le méme argument principal.

Pour n = 2, on retrouve le cas d’égalité de l’inégalité triangulaire dans le cas ou z1 et zo sont colinéaires
et de méme sens.

1. Montrer Uimplication indirecte.

2. Montrons maintenant l'implication directe.

(a) Montrer que : ¥n € N*, V(z1,...,2,) € (C)", |21 4+ -+ 2zn| < |z1| + - + |20l
(b) Veérifier que, pour tous z, et za non nuls :

|21 + 22| = |21] + |22| = 21 et 22 ont le méme argument principal.
(c) En déduire, par récurrence sur n > 2, que :

V(z1,. .y 2n) € (C)", |z1 4+ 20| = |21+ +|2n] = 21,..., 2n ont le méme argument principal.
Correction :

1. Soient (z1,...,2n) € (C*)" et 0 € R tel que pour tout k € [1,n], z, = |z1|e®. Alors

n ) n n
>z =" (Z |Zk|>‘ = |zl car
k=1 k=1 =1

’ On a donc montré ’implication z'ndz'recte‘.

el = 1.

2. (a) Inégalité triangulaire généralisée, montrée en cours, par récurrence sur n > 2.

(b) Soient z1 et zo non nuls tels que |21 + z2| = |z1| + |22|. Notons 01 l'argument principal de z;.
D’apres le cours, le cas d’égalité de l'inégalité triangulaire pour n = 2 précise qu’alors z; = 0

ou il existe \ € Rj_ tel que zo = Az1. Or, z1 # 0 donc il existe A € Rj_ tel que z9 = Az1. Ainsi,
|zo| = A|z1]| et

zo = Az1 = Mz et
——
=|22|
Donc 6, est un argument de za, appartenant d | — w, 7] donc l'argument principal de z2. On
a donc montré que | z1 et zo ont méme argument principal |.
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(¢) Pour tout n > 2, on pose :

n

>

k=1

n
= E |zi| = tous les z, ont le méme argument principal ».
k=1

P(n) :«¥(z1,...,2,) € (C)™,

Montrons pour tout n > 2, P(n) par récurrence simple.
L’initialisation a été montrée dans la question [2)] Montrons [’hérédité.

n+1 n+1
Soit n > 2 tel que P(n). Soit (z1,...,2,11) € (C*)"™! tel que Z 25| = Z |zk|. On a alors
k=1 k=1
n+1 n+1 n n n+1
|Zk| = Zk| = |< Zk) + Zn+1 < ZE| + |Zn+1| < |Zk|
2= = (% réen |5 méion 25

Les deux termes extrémes étant les mémes, on en déduit que toutes les inégalités précédentes
sont en fait des égalités! En particulier :

n+1 n n ntl
3 =] (35 4) oo 5 [ bl = St
k=1 k=1 ®) =1 ¢ =

n
o En notant Z = Z 2k, Uégalité (*) est |Z + znt1| = | Z| + |2n+1], donc d’aprés la question
k=1
20, on sait que Z et zp41 ont le méme argument principal.

n

sz = Z\zk\, et donc par hypothese de récurrence, on a
k=1 k=1

21y .., 2n ont méme argument principal, que l’on notera 6 € | — 7, m|.

n

o L’égalité (**) assure

On conclut si on montre que 0 est l'arqgument principal de Z :

Or,
n n ) n )
7 = sz = Z |21, | e = Z ||| €%,
k=1 k=1 k=1
———
=|Z|

donc @ est un argument de Z appartenant d | — w, | donc 0 est Uargument principal de Z. Ainsi,

Z1y ..y 2Znt1 ont tous le méme argument principal, d’ot P(n + 1) ‘

Par théoréeme de récurrence,

P(n) est vraie pour tout n > 2 ‘
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Trigonométrie

Exercice 19. Soit x € R. Linéariser les expressions suivantes :

A = sin(z) B = cos*(x) C = sin®(x) cos®(z).

(cos(4x) +4cos(2x) +3)|. |C = 1—16 (2 cos(z) — cos(3x) — cos(bx)) |.

B =

| —

A = = (cos(4x) — 4cos(2z) + 3) |.

| =

’LéL‘_ef"

1T
) et du binome de Newton.

Pour les deux premiéres, on utilise les formules d’Euler (sinx = %
i

1, . N2 \3
Pour la troisiéme, les formules d’Euler donnent : C = ~33 (e” — eﬂ‘r) (6”6 + eiLgC) . Newton puis dé-

veloppement donnent : C = ) (GSM + e L BT 4 o739l e*w)>, ce qui permet de conclure.

Résolution d’équations dans C

Exercice 20. Soit a € C*. Résoudre l’équation e* = a, d’inconnue z € C.

Correction : Notons a # 0 donc a = |a|e'®, avec a € R.

ilm(z) _ eia

" =a = G = |g| et e
<= Re(z) =Inla| et Im(2) = o [27]

< Jdke€Z : z=Inla| +ia+ i2km.

Donc’y:{ln|a\+ia+i2kw \ k‘GZ}‘,

Exercice 21. Déterminer les racines 4™ de 81 et de 16i.

e V81 =3.50itz€C. Ona:

3
zZ . .
— 3 e {l;4;,—i;—1}

4
24—81<:><Z> =1

<~ z € {3;3i; —3i; —3}.

Ainsi, | les racines 4™ de 81 sont {3;3i; —3i; —3}|.

i2km

e 16i = 16€'2. D’aprés le cours, les racines 4™ de 16i sont les v 16e(5+5%) qvec k € [0, 3].

Ainsi, I'ensemble des racines 4*“™¢ de 161 est {267‘8 12¢'8 ;2e V8 ;2e s } .
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Exercice 22. Résoudre dans C les équations suivantes.

1o =i 2 P =2-2 o L+iv3
1—iV3

4. 22 4(342i)z+45+i = 0.

Correction :

1. Soit z€ C. On a :

ef=¢

SIE]

@ezfig:1<:>Z—ig€2i7rZ<:>Z:iz—l—2i7rk; k€ Z.

Donc|. = {Z;T + 2imk ’ kEZ} .

2. 2—2i = 232774 € C* done 2—2i a deux racines carrées distinctes et opposées‘ S = {£23/4e71/8) ‘
P 1+i\/§: %Jrzé _ e’/ = ¢i2m/3
13 L e~im/3 '
Une racine sixieme de j est zg = em/g’ st bien que
. z 2k
== — €U = {6, k € [0,5]}
20
=z € {eigei%ﬂ, ke [[O,5ﬂ}
L (Bk+)T
<:>Z€{e" 9 keﬂ0,5ﬂ}.
Ainsi,

 (3k+1)7 : . . . . Y
S = {619 ’ ke [[075]]} _ {em/97ez47r/9’ 61777/976 1871’/97 e 5z7r/976 21#/9}

4. A= —1548i = (1 +4i)? donc 6 = 1 + 4i. Puis :’S:{zl:—2—31';22:—1%—@'}‘.

Exercice 23. Résoudre dans C les équations suivantes.

1. 23 — (1 +2i)22 + 3(1 +4)z — 10(1 + i) = 0. (on commencera par chercher une racine imaginaire
pure).

Notons (E) cette équation. Commengons par chercher une solution imaginaire pure : on pose donc
zo = ia avec o € R. Alors

28 — (14 2i)23 +3(14+14)20 — 10(1 +14) = —a’i + o?(1 + 2i) + 3(1 +4)iac — 10(1 + 4)

=a? - 3a - 10 +i(—a® + 2a% + 3a — 10).
Donc

2o est solution de (E) ssi (o® —3a—10=0 et —a® 4 2a* 4+ 3a — 10 = 0).

Lycée Sainte-Geneviéve 13 C. Vergé



PCSI 2 TD 2.2 - Les complexes (Correction) Année 2024-2025

Or, a* —3a —10 = (a +2)(a — 5). Donc
2o est solution de (E) ssi (o € {~2,5} et —a® +2a® + 3a — 10 = 0).

Or, —(=2)* +2(=2)* +3(-2) =10 = 0 et —(5)*> +2(5)® + 3 x 5 — 10 = —70. Finalement, z est
solution de (E) ssi a« = —2, donc la seule ’ la solution imaginaire pure de (E) est zo = —2i ‘

On en déduit donc qu’il existe a,b € C tels que

= (1420)22 +3(1+4)z = 10(1 +1) = (2 + 20) (2 + az +b).
Aprés calculs, on trouve a = —1 — 4i et b = —5 + 5i, donc

= (1+420)22 +3(1+14)z = 10(1 +1) = (2 + 2i) (22 + (=1 — i)z + (=5 + 57) ) .
1l nous reste donc a résoudre I’équation
22 4 (=1 — i)z + (=5 + 5i) = 0.

C’est une équation de degré 2 da coefficients complexes. Son discriminant A vaut

A= (—1—4i)% —4(=5+5i) = =15+ 8i + 20 — 20i = 5 — 12i.

On cherche maintenant § = x + iy tel que 62 =5 — 12i.

R TR 5 2 = 9 (Li+ L)
(z+iy)? =5 —12i < xy = —6 = q vy = —6
22+ = V169 =13 > = 4

On en déduit finalement que les deux racines de 5 — 12i sont 3 — 2i et —3 + 2i. Les solutions de
22+ (=1 — 4i)z + (=5 + 5i) = 0 sont donc

1+4i— (3—2 1+ 4 3— 2
zZ1 = T ( Z):*lJr?)Z' et Z9 = - Z+( 2)

=2+1.
5 5 +1

Enfin, les solutions de ’équation de départ sont —2i, —1 + 3i et 2 + 1.

2. 24 —3i22+4=0.
Posons Z = 2.
A 324 4=0= Z%>-3iZ+4=0.

A = —25 = (5i)? donc § = 5i.

On trouve donc que Z1 = —i et Zy = 41 (Vérif OK avec les relations coef-racines).

i3m/2 i3m/4

Ensuite, on résout z°> = —i = ¢ donc z = =*e

La seconde équation donne : 2% = 4i = 4¢'™/? donc z = £2e'™/*. Finalement, | S = {:I:eiS’T/4; :I:26m/4} .
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3. 24—z3+22—z+1:0.

APt 1=0= (-2 + (=2 + (—=2)? + (=2)+1=0
1—(— 5
= 1:_22) =0 car z # —1
= (=2 =1letz#-1
e —2cUs = {1;62i7r/5;64i7r/5;674i7r/5;672i77/5} et ?é -1

o {1, /B, Mim/5, o imf5.  =2im/5Y o

3

Donec | S = {_62171'/5;_6427#5;_e 4171'/5;_6 217r/5} _ {6 i ‘e 15;615;615 } )

4. B2+ 2+ 12+ (22 +224+2)%=0.

On pourrait développer mais on ne sait pas résoudre une équation de degré 4. L’idée est de mettre
Uexpression sous la a®> — b% pour le factoriser.

(322 4+ 2+ 1)2 + (22 4+ 224+ 2)? = (322 4 2 + 1) — (i2% + 2iz + 2i)?
=322+ 2+ 1+i22 +2i2+20)(322 + 24+ 1 —i2® — 2iz — 20)

(B B+i)2 +(1+2i)z+(1+2i)=0ou (3—i)z* +(1—2i)z+(1—-2i) =0
S B+)22+ 1 +2)2+(1+2)=0ou(3+ i);2 +(142i)z24 (14+2i) =0 en conjuguant le 2e
& P(2) =0 ou P(2) =0 avec P(2) = (34 4)2> + (1 +2i)z+ (1 +2i) =0

P est un polynome de degré 2. Ap = —7 — 24i. On peut chercher § sous la forme § = a + ib
avec (a,b) € R?. Alors A, = §* = (a —ib)*> = a® — b* — 2abi. Par unicité de Uécriture algébrique,
ab=—12 et a®> —b*> = —7. a = 3 et b = 4 conviennent. Ainsi, A, = 82 avec 6 = 3 — 4i. Puis, les

240 14 13

racines de P sont z1 = — = et z9 = -
341 2 3+

—14+:¢ —1—1
S =q1,—1, > :
{i-i =5 =

= —1.

Ainsi, les solutions de l’équation de départ sont

Exercice 24. Une équation a parameétre de degré 2. Soit 6 € R.
Résoudre I’équation z*> — 2cosfz+1 =0 d’inconnue z € C.

0

Correction : On remarque que 2cosf = e+ et 1 = e donc d’aprés les relations coefficients-

racines, on sait que et ~ sont les solutions de cette équation.
Etudions le cas d’égalité. On a e = ¢ «— 0= —0 |27] < 6 =0 [n].
0 _

De plus, si 0 =0 [2n], alors € =1 et si 0 = 7 [2n], alors e = —1.

et e
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Conclusion. L’ensemble des solutions de l’équation est donc
{1} 510 =0 [27]
{-1} si 0 =m [27]
{ew, 67i€} st 0 #0 [r]

Exercice 25. Polynéme minimal. Soit z € C\ R. Trouwver (p,q) € R? tel que 2°> +pz +q = 0.

Correction : On doit montrer seulement montrer une existence. On va donc faire analyse-synthése,
avec analyse au brouillon.

Analyse au brouillon. Les relations coefficients-racines doivent guider notre recherche : on cherche un
polynome réel de degré 2 dont z soit solution. On sait que dans ce cas, Z sera également solution.
Comme ces deuz nombres sont différents, il s’agira des deuz solutions de I’équation z*+pz+q = 0.

Les relations coefficients-racines impliquent donc que p= — (2 + %) = —2Rez et ¢ = 2Z = |z|2.

Synthése sur la copie. | Posons p=—(z+7%Z)=—2Rez et ¢ =2%Z = |z\2 ., et montrons que ce couple
(p,q) convient. On a :

22— (QRez)z+ |2 =22 —(z+2) 2+ 2%
=22 -2 27427

=0,

donc | ce couple convient|.

Exercice 26. Une équation exponentielle. Résoudre dans C Uéquation e** = ¢?* — 1.

Correction : Résolvons Z> — Z +1 = 0. Il s’agit d’une équation du second degré a coefficient réels,
, 1+14v3 i
ayant pour discriminant —3 < 0. Elle a donc 2 solutions complexes conjuguées Z; = 2\[ = ¢ /3

On a aussi, pour z € C :

e =B e 2z € —ig Fi2nZ = 2 € —7:% +inZ
et )
¥ = ¢™/3 e 2 € L3427 =z € i% +inZ.
T
Ainsi,
=1 22— Z+1=0%s (¥ =73 gu ¥ =3 z € —i%—i—zﬁrZ ouzeig—i-zﬁrZ).

@\ﬁ/\

~
Finalement, ’ensemble des solutions est {—26 +1km, k € Z} {

+i€7r,€EZ} .
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1—iz)" 1—itana
(1+iz)"  1+itana’

Exercice 27. Soient o« € ]—g, T

5 { et n € N*. Résoudre dans C [’équation

Combien y a-t-il de solutions ?

1—7tana cosa —isino e

Correction : Remarquons que - = — = = o2l
1+ 1tana COS (x + 1 81n & et
Soit z € C.
(1 —72)" 1 —?tanoa o <1—z:z>” _ %
(I+iz)" 1+itana 1+iz
1* ) . o —ex us
s Ike0,n—1], — 2 = Y= +5E)
1412
1—1 ; —2 2k
<:>E|/€€|10,n—1]], ?Z:ezak CLU@CQ]C:J—FJ
1412 n n

&3k e0,n—1],1—iz=e% +iez car 2 #0
< Jk e [0,n—1],1— e — iz(1 + eifr)

ﬁﬂkGHO,n—lﬂ,zz:m car 0 # 2
e% <€'f29k: ew‘;k) 0
N —2isin 2= 0
& Jke[0,n—1] iz = —; — = ekQ = —itan —
o (e Uk —1-6216) 2cos 3 2
—a+k
< Jk e [0,n—1],z = —tan (W) .
n

Ainsi, | S = {tan (a — kw) ke [0,n— 1]]}
n

N.B. : cet ensemble contient exactement n termes car ils sont tous distincts. En effet, on peut remarquer
a— km

que décrit n valeurs distinctes dans un intervalle de longueur strictement inférieure a w, donc

o . . T . L
par w-périodicité et stricte croissance de tan sur }—2, 3 [, les images de ces valeurs par application

tangente sont toutes distinctes.
Sinon, on a les équivalences classiques pour (k, ) € [0,n —1]* :

—k -/ —k - k—
tan<a 7T):tan(a M><:>a T2 gﬁ[w]ﬁwewzﬁk—ﬁenzﬁk%zo,
n n n n n

car —n < —(n—1)<k—0<n-—1<mn, et le seul multiple de n dans | —n,n[ est 0.
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Exercice 28. Equation 2" = w™. Trouver n,m € N* minimauz tels que (1 +1iv/3)™

s

Correction : Tout d’abord, on a 1+ iV/3 = 2e'3 et 1 —i=+2e 1.

= (1—i)"

. . s . e 717 . n
Si (n,m) est solution de I’équation, la considération des modules donne 2™ = V2", done n = 2m.

FEnsuite, si n = 2m, [’équation devient

(1 + 7J\/g)m _ (1 o Z)n — 2meim§ _ \/§2m67img

i eim% :e—im%
T ™
= mo=-m- |2
ma my [27]
-
o € 217
6
<= dm € 12Z
< 12|5m
< 12|m car 12 A5

Ainsi, | la solution minimale est m = 12 et n = 2m = 24 ‘

=1.

Exercice 29. Racines de méme module. Soit (p,q) € C x C*. On suppose que les deuzx racines de

X2 —pX + ¢* ont le méme module.
2

Ezxprimer le quotient p_2 en fonction des deux racines, et en déduire que P e R.
q q

Correction : Notons z; et z les deuz racines de X? — pX + ¢* (ou, éventuellement, la racine double

comptée deux fois). D’aprés les relations coefficients-racines, on a

2
p=2z1+ 22 et q° = 21%2.

En particulier, I'hypothése q # 0 entraine z1, zo # 0.
On a alors

p2 (z1 + 2’2)2

q Z1%2
B 22+ 22120 + 22
B 2172
z z
=2 4242
Z9 Z1
1
=u+—+2,
u
z
ot Uon a noté u = .
22
1
Comme |z1| = |22], on a w € U. On en déduit que — =T et on obtient la nouvelle expression
u
2
% =u-+u+2
q
= 2Re(u) + 2.

18/[24
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2 2
Cela montre que p—Q € R et méme, comme Re(u) € [—1,1] (car on a |[Re(u)| < |u| =1), que p—2 € [0,4].
q q

On en déduit que P est un nombre réel, et méme que
q

2
P [p
S =45 e[-2,2]
q q?

1
Exercice 30. Application de degré 2. Montrer [’égalité {z eC*|z+-¢€ R} =UUR".
z

1
Correction : Notons J = {z eC*|z+-¢€ R} et montrons J = UUR" par double inclusion.
z

1
Sens direct. Soit z € J. On note r = z + —, de telle sorte que r € R.
z

En multipliant par z, on obtient 2> +1 = rz, ¢’est-d-dire que z est solution de ’équation du second
degré a coefficients réels (d’inconnue x)

2 —rr+1=0. (X

Le discriminant de (%) est A =12 — 4. On distingue alors deuz cas.

o SiA>0, () a deuz solutions réelles (ou une solution réelle double). Le produit de ces deux
solutions (ou le carré de la solution double) valant 1, lesdites solutions sont non nulles.

Puisque z est l'une d’entre elles, on a z € R*.

e Si A <0, () a deux solutions complexes non réelles, et on sait qu’elles sont conjuguées.
Notons a l'une des deux (de telle sorte que 'autre est @).

Le produit des deux solutions vaut alors 1 = o = ]04]2. Cela prouve que o € U.
Que lon ait z = « ou z = @, on en déduit dans tous les cas z € U.

Cela montre l'inclusion ,

Sens réciproque. Réciproquement, soit z € UUR*. On distingue alors deux cas.

1
e SizelU, on a évidemment z € C* et d’autre part — =z, donc
z
1 _
z4+ —=2z4+%Z=2Rez € R.
z

1
o Siz€R* on a (encore plus évidemment) z € R* et z+ — € R.
z

Dans les deuz cas, on a donc montré z € J, ce qui montre l’inclusion réciproque |UUR" C J|, et

clot la démonstration.
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Nombres complexes et géométrie
Exercice 31. Orthocentre. Soient A, B et C trois points distincts du cercle trigonométrique, d’affizes
respectives a, b et c.

Montrer que le point H d’affixe h = a 4+ b + ¢ est lorthocentre du triangle ABC, c’est-a-dire le point de
concours des hauteurs.

1l s’agit de démontrer que AH 1 BC (les deux autres relations d’orthogonalité obtenues par permutations
circulaires s’en déduisant par symétrie). On a :

. ~ h—a -
AH 1 BC <— ! aeiR@NrbeiR.
c—b c—b

On a, puisque b et ¢ appartiennent a U :

<c+b>_c+b_ _bt+c  c+b
c—b) c—b b—c  c—b

o . ct+b . . . iy 5 =
Ainsi on a bien 2 € iR, donc d’aprés les équivalences précédentes : | AH | BC'|.
c—

Q=0
S = | S =

1
Exercice 32. 1. Déterminer les complexes z # 0 tels que z, — et 1 — z aient le méme module et les
z

représenter géométriquement.

2. Déterminer les complexes z tels que (z —i)(Z — 1) € R et les représenter géométriquement.
3. Déterminer les complexes z tels que (z —i)(Z — 1) € iR et les représenter géométriquement.
Correction :

1. Soitz€ C*. On a :

1 1
2l = 2| ==zl e (2=
z z

et 2] = |1 — zy> = (s =1 et 2P =1 - 2P2).
Or,1—2P=(1-2)(1-2)=1—(2+7%) + |2]> =1 — 2Re(2) + |2|>. Ainsi,

1 1
|z| = H =11—z| = <\z|2 =1 et Re(z) = )
z 2
1 3
= (Re(z) =5 et Im(z) = j:{)
z= % + 7@ = ¢'3
<~ ou
. . . s . 1 ;™ .
Ainsi, | les complexes z qui vérifient |z| = H =|1—z| sonte's ete '3 |
z
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2. On cherche z € C tels que (z —i)(Z—1) € R. Soit z € C. On a

(z—)Z-1)eER=(z—i)z-1)=(z—-9)(z—-1)
— z-)Ez-1)=Z+i)(z—-1)
= 2Z—2z—1Z+i1=Zz—Z+1iz—1
—=zZ—z—i(Z+2)+20=0
<= —2ilm(z) — 2iRe(z) +2i =0
<= —Im(z) — Re(z) +1=0.

En posant z = x + iy avec (z,7y) € R?, on trouve donc
(z—)Z-1)eRe —y—2+1=0y=—c+1

Finalement, les complexes vérifiant (z —i)(Z — 1) € R sont les complezes dont les points images sont
situés sur la droite d’équation y = —x + 1.

3. On cherche z € C tels que (z —1)(Z — 1) € iR. Soit z € C. On a

(z—i)Z-1)€iR<= (z—i)z-1)=—(z—-0)(z—-1)
— z-)Ez-1)=—-(Z+1i)(z-1)
= 2Z—z—1Zz+i=—Zz+Z—1z+1
=222 (2+2)+i(z—2)=0
= 2|z|? — 2Re(2) — 2Im(z) = 0
= |22 = Re(z) — Im(2) = 0.

En posant z = x + iy avec (x,y) € R2, on trouve donc
(z—i)Z-1)€iRe=2’+y* —z—y=0.

Or,

Finalement,

1\2 1 1\2 1 1\2 1\2 1
(z—i)(z—l)eiR@<x—2) —4+(y—2> —420@(1:—2) +(y—2> :§:r2,
1414

Ainsi, les complezes vérifiant (z —i)(Z — 1) € iR sont les affizes des points du cercle, de centre Q d’affize -5+,
1
et de rayon ok
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-5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 -5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4

FIGURE 1 — Question 2 FIGURE 2 — Question 3

Exercice 33.

1. Déterminer le lieu des points M d’affize z qui sont alignés avec I d’affixe i et N d’affize iz.

o Siz=0 alors M =N
o Siz=1alors I et N sont confondus et les 3 points sont alignés.
o Siz=1, alors I et M sont confondus et les 3 points sont alignés.

o Supposons maintenant que z € C\ {0,1,i}. Alors les trois points sont distincts, et d’aprés le

Cours :
—_— _ a7y — g
I, M, N sont alignés ssi erR,m:kHW ssiu ER ssi 7 = " ,ZER
) ) ZM — RJ zZ—1
ssi1m<m_,7/):OssiZ:Z.
z—1
Y~ g — '/1_1 g _1
Notons z = x +1iy. Alors, = Z:( y+i )iy ) donc
z—1i 22+ (y—1)2
2 — i 12 n\? 1
Im<7Z ?>:O<:>x(ml)+y(y1):0<:>:r2:n+y2y:<:172) +<y2> =5
z—1

Ainsi, | I, M, N sont alignés ssi M appartient au cercle de centre ) et de rayon

ol

Q est de point du plan compleze d’affize w = % + 7%
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2. Déterminer de plus le lieu des points N correspondants.

1
Soit M un point du cercle de centre ) et de rayon ﬁ

/2, done N est limage de M par la rotation de

Premiére méthode : N a pour affize iz = e
i
centre 0 et d’angle 5 On conjecture que l'image d’un cercle par une rotation est un cercle, de

méme rayon, avec un nouveau centre d déterminer.
En effet, on a :

Me?(),—=) <= QM =

&g
-

=z —w|=

Sl -

. 1
= iz —iw| = —=

V2

1 1 1
& N = ﬁ, ot Q' est le point du plan d’affize W' = iw = —3 + 25
1
< N c 4, —=).
. —25)
) / b / . . 1 1
Donc les points N se trouvent sur le cercle de centre ' (d’affize w' = iw = 3 + Zi) et de rayon ﬁ .
Deuzxiéme méthode : Si z = x + 1y, N a pour affive 1z = —y + xi. Posons xn = —y la partie

réelle de 1z et yy = x la partie imaginaire de 1z.

D’apreés la question 1,
RS 1\? 1
(-3) +(-2) =
1\? 1\? 1
(w-3) +(-=v-3) =3
1\?2 1\? 1
(sv+3) +(v-3) =35

1 1 1
donc | N est sur le cercle de centre Q' d’affize —3 +i— et de rayon —= |.

2 NE
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Exercice 34. Soient A, B et C trois points distincts du plan d’affizes respectives a, b et c. On rappelle
. s
que j =¢€'3 .

1. Montrer que ez — 1 = 7j et que —e'5 = j2.

2. En déduire que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si a+bj+cj?> =0 ou a+bj?+c¢j = 0.

Correction :

. 1 3 1 3
1 -els—l_<2+z‘\2[)—1——2+71\2f—e””/3—.7l

o —¢i5 — iTei% — ez47r/3\ _ (6z27r/3)2 :J2

Le triangle ABC' est équilatéral <= A est l’image de C' par la rotation de centre B et d’angle ig
—a—-b=e"3c—b) oua—b=e"c—b).
D’une part, a —b = ™3(c —b) <= a+ ("3 —1)b— ™ Pe =0 = a+bj+cj> = 0.

D’autre part, a — b = eiiw/f(c —b) = a+ (e - =0<=a+bj+cj2 =0
a+bj’+cj =0, carj® =j.

Ainsi, | ABC' est équilatéral si et seulement si a +bj +cj> =0 ou a+bj*+¢j=0]|.
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