PCSI 2 TD 2.1 - Trigonométrie (Correction) Année 2024-2025

. . . m . ™ . \ . .
Exercice 1. Cosinus et sinus de 3 Ezxprimer cos 3 et sin 3 a laide de radicauz.

1 5(2 l4+cos® 2 2 242
Correction. cos’ a = M donc cos® T 4 — + V2 donc cos T +—.
2 8 2 4 8 2
1 — cos(2 1—cosT 2—+2 22
De méme, sin® a = cc;(a) done sin? g = 5 4 = 4\[ donc sing = iT.

0 . T
Comme cos — > 0 et sin 3 > 0, on en conclut que :

24++/2 T 2 -2
8T 2 s~ 2

Exercice 2. Résoudre dans [—m, | ’équation tanx = —1.

Correction. Soit x € [—m, 7|\ {ig} On a :tanz = —1 <= tanx = tan (—Z) == —g [7].

3
Ainsi, les ensembles solutions dans [—m, 7] est {—Z, I} .

Exercice 3. Résoudre dans R "équation cos® z = 3

1 4 cos(2x)

Premiére méthode. Soit z € R. Puisque cos® x = > , 0N G
9 1 T _mm
cos a;:f<:>cos(2w):0<:>2x_§[ﬂ<:>aczz 5
Deuxiéme méthode. Soit x € R. On a :
COST = oS — z=1 27] ou x = —— [27]
9 1 1 4 4 T |:7T:|
COS“ T = — <= COST = +—= < ou — ou = ar=-— |-
2 V2 3 3w 27 5%3 27 412
COST = COS — r=— our=—
4 4 " 4 "
T T
Dans les deux cas, | = {4 + k§ ke Z} .
1 C. Vergé
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Exercice 4. Résoudre dans R I’équation cos(2z) + cos(12zx) = /3 cos(5z).

Correction. Notons.” = {z € R | cos(2z) + cos(12z) = v/3cos(5x)}. D’apres les formules de factori-

L ;— 9 cos L ; ? Jone cos(2x) + cos(12z) = 2 cos(7x) cos(5x). Ainsi,

sation, cosp + cosq = 2 cos

r €. <= 2cos(Tx) cos(5x) = V3 cos(5x) <= cos(5z) (2 cos(7x) — \ﬁ) =0 (005(51:) =0 ou cos(7x) = ?) .

o D’une part : cos(bx) = 0 <= bx = g [7] = x = T [W}

3 2
o D’autre part : cos(7x) = \2[ = COS% < Tr = :i:g 27] <= x = :I:% {;}

2
kez}u{i”+m keZ}.

us km
Ainsi —J . M
mnsi, | .S { + 12 7

10 5

Exercice 5. Résoudre dans R les équations suivantes :

1. cos?(z) — sin?(x) = 1 2. V/3cos(z) — sin(z) = V2 3. cos(x) — cos(3x) + cos(bzx) = 0.

(8)209 + ()20 1925 T0¥IHY THY THSMISIN0D HTToq 510 & ) o

Correction.

1 1
1. cos’(x) —sin®(x) = = <= cos(2z) = = = cos <§> — 2z = ig[

5 5 M <=2 ==+

8[7[']

Donc Y{g—i—lm’keZ}U{—g—i—kw

keZ}.

V3cos(z) —sin(z) = V2 < \gﬁ cos(x) — %sin(m) = \f

oo (o i (s =
cos | —~ |cosz —sin| — |sinx = —
6 6 2

™ \/§ T
<:>cos<6+:r> —2—cos<4>

= %-ﬁ-w: %[277} ou%-i-wz —%[277]
o
= o= ﬁ[2ﬂ ou = —ﬁ[2ﬂ

T
D =< — +2k
onc |.S {12 + 2km

51

keZ}.

3. cosp + cosq = 2cos (]?2q> Cos (]92+q> donc cos z + cos(bx) = 2 cos(2x) cos(3z).
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Puis, cos(x) — cos(3z) + cos(bx) = 2 cos(2z) cos(3z) — cos(3x) = cos(3z)(2cos(2z) — 1). Ainsi,

cos(z) — cos(3x) + cos(bz) = 0 <= cos(3z) = 0 ou cos(2z) = 5

< 3z = g[ﬂ] ou 2x = g[Qw] ou 2x = —%[27r] d’apreés la question 1.
— —WV} = "in] = "in]
=g gl owr=glrour=—ln
[ , .
=g {3} en faisant un dessin ou avec (%)

(%) : détaillons.

Siw:g[w] alors il existe k € Z tel quewz%—i—kﬂ:%—i—@k)g doncx:g{ﬂ.
€7
De méme, simzfz[ﬂ] alors il 6$i$t€k€Zt6[QU6$:*z+]€ﬂ':z*z+kﬂ'::z+(3k*1)z
6 6 3 6 ~——3
ez
donc © = — [W}
63

T ™
D S =8 —+k=|kcZ;|
onc {6+3' S }

Exercice 6. Résoudre dans R équation 2 cos® 0 — 3cosf +1 = 0.

Correction. On sait que : Yoz € R, 222 — 3z 4+ 1 = (z — 1)(2z — 1). Soit § € R. Alors,

1
2cos?f —3cosf +1=0<= cosf =1 ou cosf = 3 <~ 60=0 [27] ouezig [27].
Ainsi, 'ensemble des solutions est
T O
{2k | kGZ}U{3+2kﬂ' kEZ}U{ngQkTr kGZ}.
Exercice 7. Résoudre dans [0,27] les inéquations suivantes
1
L |sinz| <3 2. |tanz| > 1 3. Cos<x—%) > 0.
Correction.
) . 1 1 ) 1 . . .
1. Soit x € R. On a : |sinz| < 2 — 3 < sinz < 3 donc, grace au cercle trigonométrique, on
obtient
s om I 117
S =10,=|U|=, —|U|==2n||
{ 6} { 6’6 } { 6 ”}
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T 3w

Méthode 1. On a : |tanx| > 1 <= tanxz > 1 ou tanx < —1, donc d’aprés le cercle trigonomé-
trique et I’ensemble de définition de tan, on a :

oM ST
1472 27 4 47 2 27 4|

Méthode 2. On a :

2 ™ 371]

m—sin2x§0<:>cos(2a:)§0<:>2x€ {2,2

C
w‘g
E

z €. <= sin’x > cos® x <> cos

(car 2z € [0,47]). Méme conclusion.

7
3. Méthode 1. Soit z € [0,27]. Alors t = z — — { T

1 € } On résout donc cost > 0 pour

T

T 7T . T 3T 7w 3T i L

t € [—474], ce qui donne t € [—4,2} U {2,4}, et donc x € {0, 4} U |:4,27T:|. Ainsi,
3 T

Méthode 2. Soit x € R. D’apres le cercle trigonométrique, on a :

s s T s s 3
cos(:p—4> ZO<:>£L‘—Z€ U [—+2k7r,+2/<:7r] =z € U {—+2k7r,4+2k‘77}.

wez b 2 2 ez b 4
L . m 3T T
Ainsi, | ’ensemble des solutions sur [0,2n] de cos | x — 1 >0 est |0, T U R 2| |

Exercice 8. Résoudre dans R [’inéquation sinx > sin(2x).
Correction. Cette inéquation est définie sur R et 2w-périodique. Soit x € [0,27]. On a :

sinx > sin(2z) <= sinz > 2sin(x) cosx
<= sinz(1l —2cosx) >0
<= (sinx >0 et1—2cosxz>0) ou (sinz <0 etl—2cosz <0)

1 1
<:><sin:v>()et cosa:<2> ou <sinx<06t cosx>2).
D’apres le cercle trigonométrique, on a :
. 1 s
sinz >0 et cos:p<§ 1€ §’7T

et

. 1 57
smx<()etcosa:>§ <z E ?,277.
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U }—g +2k7r,2k7rD .

kEZ

U}g+2kw,w+2mD u(

Ainsi, | 'ensemble des solutions de sinx > sin(2x) est (
keZ
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Exercice 9. 1. Soient deux réels p et q tels que cosp # 0 et cosq # 0.
sin(p + )

Démontrer que tanp + tanq = .
COS P COS ¢

2. Résoudre dans | — m, 7] l'inéquation tanx > tan(3z).
Correction.
o P sin o . . .
1. On écrit la définition de tan = — et on réduit au méme dénominateur.
cos
2. L’inéquation est définie pour x € R tel que cosx # 0 et cos(3x) # 0, et on remarque qu’elle est

W{ tel que x # :I:%.

P . m
w-périodique. Fizons donc x € } —35

D’apres la question 1., on a :

-3 _2
tanx > tan(3z) <= tanz — tan(3z) > 0 <= tanz + tan(—3z) > 0 <= _sin(=2) >0
cos x cos(3x)
2sinx cosx sin x
e <~ < 0.
cos z cos(3x) cos(3x)
Un tableau de signes donne :
e
sin(z) 0o - - 0 + + 0
cos(3z) | 0 — 0 + + 0 — 0
AN
) T . L
Donc l’ensemble des solutions sur} 33 est } ——,0 [U} 63 [, puis par w-périodicité, [’ensemble

des solutions sur | — 7, ] est

RO DR
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