PCSI 2 TD 2.2 - Les complexes (Correction) Année 2025-2026

Ecriture algébrique et trigonométrique

Exercice 1 (Ecriture algébrique) gé
Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants.

=(249)(3+14) +4i p. 4 o2 5

; 1= 1+3
B=(1+1i) ;+;\/§ R
— 9% B
C=1+0)%(6+2%) +iV2 E=a G=z2z(2€C).
Correction.

D=1 P

C = (10+v2)i+4

25 25’ G = |2]° = Re(2)? + Im(2)?

Exercice 2 (Forme exponentielle) Lé
Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants.

A=—-24+2V3i D_<1+Z.\/§>20

B=(-1-i)" 1—i
C = (1+itan(8))? (0 € [0,7/2[)

Correction.

|A| = 4 donc en factorisant | A = 465 C = iei%

cos2 6

e« —1—i = 2T et 75 = 9 x 8 + 3 donc
B = 215/2ei37ﬂ 14+iv3 2¢'s \@cih

B = — = 12 donc

1—1 ﬂeilg

1
|1 + itanf| = Tcos] donc en factorisant .

Exercice 3 (Ne faites pas ’erreur classique!) Jéd
0

1— et

Soit 6 €]0,2n[. Ecrire sous forme algébrique le complexe

Correction. . Remarquons que puisque 6 €]0,27[, on a : e # 1 donc le complexe est bien défini.

. .. . . 1+ et cos(0/2) .
En factorisant par 'angle moitié au numérateur et au dénominateur on obtient : 1 7= = (< 0?2)) 7).
— e sin

0 1

1
Remarque. Si § # 7 alors 0/2 # 7/2 et cos(6/2) # 0 puis o0 = tan(9/2)i'
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Exercice 4 (Ne faites pas ’erreur classique!) SéF
sin(2a)
2

Soit @ € R\ 7Z. Déterminer une écriture exponentielle du complexe z = + isin?(a).

Correction. On a

in(2
z = sta) + isin?(a)
= sin(a) cos(a) + isin’(a)

z = sin(a)e’™®.
Or, « € R\ 7Z donc a #Z 0 [rr] donc sin« # 0.

o Sisin(a) > 0, alors |z| = sin(a). Donc une écriture trigonométrique de z est

z = sin(a)e’®, si a € U]Qk‘ﬂ, (2k + 1)m[|.

keZ
e Sinon, i.e. si sin(a) < 0, alors |z| = —sin(a) et z = —sin(a)(—e®) = —sin(a)e®*™. Donc une
écriture trigonométrique de z est
z = —sin(a)e ) sia e U 12k — )7, 2kn[|.
keZ
Exercice 5 (Un nombre réel) [ light M

Soit (21, ...,2,) € U". Montrer que

21+ 22) (22 + 23) - -+ (Zn—1 + 2n) (20 + 21)
Z1R2 "+ Zp—1~%n

Z::( e R.

Correction. On note 0, un argument de z; de sorte que zp = ¢% . On factorise 2k + Zp+1 sous la

Ok — Ok1\ 06t 0kt
forme 2 cos <2+ e 2

, et on constate que les arguments des numérateur et dénominateur

sont égaux. Ainsi,

0, — 01\ "= 0, — 0
Z:2”cos< 5 1)Hcos(k2k+1>€]R.

k=1
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Exercice 6 (Une condition nécessaire et suffisante)

Soient a et b deux complexes tels que ab # —1. On pose

a+b _ a—0» ' 71—ab

p:1+ab’q_21+ab’r_1+ab'

1. Montrer que r € R < ab € R.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (p,q,r) € R3.

Correction.
1. Par équivalences successives, on a :

reResr=r<=..<=ab—ab=0<= abeR.

2. De méme,

(p,r) ER* <= abeRetp=p<=abcReta+b=a+b<= abc R et Im(b) = —Im(a).

Par ailleurs,
(q,r) ER? <= abeRet =G <= ... < ab € R et Re(b) = Re(a).

Or,

(Re(b) = Re(a) et Im(b) = —Im(a)) <= b =a.

Donc,
(p,q,7) ER® <= abcRetb=a.

Mais, pour b =@, on a ab = |a|* € R donc finalement,

(p,q,7) €ER? <= b=a,|

Complexes de module 1

Exercice 7 (Une simplification)

£

§é

Soit (a,b,c) € C?. Donner une forme simplifiée des produits (a 4 bj + cj?)(a + bj? + cj) et (a +b+c)(a +

bj + ¢j*)(a + bj* + ¢j).
Correction.
e Tout d’abord, on a :

a> 4+ abj® + acj
(a+bj+ci®)a+bj>+cj)= + abj + ¥ + bej?
+ acj® + bej +

=a? + 0% + 2+ (ab+ be + ac) (§ + %)

=a’+ b+ —ab—ac—be.
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e On en déduit

(a+b+c)a+bj+cj®)(a+bi2+cj) = (a+b+c)(a®+b? + 2 — ab— ac — be)

a® + ab® + ac® — a*b — d?®c — abe
= + a* + B + b2 — ab® — abc — bPc
+ a%c 4+ b2 + A — abe — ac® — be?

=a®+ b3+ & — 3abe.

Exercice 8 (Trois points de U & somme nulle) O
Trouver tous les couples (z,%) € [—m,7]? tels que 1 + ¢ 4 €% = 0.

Correction.

« Analyse. Soit (z,y) € [—,7]? tel que 1 + €™ + ¢ = 0.

cos(z) + cos(y) = —1
sin(x) + sin(y) = 0

La deuxieme équation assure que sinz = —siny = sin(—y) donc x = 7 +y [27] ou z = —y [27].
Six = w4y [27], alors il existe k € Z tel que x = m+y+27k donc cos z+cosy = cos(m+y)+cosy =
—cosy + cosy = 0 # 1 : contradiction.

Méthode 1. Par unicité de I’écriture algébrique, on obtient : {

Donc
r = —y [27].
D’ott cosx = cosy et d’apres la premiere équation 2cosxz = —1 donc
2
r=+— [27].
3

27 2 2 2
Comme (z,y) € [—m, 7%, il vient que (z,y) = <;T7 ;) ou (z,y) = (;T, ;T)

T — .41,
Méthode 2. En factorisant par ’angle moitié, on trouve 1 + 2 cos yez% = 0 donc

cos LY =t —1.
2 2
_ 1 _
En prenant le module, on obtient ‘cos ! 5 y‘ =3 donc cos ! 5 y_ ii'
_ 1 .
_ Cas ot cos =—4 — —3 Alors €7 = 1. On en déduit que
— 2
TV _ 4T [27] et x+y50[277]
2 3 2
d’ou
47
x—yzig [47] et r+y=0 [4n].
En faisant la somme et la différence, on obtient :
4 4
27 = ig [4r] et 2= q:?” [47]
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d’out ) )
z= g 27] et  y= j:g [27].
o 1 ‘I
— Cas ot cos =Y = 3" Alors €7 = —1. On en déduit que
TV 4T [27] et x+yE7T[27T]
2 3
d’out
27
x—yz:ﬁ:? [47] et r+y=2m [4n].
En faisant la somme et la différence, on obtient :
4 4
97 =+~ [47] et 2y = :F—?T [47]
3 3
d’ou
27 27
xz:l:? [27] et yz:l:? [27].

2
Dans tous les cas, (,y) € [~ 7]* donc z,y € {i; .

2 2 2 2
Remarquons que si (z,y) = <;, ?ﬂ ou (z,y) = (—;, —;) alors x —y = 0, ce qui contredit
4 2 2 2 2
rT—y= :l:?7r [47]. Donc (x,y) = (—;, ;) ou (z,y) = <;,—;>

2w 2 2 2
o Synthése. Réciproquement, si (x,y) = (—;, ;) ou (z,y) = (;, —;), alors

L+ e =1+j+j=1+j+52=0.

2m 27 2 27
° C 1 1 . S: —_——, — = .
onclusion {( 37 3),(37 3)}

Exercice 9 (Trois points de U & somme nulle) s
Soit (z,y, z) G'R?’. . ' ' _ _
Montrer que ezz + ezy + ezz =0 = 6129: + 612y 4 6122 =0.

Correction. Supposons que e el 4 e =0.
Quitte a multiplier par e™**, on peut supposer x = 0.
, . 2T
Des lors, e +¢"* = —1. D’apres 'exercice [8] on sait alors que alors que y+2z = 0 [27] puis y = i? [27].
. 2m i . iz —i s 2
-Slyzg[Qﬂ]alorsey:jete =e W=j=j"
4

Dans ce cas, ¢2* =¥ =1, ¥ = j2 et €?Y = j* = j donc "** + 'Y 4 2% = (.

e Siy= —g [27] alors e = j = 2 et eF = e W = j.

Dans ce cas, ¢2* =’ =1, Y = j, et " = j? donc "** + 'Y 4 €2 = (.
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Dans tous les cas, on a montré la conclusion, ce qui prouve I'implication.

Exercice 10 (Un réel strictement positif) |

b (z—a\>
Soient a, b, z € U, deux a deux distincts. Montrer que — ( b> e RY.
a\z—

Preuve 1. a,b, z € U donc il existe o, 3,0 € R tels que a = €', b = € et z = %.
En factorisant par ’angle moitié,

b /x—a\2 B [eif _ i 2
a(z—b) :(a’b‘(ei‘)—eiﬂ)

b o 2
Par ailleurs, puisque z et a sont distincts, z —a # 0, et b # 0 (car de module 1), d’ou — (Z a) # 0.
a

z—0b
N2
Ainsi, b<Z a) e R |
a

z—0b
. 1 _ 1
Preuve 2. Rappelons que si u € U, — =@ donc u = —. On a
u U
1 1 a—7z |z — al?
. 2 — — —_—— - — — = —
-af=G-a)(z-1)=G-0' =
donc | 2
1 9 zZ—a
~(z—a) = -2
De méme,
1 |z —bJ?
(2 —b)? =
=0 z
Puis, comme a, b et z sont distincts, on a
b o 2 o 2
b (z a> _|z—a eR |
a\z—> z—0>

b 2
Preuve 2 bis. Notons Z = — ( b> . Montrons que Z = |Z|, ce qui assurera que Z € R,.
a

z —
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On a
b |2 —al?
\Z\—m g (la] =16 =1 car a,b € U)
_(z-a)(z-7)
N (z-0)

_ (2 — (éi%) (car Yw € U, @:l)
c-n(t-1) :
) (Z_a>aa—zz
(Z_b>bl;z

d’ott Z € Ry. Par ailleurs, on a Z # 0 donc | Z € RY | ATTENTION : pour w € C, on n’a généralement

pas w? = \LL|2 (contrairement au cas ou w € R). Par exemple, pour w = i, on a w? = —1, alors que
2-1

|w

Exercice 11 (Une CNS d’inclusion des Uy) |
Soit (m,n) € (N*)2.
Montrer que U,, C U,, si et seulement si n divise m.

Correction.

2im 2min

i m
e Supposons U,, C U,,. Alors, en particulier = U, donc (GT) =e¢ n = 1. On en déduit

T
que est un multiple de 27 donc n divise m.

e Supposons que n divise m. Alors il existe p € N* tel que m = np.
Soit z € Uy. On a 2" = 1. On en déduit 2™ = (2")? =1, donc z € Uy,.
On a donc U,, C U,,.

Exercice 12 (Une équation) EOM™M
On veut résoudre 'équation z° = z d’inconnue z € C.

Méthode 1 (analyse-syntheése).
Analyse. Soit z € C tel que 2° = Z. En passant au module, il vient |2|> = |z| donc |z|(|z|* — 1) = 0
donc |z| =0 ou |z/* =1 d’ott z =0 ou |2z| = 1.
1 1
Supposons désormais z # 0. Alors z € U et Z = —, si bien que Iéquation devient z° = — donc
z

. z
z0 =1.

Ainsi, z =0 ou z € Us.

Syntheése. Il est clair que 0 est solution.
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X 1
Considérons maintenant z € Us. Alors 2% = 1, donc z # 0 et 2° = —. En particulier z € U donc
z

— N 5 —
—=zdouz =7z

IS

Conclusion. | L’ensemble des solutions de Péquation 2° = Z est {0} U Ug |, donc I'équation admet 7 so-
lutions.

Méthode 2 (équivalences). 0 est bien str solution. Déterminons les solutions non nulles de cette
équation.
Soit z € C*. On peut trouver 6 € R tel que z = |z|e? On a :

25 =7 = |25 = |z|e ¥
=
50 = —0 [27]
|z[* =1 car z # 0
— { 60 = 0 [2n]
0=0 [

Fej-1,eF =2 =77 =14}

47 2

Conclusion : | S = {O,e’% =147 ei%ﬂ =j,—1,e'3 =j° =7, ei%ﬂ =1 —l—?} .

)

Remarque.

{zeC| =1} =Us={1,-1,i,—i}
{reR |z =1} ={1,-1}

{reR, |2t =1} ={1}.

2
Exercice 13 (cos (77‘-) est un algébrique de degré 3) §QY

27
En utilisant les éléments de Uy, exhiber une équation de degré 3 a coefficients entiers dont cos <7> est

solution.

;2m 2 2
Correction. Posons (7 = 7 = cos (;T) + isin (;)
On a -

U7 = {LC%C??C??C??C’?? C’?} - {LC%C%vC’?a C’??C727C7} .
Classiquement, la somme des éléments de U; vaut 0, donc

0:1+(C7+G) —1—(@—1—?72)4- (C?—&-@) _1+2COS<2,;T) + 2cos <477T> + 2 cos (677r> (%)
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La formule de doublement de I’angle donne cos(26) = 2cos?# — 1. On a aussi :

cos(360) = cos(0 + 260)
= cos 6 cos(20) — sin(0) sin(26)
= cosf(2cos? — 1) — 2sin? f cos 0
= 2cos’ 6 — cosf — 2(1 — cos® ) cos

= 4cos® 0 — 3cos,

ou bien, on utilise cos(30) = Re(e*?) puis la formule du binéme de Newton.

2 4 6
En posant x = cos (;), on obtient cos (;) =222 — 1 et cos (;) =423 — 3.

En reportant dans (), il vient 1 4 2z + 2(22% — 1) + 2 (4:1:3 - 31:) =0, ie.

2 .
cos (;) est solution de I’équation de degré 3 : 8z° + 422 —4x —1=0/|.

Inégalités
Exercice 14 (Comparaison des normes) |
Re I
Soit z € C. Montrer [Rez] + [Tmz| <|z| < |Rez| + [Imz|.
V2
Correction. e L’inégalité de droite provient du fait que :
2 2 2 2 2 _ 2
|z|* = |Rez|” 4+ [Imz|” < |Rez|” + [Imz|” + 2 |Rez| |Imz| = (|Rez| + [Imz|)~.
On conclut en utilisant la croissance de la fonction racine carrée.
e Pour I'inégalité de gauche, écrivons z = x + iy sous forme algébrique. On a alors
2 2
o (Rez| +[mz\* 5 o (el +yD)? _ 2® +y* —2zflyl _ (=] - ly])
2" - =z +y - = = > 0.
V2 2 2 2

Exercice 15 (Inégalité exponentielle) I ™
Montrer que Vz € C, |e*| < el*l et déterminer les cas d’égalité.

Correction. Soit z € C. On a

|€z’ _ eRez
< el par I'inégalité Rez < |z| et la croissance de 'exponentielle.

Par croissance stricte de 'exponentielle, |il y a égalité ssi |z| = Rez, c’est-a-dire ssi z € Ry |
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Exercice 16 (Inégalité triangulaire) |
Soit z € C. Montrer I'implication 2% — 1| < 8 = |z — 2| < 5.

« Preuve directe. Soit z € C tel que [22 — 1| < 8. Ona |22 — 1| = |z — 1| |z + 1|.
Méthode 1 (distinguons deux cas).

— Si |z — 1| <4, alors d’aprés U'inégalité triangulaire, [z — 2| = [z —1 - 1| < [z — 1|+ 1 < 5.
8
— Si|z—1| > 4, alors |z + 1] < 1= 2, et par inégalité triangulaire |z — 2| = |z + 1 — 3| <
|z +1]4+3 < 5.
Méthode 2 (par inégalité triangulaire renversée), on a |z2| — |1] < |22 — 1] donc [2]* < 9

d’ott 0 < |2| < 3.
Ainsi, par inégalité triangulaire, on obtient |z — 2| < |z| +2 <3+ 2 =5.

« Preuve par contraposée. Soit z € C tel que |z — 2| > 5. Montrons que |2* — 1| > 8.
Ona:|z2—1]=z—1| |z +1].
D’une part, [z —1|=|(z —2)+1] > ||z—=2|—-1]|=]z—2] —1>4, car |z — 2| > 5.
ITR

D’autre part, [z + 1| =|(z—2)+3| > |[z—2|—=3||=|z—2] —3> 2, car [z — 2| > 5.
ITR

En multipliant deux inégalités de réels positifs, on obtient : ||z? — 1| > 8.

Exercice 17 (Inégalité triangulaire & n pattes) §Q
_n 1— n
Soit z € C\ U. Montrer < 12 .
1—2z 1—|z]

Correction. Il suffit d’appliquer I'inégalité triangulaire & la somme 1+ z 4 22 + - - + 2"~ 1 et d’utiliser
n

la formule 1 + ¢+ ---4¢" ! = 1_7q pour ¢ # 1.
—q
Exercice 18 (Inégalité triangulaire généralisée et cas d’égalité) [ 4

L’objectif de cet exercice est de démontrer que, pour n € N*, on a :

V(z1,. oy 2n) € (CH", Jz1+ -+ 2| = |21l + - + |2n| < 21, ..., 2, ont le méme argument principal.

Pour n = 2, on retrouve le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire dans le cas ou z; et 25 sont colinéaires
et de méme sens.

1. Montrer I'implication indirecte.

2. Montrons maintenant I'implication directe.

(a) Montrer que : Vn € N*, V(z1,...,2,) € (C)", |21+ -+ zp| < |21+ + |zl

(b) Vérifier que, pour tous z; et z2 non nuls :

|21 4+ 22| = |21] + |22] = 21 et 22 ont le méme argument principal.

Lycée Sainte-Geneviéve 10 C. Vergé



PCSI 2 TD 2.2 - Les complexes (Correction) Année 2025-2026

(¢) En déduire, par récurrence sur n > 2, que :

V(z1,...y2n) € (CH") |z1 4+ zn| = |21|+ - +|2n]| = 21,..., 2n, ont le méme argument principal.

Correction.

1. Soient (z1,...,2,) € (C*)" et # € R tel que pour tout k € [1,n], z, = |z|e?. Alors

n ) n n )
sz e (Z \zk>‘ = Z |z| car |e¥| = 1.
k=1

k=1 k=1

’On a donc montré I'implication indirecte ‘

2. (a) Inégalité triangulaire généralisée, montrée en cours, par récurrence sur n > 2.

(b) Soient z1 et zo non nuls tels que |21 + 22| = |21]| + |22|. Notons 6, I'argument principal de z;.
D’apres le cours, le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire pour n = 2 précise qu’alors z; = 0
ou il existe A € RY tel que zp = Az;. Or, z; # 0 donc il existe A € R tel que 22 = Az1. Ainsi,
|2’2| = )\|Zl‘ et

zo = Az1 = Az et
——

=|z2]

Donc #; est un argument de 29, appartenant & | — m, 7] donc ’argument principal de zo. On

a donc montré que ’zl et zo ont méme argument principal ‘

(c) Pour tout n > 2, on pose :

n
= E |zi] = tous les z; ont le méme argument principal ».
k=1

P(n) :« VY(z1,...,2,) € (C)",

n
D>
k=1

Montrons pour tout n > 2, P(n) par récurrence simple.
L’initialisation a été montrée dans la question 2b] Montrons I'hérédité.

n+1 n+1
Soit n > 2 tel que P(n). Soit (21,...,2,11) € (C*)"™ tel que Z 2k = Z |zk|. On a alors
k=1 k=1
n+1 n+1 n n n+1
|2k | = 2| = ‘( Zk:) + zpp1| < 2|+ |znt1] < |2k| -
2 lanl =12 2 = | 2 - e 2

Les deux termes extrémes étant les mémes, on en déduit que toutes les inégalités précédentes
sont en fait des égalités! En particulier :

n
= ‘ (Z Zk) + Zn+1
k=1

n+1

>
k=1

n+1
+ |Znt1] = 2k -
el ) 3 Il

n

%k
k=1

(*)

n
o En notant Z = Z 2k, I'égalité (*) est |Z + zp41| = | Z| + |2n+1], donc d’apres la question
k=1
on sait que Z et z,,1 ont le méme argument principal.
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n n

sz = Z |zi|, et donc par hypothese de récurrence, on a
k=1 k=1

21, .., 2, ont méme argument principal, que ’on notera 6 € | — 7, 7].

o L’égalité (**) assure

On conclut si on montre que 6 est 'argument principal de Z :

Or,
n n . n .
7 = Z 2 = Z |2| e = Z 2| €7,
k=1 k=1 k=1
=l
donc @ est un argument de Z appartenant a | — 7, 77| donc 6 est 'argument principal de Z. Ainsi,
21, .., Znt1 ONt tous le méme argument principal, d’ou P(n + 1) ‘
Par théoréme de récurrence, | P(n) est vraie pour tout n > 2 ‘
Trigonométrie
Exercice 19 (Linéarisation) bé
Soit = € R. Linéariser les expressions suivantes :
A = sin(z) B = cos’(z) C = sin?(z) cos®(z).
Correction.
1 1 1
A= 3 (cos(4x) —4cos(2x) +3)|. |B= 3 (cos(4x) + 4cos(2x) + 3)|. |C = T (2 cos(z) — cos(3x) — cos(bx)) |.
eiz o efix
Pour les deux premieéres, on utilise les formules d’Euler | sinx = — et du binéme de Newton.
i
N , L/ —iz\2 (i —iz\3 C
Pour la troisiéme, les formules d’Euler donnent : C' = ) (e” —e ””) (em +e ”) . Newton puis dé-
veloppement donnent : C' = ~33 (65“ 4 75 4 @3 4 T3 _ (i 4 (f“)), ce qui permet de conclure.
Résolution d’équations dans C
Exercice 20 (Antécédents par ’exponentielle complexe) g ™
Soit @ € C*. Résoudre ’équation e = a, d’inconnue z € C.
Correction. Notons a # 0 donc a = |a|e’®, avec o € R.
P —— 6Re(z) _ |CL’ ot eihn(z) — ola

<= Re(z) =Inla| et Im(z) = « [27]
<= 3JkeZ : z=In|a| + ia+ i2kn.

Donc |7 = {In[a| + ia + i2kr | k € Z}|
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Exercice 21 (Racine 4°™¢) gé
Déterminer les racines 4°™° de 81 et de 163.

Correction.

e V81 =3.S0it z€C.Ona:

Py 4
z4—81<:><3> =1

— g e {l;4;,—i;—1}

<~ z € {3;3i; —3i; —3}.

Ainsi, |les racines 4°°™¢ de 81 sont {3;3i; —3i; —3} |

e 16i = 16¢'2. D’apres le cours, les racines 4°™ de 16i sont les v/ 16e(F+2%) avec k € [0, 3]. Ainsi,
'ensemble des racines 4™ de 16i est {2€i%;2€i%;26_i%;26_i%} .

Exercice 22 §éM
Résoudre dans C les équations suivantes.
1 e =i 2. P =2-2 g 6 1FtiV3 4. 24 (3420)245+i = 0.
1—iv3
Correction.

1. Soit z € C. On a :

z—1

<~ €

o
|

m .
Wl
vl

:1<:>z—zg€2i7TZ<:>ElkEZ zzi%—i—?iﬂ'k.

Donc y:{igwim‘kez}.

2. On écrit 2 — 2i = 23/2e /% € C* donc 2 — 2i a deux racines carrées distinctes et opposées
S — {:l:23/46—L7T/8}

. 1 -3 LT
1+1iv3 _ Q—H% _ /3 — i27/3 (
1—iv3 % _i§ e—ir/3
sixiemes de j. D’apres le cours,

S = {61(32;67&27() ke Z} — {ei(gkglhr

3. Ecrivons on reconnait 7). Il s’agit de déterminer les racines

ke Z} _ {em/9’ 6z'47r/97 €i77r/97 efi87r/97 675i7r/97 672m/9} .

4. A= —15+8i = (1+4i)* donc § = 1+ 4i. Puis | § = {z1 = -2 3i;2, = —1 +i} |
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Exercice 23 §6 M
Résoudre dans C les équations suivantes.

Lo2% — (1420)22 +3(1 +14)z — 10(1 +14) = 0.
Indication : on commencera par chercher une racine imaginaire pure.
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Correction. Notons (E) cette équation. Commencons par chercher une solution imaginaire pure :
on pose donc zg = i avec a € R. Alors

28— (14 2i)25 +3(1+14)20 — 10(1 +14) = —a’i + o*(1 4 2i) + 3(1 +4)iac — 10(1 + 4)
=a? - 3a — 10 +i(—a® + 2a% + 3a — 10).

Donc
2o est solution de (F) ssi (a® —3a—10=0et —a® 4 2a* 4+ 3a — 10 = 0).
Or, o® — 3a — 10 = (o + 2)(ar — 5). Done
2o est solution de (E) ssi (o € {~2,5} et — a® +2a* + 3a — 10 = 0).

Or, —(—2)3 +2(=2)2 +3(-2) =10 = 0 et —(5)> +2(5)*> + 3 x 5 — 10 = —70. Finalement, zy est

solution de (F) ssi @ = —2, donc la seule ’la solution imaginaire pure de (E) est zg = —2i ‘

On en déduit donc qu’il existe a,b € C tels que

2= (142i)22 +3(1+14)z = 10(1+4) = (2 +2i) (2 + az +b).
Apres calculs, on trouve a = —1 — 4i et b = —5 + 5i, donc

23— (14 20)2% +3(1 + i)z — 10(1 + i) = (2 + 2i) <z2 + (=1 —4i)z + (=5 + 5i)) :
Il nous reste donc a résoudre I’équation
22+ (=1 —4i)z + (=5 + 5i) = 0.

C’est une équation de degré 2 a coefficients complexes. Son discriminant A vaut

A= (=1 —4i)> —4(=5+5i) = =15+ 8i + 20 — 20i = 5 — 12i.

On cherche maintenant § = z + iy tel que 62 = 5 — 124.

2ty = 5 2 = 9 (Li+ L3)
(x+iy)* =5 — 12i <= xy = —6 =<y = —6
22+ = V169 =13 v = 4

On en déduit finalement que les deux racines de 5 — 127 sont 3 — 2i et —3 + 2. Les solutions de
2% + (=1 — 4i)z + (=5 + 5i) = 0 sont donc

1+4i—(3—22 1+44 — 21
. +4i—(3 Z):_1+3Z, ot . +4i+ (3 — 20)

2 2

=2+1.

Enfin, les solutions de I’équation de départ sont —2i, —1 + 3i et 2 + 4.

2. 24 —3iz2+4=0.
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Correction. Posons Z = z°.

A 324 4=0= Z%>-3iZ+4=0.

A = —25 = (53)? donc § = 5i.
On trouve donc que Z; = —i et Zy = 4i (Vérif OK avec les relations coef-racines).
Ensuite, on résout 2> = —i = ™2 donc z = Lei3T/4,

La seconde équation donne : 22 = 4i = 4¢™/? donc z = £2¢™/4. Finalement, | § = {£e™/4; £2¢77/41 |

3.2 B2 —z2+1=0.
Correction. On a

APt 1=0= () + (=2’ + (=2)?+(=2)+1=0
1—(— 5
<:>1i_?:0 car z # —1

(=2’ =1let 2 # —1
2 € Uy = {1; /5, /5, ~im/5, o~2m/5Y ot L 4 1
= {_1; _62i7r/5; _641'71'/5; _e—4i7r/5; _6—21'71'/5} et 2 7& 1.

3 ; - T -3

Donc | S = {_6217r/5; _64’Lﬂ'/5; _ef4z7r/5; _672177/5} — {671?;6713;613;&?} .

4. 322+ 2+ 12+ (22 +22+2)? =0.

Correction. On pourrait développer mais on ne sait pas résoudre une équation de degré 4. L’idée
est de mettre Pexpression sous la a? — b? pour le factoriser.

(322 4+ 2+ 1)2 4+ (22 4+ 224+ 2)? = (322 4+ 2 + 1) — (i2% + 2iz + 2i)?
=322+ 2+ 1+i22 +2i2+20)(322 + 2+ 1 —i2® — 2iz — 20)

(E)e B3+i)22+(1+2)2+(1+2)=00u(3—i)22+(1—-2i)z+(1—2i)=0
& (B3+i0)22+ (1+2)z+ (1+2i)=0o0ou (3+ i);2 + (14 2i)z+ (1 +2i) =0 en conjuguant le 2e
& P(z) =0o0u P(z) =0 avec P(2) = (3+d)22 + (1 +2i)z+ (1 +2i) =0

P est un polynéme de degré 2. Ap = —7 — 24i. On peut chercher § sous la forme § = a + ib
avec (a,b) € R Alors A, = 6% = (a — ib)? = a® — b* — 2abi. Par unicité de 1’écriture algébrique,
ab=—12 et a2 — > = —7. a = 3 et b = 4 conviennent. Ainsi, A, = 62 avec § = 3 — 4i. Puis, les
es de P sont 244 1+ . _1=30
racines de P sont z; = 51 - 3 et 29 = e i.
o . , . , o 14+ —1—1
Ainsi, les solutions de I’équation de départ sont | S = {z, —h } .
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Exercice 24 (Une équation de degré 2 4 parameétre) i3 ™
Soit 6 € R.
Résoudre ’équation 2% — 2cosf z + 1 = 0 d’inconnue 2z € C.

6’e*ie, donc d’apres les relations coefficients-

Correction. On remarque que 2cosf = e + e et 1 = ¢
racines, on sait que e et e sont les solutions de cette équation.
Etudions le cas d’égalité. On a ¢ = e % «—= 0= —0 [271] <= 0 =0 [n].
De plus, si § = 0 [27], alors ¢ =1 et si § = 7 [27], alors ¢ = —1.
Conclusion. L’ensemble des solutions de 1’équation est donc

{1} si 0 =0 [27]
{-1} si 0 = [27]
{eig,e_w} si 0 #0 [n]

Exercice 25 (Une équation exponentielle) |

Résoudre dans C I'équation e** = €2* — 1.

Correction. Résolvons Z%2 — Z +1 = 0. Il s’agit d’une équation du second degré & coefficient réels,

1+4v3 i
ayant pour discriminant —3 < 0. Elle a donc 2 solutions complexes conjuguées Z; = i = ¢ /3

1—14v3 ;
et Zy = 7“[ = /3,

On a aussi, pour z € C :
i/ LT . LT .
¥ =e P =2, € —ig + 27l — z € —ig + i

et

€2 — ™3 s 92 € L34 207 e 2 € z% +inZ.
T

Ainsi,
=¥ 122 Z+1=0s (¥ =B oue¥ =) o (ze —i%—i—zﬁrZ ouzeig—i-mZ).

Finalement, ’ensemble des solutions est {—Lg +tkm, k € Z} U {Lg + il b € Z} .
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Exercice 26 (Un type classique d’équation) 'R AV

1—iz)" 1—it
Soient o € —E, 71 et n € N*. Résoudre dans C I’équation zz) = 1 ane
272 (1+iz)" 1l4itana

Combien y a-t-il de solutions ?

V3asanodoid esl s eoomslsviupd 18q o1buoassd

1 —itana cosa —isina e @ by
Correction. Remarquons que - = — = —— = ¢ %@ ¢t que Iensemble de défini-
l+2tana  cosa+isina er

tion de I'équation est {z € C | 1+iz # 0} =C\ {i}.
Soit z € C\ {i}.

(1 —idz)" 1itana<:><1iz>n %0,
— =€
(I+idz)" 1l4itana 1+1iz

1—1 o oa okn
& ke [0 - 1], g = VI
12

1—1z

; —2 2k
= = et awecﬁkz—a—i——7T
1412 n n
s3Ik e[0,n—1],1—iz = e 4 ie% 2 car 2#0

& 3k e [0,n—1],1 — % =iz(1 + %)

< Jk e [0,n — 1],

1— 0y
@Elk:e[[o,n*l]],lz/':m CarO#Q
ez%k <e_729k ei92k> 0
o —24 sin 2&
& Ik e0,n—1],iz = —; — ——- = akz = —itan Ek
eTk <e zk +62k) 2C057

— k
< Jk e [[0,n—1]],z-—tan<a;7r).

Ainsi, | . = {tan (oz — kﬂ) ke[0,n— 1ﬂ} .
n

N.B. : cet ensemble contient exactement n termes car ils sont tous distincts. En effet, on peut remarquer
o —km

décrit n valeurs distinctes dans un intervalle de longueur strictement inférieure a m, donc

que
n

R T . . mw T . . .
par m-périodicité et stricte croissance de tan sur }—2, 3 [, les images de ces valeurs par 'application

tangente sont toutes distinctes.
Sinon, on a les équivalences classiques pour (k,£) € [0,n — 1]? :

—k ¢ —kr _a—t( k—(
tan<a 7T>_ta11(a 7T><:>a 77504 F[W]@geﬂzék_genzﬁk_g:o’
mn n n

n n

car —n < —(n—1)<k—¥¢<n-—1<n,etle seul multiple de n dans | — n,n[ est 0.
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Exercice 27 (Equation 2" = w™) §Q
Trouver n, m € N* minimaux tels que (1 +iv/3)™ = (1 —4)".

Correction. Tout d’abord, on a 1 + iVv3 = 23 et 1 —i = \/ie*’%.
mn
Si (n,m) est solution de 1’équation, la considération des modules donne 2™ = V2", donc n = 2m.
Ensuite, si n = 2m, 1’équation devient

(1+iV3)™ = (1 — )" <= 2memF = /2" e im5

.o .

s m
= mo=-m—- |2
my my [27]
dTM
€ 217
6 T
< bm € 127
< 12|5m
< 12|m car 12A5=1.
Ainsi, | la solution minimale est m = 12 et n = 2m = 24|
Exercice 28 (Polynéme minimal) EQY

Soit z € C\ R. Trouver (p, q) € R? tel que 2% + pz + ¢ = 0.

Correction. On doit montrer seulement montrer une existence. On va donc faire analyse-synthese, avec
analyse au brouillon.

Analyse au brouillon. Les relations coefficients-racines doivent guider notre recherche : on cherche un
polynome réel de degré 2 dont z soit solution. On sait que dans ce cas, Z sera également solution.
Comme z n’est pas réel, ces deux nombres sont différents, donc il s’agira des deux solutions de
’équation 22 4+ pz + ¢ = 0.

Les relations coefficients-racines impliquent que p = — (2 + %) = —2Rez et ¢ = 22 = \z|2.

Synthése sur la copie. |Posons p=—(z2+%) = —2Rezet q=22z = \Z\Q , et montrons que ce couple

(p,q) convient. On a :

22— (QRez)z+ |2 =22 — (2 +2) 2+ 2%
=22 22— 27427

:O’

donc | ce couple convient |.
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Exercice 29 (Racines de méme module) Loy
Soit (p,q) € C x C*. On suppose que les deux racines de X? — pX + ¢* ont le méme module.
2

Exprimer le quotient p_2 en fonction des deux racines, et en déduire que P eR.
q

Correction. Notons z; et z9 les deux racines de X? — pX + ¢° (ou, éventuellement, la racine double
comptée deux fois). D’apres les relations coefficients-racines, on a

p=2z1+ 22 et q2:2‘122.

En particulier, 'hypothese ¢ # 0 entraine z1, zo # 0.
On a alors

p* (214 2)?
2129
22+ 22120 + 22
2122

— A0 2
2 <1

1
=u+—+2,
u
. , 21
ou l'on a noté u = —.
z92 1
Comme |z1| = |22, on a u € U. On en déduit que — = @ et on obtient la nouvelle expression
u
2
p—Z =u+u+2
q
= 2Re(u) + 2.

2 2
Cela montre que p—Q € R et méme, comme Re(u) € [-1,1] (car on a |[Re(u)| < |u| =1) , que p—2 € [0,4].
q q

On en déduit que P est un nombre réel, et méme que
q
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Exercice 30 (Application de degré 2) [ ]
1

Montrer 1’égalité {z eEC*|z+-¢€ R} =UUR".
z

1
Correction. Notons J = {z eEC*|z4+-¢€ R} et montrons J = U U R" par double inclusion.
z

1
Sens direct. Soit z € J. On note r = z + —, de telle sorte que r € R.
z

En multipliant par z, on obtient 2% +1 = rz, c’est-a-dire que z est solution de ’équation du second
degré a coefficients réels (d’inconnue )

2 —rr+1=0. (X

Le discriminant de (%) est A = r? — 4. On distingue alors deux cas.
o Si A >0, () a deux solutions réelles (ou une solution réelle double). Le produit de ces deux
solutions (ou le carré de la solution double) valant 1, lesdites solutions sont non nulles.
Puisque z est 'une d’entre elles, on a z € R*.

e Si A <0, () a deux solutions complexes non réelles, et on sait qu’elles sont conjuguées.
Notons « 'une des deux (de telle sorte que l'autre est @).

Le produit des deux solutions vaut alors 1 = aa = \a\Q. Cela prouve que « € U.

Que l'on ait z = « ou z = @, on en déduit dans tous les cas z € U.

Cela montre l'inclusion .

Sens réciproque. Réciproquement, soit z € UUR*. On distingue alors deux cas.
1
e SizeU, ona évidemment z € C* et d’autre part — = z, donc
z

1
z+—=z+%z=2Rez € R.
z

1
o Siz e R ona (encore plus évidemment) z € R* et z + — € R.
2

n ux cas, on nc montré z ui montre I’inclusion réciproqu
Dans les deux cas, on a donc montré z € .J, ce ontre 'inclusion réciproque | UUR" C J|, et

clot la démonstration.
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Nombres complexes et géométrie

Exercice 31 (Localisation de solutions) B4

1
1. Déterminer les complexes z # 0 tels que z, — et 1 — z aient le méme module et les représenter
z
géométriquement.

2. Déterminer les complexes z tels que (z —)(Z — 1) € R et les représenter géométriquement.

3. Déterminer les complexes z tels que (z —)(Z — 1) € iR et les représenter géométriquement.

Correction.

1. Soit z € C*. On a :
1

1
—|1—z|<:>(|z|—

et |z|=11—2 21—z

) — (|z|2:1et

z

. )

<

Or,[1—2P=(1-2)1-2)=1-(2+2)+ |2]*> =1 — 2Re(2) + |2|*. Ainsi,

1 1
12| = H ST <z|2 1 et Re(z) = >
z 2
1 3
— <Re(z) = 5 et Im(2) = i{)
z = % + Z\f —¢'3
= ou
zZ = % — Z§ = e ,Lg
. c 1 iz T
Ainsi, |les complexes z qui vérifient |z| = |—| = |1 — z| sont '3 et ¢ '3
z

2. On cherche z € C tels que (z —7)(z — 1) € R. Soit z € C. On a

(z—i)Z-1)eER<= (z-)EF-1)=(z-0)EZ—-1)
= (z-)EZ-1)=Z+i)(z—1)
S 2Z—z—1Z+i=2Zz—Z+ 1z —1
—=zZ-2z—-i(Z+2)+2i=0
<= —2ilm(z) — 2iRe(z) +2i =0
<= —Im(z) — Re(2) +1=0.

En posant z = x + iy avec (z,y) € R?, on trouve donc
(z—i)Z-1)eRe —y—2+1=0cy=—a+1.

Finalement, les complexes vérifiant (z —¢)(Z — 1) € R sont les complexes dont les points images sont
situés sur la droite d’équation y = —z + 1.
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3. On cherche z € C tels que (z —i)(Z — 1) € iR. Soit z € C. On a

(z—)Z-1)€iR<=(z—i)z-1)=—(z—-9)(Zz—1)
—z-)Ez-1)=—-Z+1i)(z-1)
= Z—z—iz+ti=—-2z+Z—1z+1
=222 (2+2)+i(z—2)=0
— 2|22 — 2Re(2) — 2Im(z) = 0
= |22 = Re(z) — Im(2) = 0.

En posant z = x + iy avec (z,y) € R?, on trouve donc

(z—i)Z-1)€iR<= a2’ +y’—z—y=0.

Or, par complétion des carrés, on a

2 (-3) i ()
vy mremy=\tTy) T\ g T
Finalement,

1\%2 1 1\2 1 1\2 1\%2 1
1414

Ainsi, les complexes vérifiant (z —)(Z — 1) € iR sont les affixes des points du cercle, de centre Q d’affixe -5+,
1

et de rayon 7

FIGURE 1 — Question 2 FIGURE 2 — Question 3

Lycée Sainte-Geneviéve 23 C. Vergé



PCSI 2 TD 2.2 - Les complexes (Correction) Année 2025-2026

Exercice 32 (Triangle équilatéral) 6 Q
Soient A, B et C trois points distincts du plan d’affixes respectives a, b et c. On rappelle que j = e
1. Montrer que €5 —1= j et que —e'3 = 52

2. En déduire que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si a+bj+cj2 = 0 ou a+bj> +¢j = 0.

Correction.
- 1 3 1 3 ;
1. e 6L31=<2+i\2[)1:2+i\2[:e‘2”/3=j
. o5 — piTiE — piT/3 _ (ei27r/3)2 :jQ.
2.

Le triangle ABC' est équilatéral <= A est 'image de C' par la rotation de centre B et d’angle :i:g

—a—-b=e"3(c—b) oua—b=e"3c—b).

D’une part, a — b = 67;”/3'(0 —b) = a+ (/3 —1)b— e3¢ =0<=a+bj+ cji: 0.

D’autre part, a — b = 67”/73(0 —b) = a+ (e - Be=0<=a+bj+cj2 =0+
a+bj?+¢j=0,car j2 = 3.

Ainsi, | ABC' est équilatéral si et seulement si a + bj + ¢j?> =0 oua +bj*+¢j =0|.

Exercice 33 (Orthocentre) EQ
Soient A, B et C trois points distincts du cercle trigonométrique, d’affixes respectives a, b et c.
Montrer que le point H d’affixe h = a 4+ b + ¢ est 'orthocentre du triangle ABC, c’est-a-dire le point de

concours des hauteurs.

Correction. Il s’agit de démontrer que AH L BC (les deux autres relations d’orthogonalité obtenues
par permutations circulaires s’en déduisant par symétrie). On a :

- - h — b
A1 BO = ""% ciR = T cir.
c—b c—b
On a, puisque b et ¢ appartiennent a U :
(C+b>_c+b_i+é_b+c_ c+b
) Al s w Sl e

o . _c+b . N - L 3 >
Ainsi on a bien —— € iR, donc d’apres les équivalences précédentes : | AH 1 BC'|.

c—0b
Remarque. On peut aussi écrire a = €'®, b = ¢ et ¢ = "7 et factoriser par 'angle moitié.
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Exercice 34 (Condition d’alignement) |

1. Déterminer le lieu des points M d’affixe z qui sont alignés avec I d’affixe i et N d’affixe iz.
Correction.

o Siz{0,1,:} alors deux des points sont confondus, donc les trois points M, N et I sont alignés.

o Supposons maintenant que z € C\ {0, 1,7}. Alors les trois points sont distincts, et d’apres le

cours :
. B o
I, M, N sont alignés ssi dk GR,m:kIM ssi N AL cRssi Z:= = Z eR
) ) ZM — RJ zZ—1
ssiIm(ZZ,l)—OssiZ—Z.
z—1
o B (1 iy — 1
Notons z = x + iy. Alors, ZZ Z:( y+ilz )z — iy ) donc

z—1 22+ (y —1)2

iz —i 5 5 1\?2 \? 1
Im - | =0<=z(z-1)+yly—1) =0<= 2" —os+y " —y = e—5) ty-35) =5
z—1

1
Ainsi,| I, M, N sont alignés et distincts ssi M appartient au cercle de centre €2 et de rayon — |,

V2

ou
Q est de point du plan complexe d’affixe w = % + 5.

N[

2. Déterminer de plus le lieu des points N correspondants.
Correction. Soit M un point du cercle de centre € et de rayon \}Q

Meéthode 1. N a pour affixe iz = e™/2z donc N est I'image de M par la rotation de centre O

(lorigine du repere) et d’angle g On conjecture que 'image d’un cercle par une rotation est un

cercle, de méme rayon, avec un nouveau centre a déterminer.

Montrons-le. On a :

Me%(Q,iM:»QM:

1
V2 V2

1

= |z—wl=—
2wl = —
= iz =i =
iz —iw| = —=
V2

1

— NQ' = 7 ott Q' est le point du plan d’affixe ' = iw = —5 —I—ié

1
— N4, —).
@)

1 1
Donc les points N se trouvent sur le cercle de centre Q' (d’affixe w’ = iw = —5 +i=) et de rayon —= |.

2 V2

Méthode 2. Si z = x + 1y, N a pour affixe iz = —y + wxi. Posons xny = —y la partie réelle
de iz et yy = z la partie imaginaire de 2z.
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D’apres la question 1,

1 1 1
donc | N est sur le cercle de centre Q' d’affixe —3 +i— et de rayon —|.

2 V2
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