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Matrices et applications linéaires

Exercice 1. Calcul matriciel d’un antécédent. Soit A =

S O =
S =
L V]

1. Montrer que A est inversible et calculer A~".

2. Soit A l’endomorphisme de Ro[X] défini par A(P) =P + P'.
Déterminer la matrice de A dans la base canonique de Ro[X].
En déduire que A est un automorphisme de Ro[X] et résoudre I’équation A(P) =1+ X +2X2,

Correction.
1. La matrice A est triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonauzx non nuls, donc elle est

inversible.
On peut linverser par la méthode des bimatrices :

1 1 0]1 00 1 211 -1 0
01 2/010|~]01 210 1 0 [Ly < Ly — Lo
00 1[0 0 1 00 11]0 0 1
1001 -1 2 Ly Lo+ 2L
~l010]0 1 =2, o
00 1/0 0 1 2 2 3
1 -1 2
donc|A=1 =10 1 =2
0 1

11
2. On calcule : A(1) =1, A(X) = 1+X et A(X?) = 2X+X?, donc|Mat(y x y2)(A) = [0 1 =A|
0 0

L V)

D’aprés 1., A est inversible donc, par théoréme, | A est un automorphisme|, et sa bijection ré-

1 -1 2
ciproque vérifie Mat(LX’XQ)(A_l) = A1t =10 1 —2|. En particulier, I’équation A(P) =
0 0 1

14+ X +2X? a une unique solution (car A est bijective), d savoir le polynéme A~1(1 4+ X +2X?),
dont la matrice dans la base canonique est

Mat () x x2) (A*l(l + X+ 2X2)) = Mat(; x x?) (A*l) Mat(; x x2) (1 + X+ 2X2>
1 -1 2\ (1

1

P
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donc

AL (1+X+2X2>:4—3X+2X2.

Alternative. Soit P € Ro[X]. On a :

1
A(P) =14 X +2X? <= Mat(j 4 x2x2)(A) xMat (14 xox2)(P) = | 1
=A
1 4
> Mat(y xoxy(P)=A""|1] =| -3
2 2

= P =4-3X +2X?

Exercice 2. Puissances d’un endomorphisme. Soit f € L(R3) défini par f : (z,y,2) — (x — 2,y,y).
1. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique.
2. Calculer A%, A3 et A*. Conjecturer A", puis la démontrer, par récurrence.

3. En déduire Uexpression de f".

Correction.
1 0 —1
1./IA=1]01 0
01 0
1 —(n—1) -1
2. On vérifie par récurrence que |¥n € N*, A" = |0 1 0 || De plus, A° =I5 et A nest
0 1 0

pas inversible (sa troisiéme colonne est proportionnelle d la premiére, mais ses deux premiéres
colonnes forment une famille libre, donc rg(A) = 2 # 3) donc on ne parlera pas de puissances
négatives de A.

3. On en déduit que ’pour neN M (z,y,2) =~ (x—(n—1)y—2,9,y) ‘

Lycée Sainte-Geneviéve 2 C. Vergé
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Exercice 3. Noyau, image et matrice de la composée. On considére les deux applications linéaires
f et g définies par

f: Ry[X] — R? et g: R? — R2 .
P —  (P(0), P(1),P'(0), P'(1)) (x,y,2,t) — (r+y+z+t,x—1t)

1. Déterminer la matrice de f relativement aux bases canoniques de Ro[X] et R* et la matrice de g
relativement auz bases canoniques de R* et R%. On les notera respectivement A et B.

2. En déduire Ker(f), Im(f), Ker(g) et Im(g).

3. Déterminer la matrice de g o f relativement aux bases canoniques de Ro[X] et R2.

Correction.

1. Notons % = (1,X,X?) la base canonique de Ro[X], PB4 la base canonique de R* et %y =
((1,0),(0,1)) la base canonique de R%. Alors :

1 00
111 A S T N R
A =Matg g, (f) = 010 et le\/ldt,%’,%(g)—(l 0 0 1).
01 2
a
2. o Soit X=|b|es1(R). Ona:X cKer(Ad) <= AX =0<=a=b=c=0,
c

donc |Ker(f) = {Or,(x)} | donc f est injective.

o On sait que Im(A) = Vect (C1,Cy, C3). Par ailleurs, d’aprés le théoréme du rang, rg(f) =
On en déduit donc que (Cq,Ca, C3) est libre. Ainsi, |Im(f) = Vect ((1,1,0,0),(0,1,1,1), (0,1,

2))

o Soit (v,y,2,t) ERL On a :

(z,y,2,t) € Ker(g) <= t=uz et 2= -2 —y.

Ainst,

9

Ker(g) = Vect ((1,0,-2,1),(0,1,—1,0)) ‘ (famille libre donc dim(Ker(g)) = 2.

o D’aprés le théoréme du rang, et la question précédente, on sait que rg(g) = 2. De plus,

Im(g) C R? donc |Im(g) = R?|. Ainsi, g est surjective.

. . 2 3 3
3. Mat%/;Q (g o f) = R’Iat%éh%fz (g) X 1\/1&‘5(%77_%4 (f) = (1 1 _2> .

Lycée Sainte-Geneviéve 3 C. Vergé



PCSI 2 TD 20 - Matrices et applications linéaires (Correction) Année 2024-2025

Exercice 4. Matrices d’applications linéaires. Montrer que les applications linéaires suivantes sont
bien définies et déterminer leurs matrices dans les bases canoniques.

1. K3[X] — Ks[X] 3. K,[X] — Ku[X]
P — 2X°P +P/(X?-P(1); P - XP;
2. K3[X] — K2 4. KyX] — Ku[X]
P — (P(-1),P(0)+P"(1)) ; — 2P+ (X —1)P".

Correction. A chaque fois, on notera f Uapplication de 1’énoncé. Pour tout n € N, on note
= (1,X,..., X"

la base canonique de K, [X]. On notera par ailleurs

S 1 0
“an=1lo) 1
la base canonique de K2.

A chaque fois que le codomaine est un espace vectoriel de polynémes (c’est-a-dire dans toutes les
questions sauf la deuziéme), si l’on note K[ X] et K,[X] les domaine et codomaine de f, il est au moins
clair que la formule donnant f définit une application linéaire f : Kp[X] — K[X]. L’enjeu est de montrer
que le codomaine K,[X] est adapté, c’est-a-dire que YP € K,[X], deg f(P) < q.

Par linéarité, il suffit de le vérifier pour des polynomes P décrivant la base canonique de E (ce qui
est de toute facon un calcul a faire pour calculer la matrice de f).

En effet, si f(1),..., f(XP) € K [X] et que P € K,[X], on peut écrire P en fonction de ses coeffi-
p

cients : P = ZaiXi, et on obtient par linéarité de f

=0
~ p ~ .
€Kg[X]

ce qui entraine f(P) € Ky[X] par stabilité par combinaison linéaire.
(On redonne cet argument a la premiére question, mais on 'omet dans les suivantes.)

1. L’application

f: Ks3[X] = K[X]
P = 2X3P' 4+ P/(X?) - P(1)

est bien définie (puisqu’on a étendu le codomaine), et on vérifie facilement qu’elle est linéaire (il
s’agit d’une conséquence directe de linéarité de la dérivation, de [’évaluation et de la composition

a droite R+ R(X?) = Ro X?).
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f(1) = =1 € K5[X]
f(X)=2x%+1-1

=2X3 € K5[X]
F(X?) =4Xx' 4 2X% — 1 e K5[X]

f(X?) =6X°4+3X* -1 € Ks[X].
Par stabilité par combinaison linéaire, on en déduit

VP € Vect (1,X,X2,X3), F(P) € Vect (f(l), F(X), F(X?), f(X3)),

:ng [X] CK5 [X]

ce qui assure que f est bien définie.

En outre,
-1 0 -1 -1
0O 0 0 O
0 0 2 0
Matgyo ()= o o o o | € 64K}
0 0 4 3
0 0 0 6

2. Ici, la bonne définition de f est claire, et sa linéarité se vérifie directement (conséquence de la
linéarité de la dérivation et de l’évaluation).

On a, apres calcul

donc

1 -1 1 -1
Niatcg37can2 (f) = <0 1 2 6 ) S .//274(]1{) .

3. On reprend la discussion comme a la premiére question, en notant provisoirement

i Ko[X] = K[X]
P = XP,

évidemment bien définie, et dont on vérifie la linéarité facilement (par linéarité de la dérivation et
bilinéarité du produit).

On a alors f(1) = 0 et, pour tout k € N*,

FIX®) = X x (hXR1) = kX",
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En particulier, Vk € [0,n], f(X*) € Ku[X]. Cela montre que f est un endomorphisme bien défini

et l'on a
0000 --- 0
o100 --- 0
00 20 --- 0 _
1\/18413(5,1(]0) =1lo o0 3 --- 0|~ Dlag((), 1, 2, 3, . ,TL) S L%»,H_l(K) .
00 00 n

4. On procéde comme a la question précédente. On mote provisoirement

f: Ko[X] = K[X]
P ~ 2P+ (X-1)P,

évidemment bien définie, et dont on vérifie la linéarité facilement (par linéarité de la dérivation et
bilinéarité du produit).

On a alors f(1) =2 et, pour tout k € N*,

(Xk’>/ _ ka,]
done (X —1)(X*) = kX* — kxF1
donc  f(XF) = (k+2)XF — kx* 1.

En particulier, Yk € [0, n], f(Xk) € K, [X]. Cela montre que f est un endomorphisme bien défini

et l'on a
2 -1 0 0 0 0
0 3 -2 0 0 0
0o 0 4 -3 0 0
Matg (f)=10 0 0 5 0 0 | ety 1(K)|.
0 0 0 O n+1l —n
0 0 0 0 0 n+2
Exercice 5. Matrices d’endomorphismes, noyau, image.
1. Montrer que f: K3[X] — K3[X] est un endomorphisme de K3[X].

P — X2P" +2XP

Déterminer sa matrice dans la base canonique de K3[X] et en déduire Ker(f) et Im(f).
2. L’application g : Ko[X] — Ky[X] est-elle un automorphisme ¢
P — (X?2-1DP -(2X+1)P
Correction.

1. Il est clair que lapplication P +— X2P" +2X P’ (vue par exemple comme application de K[X] dans
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lui-méme) est linéaire (par linéarité de la dérivation et bilinéarité du produit).
Calculons X?P" +2XP', pour P € {1, X, X?, X3},

e« SiP=1,P =P'=0, et X?P"4+2XP =0.

e SiP=X,P =1,P"=0, et X?P" +2XP' =2X.

e SiP=X2 P =2X,P"=2, et X?P"+2XP =6X>2.

e« SiP=X3 P =3X2 P'"=6X, et X?P"+2XP =12X3.
Comme tous ces polynomes appartiennent o Ks[X]|, cela montre, par stabilité par combinaison
linéaire, que VP € K3[X], X2P" +2XP' € K3[X], c’est-a-dire que lapplication f de I’énoncé est
bien définie.

Par la linéarité déja remarquée, cela montre que ’ f est un endomorphisme de K3 X] ‘

Par ailleurs, les calculs que ['on vient d’effectuer permettent de donner sa matrice dans la base
canonique €5 de Ks[X] :

A = Mate, (f) = = Diag(0,2,6,12) |.

cocoo
cowno
oo oo
—

oo oo

Notons (e1,e2,€3,£4) la base canonique de K*. On déduit de la matrice précédente (sans aucun
calcul) que rg(f) =3,

ImA = Vect (2e2, 6e3, 12e4) = Vect (e2,€3,£4) et KerA = Vect (g1)

(pour le noyau, on a clairement €1 € KerA donc Vect (e1) C KerA et ’égalité des dimensions grace
au théoréme du rang, d’ou l’égalité).
On en déduit que

Imf = {P € K3[X] | Maty(P) € Vect (e2,53,21)} = Vect (X, X2, X?)

et

[Kerf = {P € Ky[X] | Maty(P) € Vect (1)} = Vect (1) = Ko[X] |

2. Le méme raisonnement qu’d la question précédente, joint aux calculs :

e siP=1,(X?-1)P - (2X +1)P = -2X —1;
e SiP=X,(X2-1)P - 2X+1)P=(X2-1)-(2X+1)X =-X?2-X—1;
e SiP=X2 (X2-1)P —2X+1)P=(X2-1)x (2X) - (2X +1)X? = —X? - 2X

montre que g est un endomorphisme de Ko X] bien défini et que

~1 -1 0
Mate, (g) = | -2 -1 =2
0 -1 -1
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L’endomorphisme g est donc un automorphisme si et seulement si cette matrice est inversible, ce
que ’on peut tester par échelonnement.

1 -1 0 1 1 0
2 -1 2| ~|-2 -1 -2 {Lle—Ll}
0 -1 -1 0 -1 -1
1 1 0
~l0 1 -2 [L2<—L2+2L1]
0 -1 -1
11 0
~ [0 1 =2 {Lg%LQ—‘y—Lg}
00 -3

La matrice finale est de rang 3 (égal a sa taille) donc elle est inversible. Il en va donc de méme de

Matg, (g), et ’g est donc un automorphisme‘,

0 0 0 O

. . N . -3 0 0 0
Exercice 6. Un nilpotent chez les polynémes. Soit M = 0 -2 0o ol

0 0 —-10

1. Sans aucun calcul, déterminer une base de l'image de M, ainsi qu’une base du noyau.
2. Pour tout n € N*, calculer M™.

3. Soit f: P —3XP(X)+ X2P'(X).
Montrer que f est un endomorphisme de K3[X].
Déterminer la matrice de f dans la base canonique de K3[X].
Sans aucun calcul, déterminer une base de l’'image et du noyau de f.

Correction.
1. Ona

ImM = Vect | Cq,Cy, C: donc |rg(M) = 3|.
1,02, Cy

famille libre

D’aprés le théoreme du rang, on a dim KerM = 1.

0
De plus, le quatriéme vecteur de la base canonique de R*, 8 , est un vecteur non nul de la droite
1
vectorielle KerM , donc une base de KerM .
2. On a
0O 0 0 O 0O 0 0 O 0 00O
-3 0 0 0 -3 0 0 0 0 000
/2 — /] ] = e
ME=MAM=10" 9 9 0of/=]o =2 0 o/ |6 000
0O 0 -1 0 0O 0 -1 0 0200
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PULS i
0O 0 0 0] [0oo0o00 0 00 0
30 0 0/ |0o0o0o0 0 00 0
3 _ 2 _
M= MM = 2 0 ol 6000 "o 000
0 0 -10 (0200 |-6000
PULS )
0 0 0 0 0 00 0 0000
s -3 0 0 0 0 000 [0000
Mi=10 9 0 0o/ *lo o000/ =loooo
0 0 -1 0 6000 0000

Pourn >4, ona M" = M" 4 x M*=M""*x0=0.

3. e Linéarilé : a vous.
e Montrons que l'image de f est incluse dans Kg[X].
Fizons P € K3[X], c’est-a-dire deg P < 3 et ezaminons le degré de f(P).
Il est clair que deg f(P) < 4.
Reste a vérifier que le terme en X* de f(P) est nul.
En notant a le coefficient en X de P, le terme en X* de f(P) = —3XP(X) + X?P'(X) vaut

—3X x (aX?) 4+ X? x (3aX?)

donc est nul.

e Matrice dans la base canonique. On a

f(1) = -3X 0 0 0 0
f(X) = —2x? . , -3 0 0 o0f _
f(XQ) — _X3 d’ou Matr%cano (f) - 0 -9 0 0 =M
FX%) =0 0 0 -1 0
0 0 0
P . . -3 0 0
e D’aprés la question 1., une base de Im| Matg,, (f) ) est la famille ol 12110
0 0 -1

donc | une base de Imf est la famille (—3X, —2X?% —X3)|.

Remarque : cela concorde avec le fait que

fmf = Vect (f(1), f(X), F(X?), f(X?)) = Veet (-3X, —2X?, —X*).

e Une base de Ker <Matggcan(f)> est la famille (

0
8 ) donc| une base de Kerf est la famille (X3) |.
1

Lycée Sainte-Geneviéve 9 C. Vergé
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Des précisions pour ceuz qui veulent. Soit P € K3[X] que lon écrit P = aX?3 + bX2 4+ cX +d.
On a les équivalences suivantes :

d 0
P e Kerf <— |:2] € KerM = Vect ( |:8:| ) <= P € Vect (XB) .
a 1

Exercice 7. Multiplication & gauche par une matrice. Soit (a,b,c,d) € K*. Déterminer la matrice
de l’endomorphisme ¢ : Mo(K) — . #2(K) dans la base (Ev 1, Ea1, E12,E22) de M5(K). Généra-

a b
M +—><Cd>M

liser.

a b 0 0

. c d 0 0
Correction. On a|Mat(g, , 5, ,.5.5@) = | o 4 b
0 0 ¢ d

De méme, on vérifie que si B = (E11,FE21,...,Ep1, E12,E20,...,Ep2,...,E1n,Eop,...,Epy) estla
base canonique « ordonnée par colonnes » et que A € My, (K), la matrice de Uapplication v : M — AM
est une matrice n® x n? diagonale par blocs, dont les blocs sont tous A :

Alol---lo
0]A 0

Matg(y) = |~ ] | € #,2(K).
olol--- 14

En méditant cette forme, on peut se rendre compte que cette forme diagonale par blocs vient du fait que
la multiplication a gauche par la matrice A « agit indépendamment » sur les différentes colonnes.

Exercice 8. Soient A = <(1) g) et f: Mr(R) — M (R)
M — AM - MA

1. Déterminer la matrice de l’endomorphisme f dans la base canonique B = (E171,E1,2,E2’1,E2,2) de

M(R).

2. Sans calcul, déterminer Kerf.

Correction.

a b o ’ . - a b o a 2b o 0 —b
1. Pour M = <C d)’ on calcule f(M) =AM — MA = (20 2d> (c 2d> a (c 0 >
0

0

0 0 O

., . . . . -1 0 0
A’LTLSZ, f(El’l) = 0, f(ELQ) = —ELQ, ‘]L(EQJ) = E2,1 etf(EQQ) = 0, donc Mat_a/;(j) = 0 0 10
0 0 0 O
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2. 1l est clair que rgf = 2 et E11,FE29 € Ker(f). On a donc Vect (Eq1,E22) C Kerf et ces deux
ssev sont tous deux de dimension 2 (conséquence du théoréme du rang), donc ils sont égaux :

Kerf = Vect (Ey 1, E22) | En particulier, f non injective donc ’f n’est pas bijective‘.

8§ -2 =2
Exercice 9. Matrice d’un projecteur. Soit f I’endomorphisme canoniquement associc a A= - | -2 5 —4
-2 —4 5

Montrer que f est un projecteur et préciser ses éléments caractéristiques.
Correction.

e Par produit matriciel, on trouve que A*> = A. Donc les deux endomorphismes f% et f ont la méme
représentation matricielle dans la base canonique donc f? = f et f € L(K3) donc’f est un pr’ojecteur‘.
D’aprés le cours, f est le projecteur sur Imf parallélement a Kerf. Déterminons Imf et Kerf.

x y = 2x 1
e SoitV=|y|leR OnaVeKerd<= ... <= { y==z , donc KerA = Vect 2
z x quelconque 2

D’od’Kerf ={(z,2z,2x) | z € R} = Vect ((1,2,2)) ‘ Comme (1,2,2) # Ogs, on a dim(Kerf) = 1.

o Méthode 1. Par théoréme du rang, on a rg(A) = 2. De plus, ImA = Vect (C1,C2,C3) D

Vect (Cl, C’g) . Par inclusion et égalité des dimensions, on en déduit par exemple que ’ rgA = Vect (C1, C3) ‘
——

libre
Méthode 2. Comme [ est un projecteur, on a

Imf = Ker(f —Id) = {(x,y,2) € R® | & + 2y + 22 = 0} = Vect ((—2,1,0), (=2,0,1)) |

La famille de vecteurs ((—2,1,0),(—=2,0,1)) étant libre, on a rg(f) = 2.

Remarques :
-Tr(A) = % 2=
- Notons ey := (=2

rg(A) : ce qui sera toujours vrai pour un projecteur (cf fin du TD).
,1,0) et eg := (—2,0,1) et eg := (1,2,2). Alors B = (e1,ea,e3) est une base de
1 0 0

R? (la base adaptée d la décomposition R? = Ker(f — Id) @ Ker(f)) et Matg(f) = | 0 0| est une
0 0

1
0
matrice diagonale tres simple, qui représente aussi l’endomorphisme f...

Exercice 10. Une symétrie de R>. Soit f : R3 - R3 .
(x,y,2) — (v+2y,4z —y, —2x + 2y + 32)

1. Donner la matrice A € #3(R) canoniquement associée d f.
2. Calculer A? et en déduire f2.
3. Montrer que %f est une symétrie.

4. En déduire que f € GL(R®) et exprimer f=1 en fonction de f.
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Correction.
1 2 0
1.|A=] 4 -1 0| |e #3(R).
-2 2 3

2. Ona i.e. Maty .. (f2) = Maty, . (91dgs). D’aprés une propriété du cours, f? est ’endomorphisme canoni

Donc par unicité, | f> = 9ldgs |.

2 .
3. D’aprés la question précédente, (%f) = % 2 = Idgs. Par ailleurs, %f € L(R?) donc d’aprés la

caractérisation des symétries, %f est donc une symétrie|.

4. L’application s = %f est un automorphisme (c’est une symétrie), donc f, qui est la composée de s
et de I’homothétie 3ldgs, en est également un.
L’égalité f* = 9ldgs montre directement que

fo (;f) — (;f) o f =1Idgs, donc|f e GL(R?)|et|f ! = §f.

Remarque. Si on avait f? = 9f, qui serait un projecteur non nul ?
Réponse : g ! En effet, pour A € K, on a (Af)? = A2f2 = 9\2f donc (\f)? = \f <= IN2f = \f <=
AMOX—1)f = 0. Ainsi, A = § convient.

Exercice 11. Somme directe. Soit u € L(R3) dont la matrice dans la base canonique de R3 est
0 -1 1

1. Etablir R? = Ker(u) ® Im(u).
2. u est-il un projecteur ?

3. Déterminer toutes les puissances de A.

Correction.
0=—y2+ys
1. o (y1,y2,y3) € Ker(u) <= ¢ 0=y1 —y3 < y1 = yo = y3. Ainsi, | Ker(u) = Vect ((1,1,1)) ‘
0=—-y1+wy

o D’aprés la formule du rang, rg(u) =3 — 1= 2.

De plus, on a linclusion Im(A) = Vect (C1,C2,C3) D Vect (Co, C3) et l’égalité des dimen-

sions, donc ’égalité Im(A) = Vect (Cy, C3) = Vect (—Cq,C3) d’ou|Im(u) = Vect ((1,-1,0), (1,0,—1)) ‘
o (y1,y2,y3) € Ker(u) NIm(u) = y1 = yo = y3 = 0. Ainsi, Ker(u) N Im(u) C {(0,0,0)} puis

Ker(u) NIm(u) = {(0,0,0)} donc la somme est directe et Ker(u) + Im(u) = Ker(u) @ Im(u).

e On a déja Ker(u)®Im(u) C R3, et leurs dimensions sont égales, donc|Ker(u) @ Im(u) = R3|.
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x x x| # A donc u® # u donc ‘ u n’est pas un projecteur‘.

Ker(u) # {(0,0,0)} donc u n'est pas injective donc u n’est pas bijective. Ainsi, A n’est pas
inversible donc on ne parlera pas de puissances négatives de A.

-2 1 1 0 3 -3
A2=|[1 -2 0 |etA?=|-3 0 3 |=-3A.
1 -1 =2 3 =3 0

Ainsi, A3 = —3A, A* = —3A2, A5 = (=3)2A, A5 = (=3)242, A" = (-3)3A.
Donc | A® = I3, pour p > 1, A% = (=3)P~1 A2 et pour p > 0, AP+ = (=3)PA|.

Matrices particulieres

Exercice 12. Formes spéciales de matrices. Soient E un espace vectoriel de dimension n, et B =

(61,..

-y €n)

une base de E. Soit r € [0,n].

On se donne un endomorphisme f € L(E) et on calcule M = Matg(f). Déterminer quelles propriétés de
f traduisent le fait que M présente les formes suivantes (quand une matrice est présentée « par blocs »), il
sera toujours sous-entendu que le premier « paquet » de lignes (resp. de colonnes) est composé de r lignes
(resp. colonnes).

2. M=1,; :
9. M € GL,(K) ; M=o |’
4. 1gM =r;
k o *k O LR 0 % oo *k
* * 0 0
0V A :
* * | 0
: 8 M= 0 0 *
0 0 .
0 0] * 0 0] *
6. M = ;
0 0] * *
Correction.
1. On a|M =0, si et seulement si f = 0rg) |
En effet, M = 0,, signifie que ¥j € [1,n], f(e;) =0g c’est-d-dire que f est nul sur une base de E
2. On a ‘ M =1, si et seulement si f = Idg ‘
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En effet, M = I, signifie que ¥j € [1,n], f(e;) = e; et on conclut le raisonnement de la méme
facon qu’a la question précédente.

3. On a ’ M € GL,(R) si et seulement si f est un automorphisme‘ (cf cours).

4. On a ’rgM =1 si et seulement si rgf = 7“‘ (cf cours).
Notons que cette question généralise les premiére et troisiéme questions. La premiere correspond
au cas r =0 et la troisieme au cas r =n.

5. Etant donné un vecteur y € E, dire que les n —r derniers coefficients de sa matrice Mat z(y) sont
nuls signifie que dans sa décomposition

n
y=>_ A\,
i=1

les n—r derniers coefficients sont nuls : \p41 = - -+ = Ay = 0. C’est donc équivalent a l'appartenance
y € Vect (e1,...,€e).

Ainsi, dire que M est de la forme de l’énoncé signifie que ¥j € [1,n], f(e;) € Vect (e1,...,e;).
Puisque Imf = Vect (f(e1),..., f(en)), cette condition est donc équivalente a l'inclusion

’Imf C Vect (e1,...,e) |

6. Dire que M est de la forme de l’énoncé signifie que Vj € [1,r], f(e;) = Og. Par stabilité par
combinaison linéaire, ¢’est donc équivalent a l'inclusion

’Vect (e1,...,e;) C Kerf ‘

7. En reprenant le raisonnement exposé au début de la question 5., on peut dire que M est de la forme
de Uénoncé signifie que Vj € [1,r], f(e;) € Vect (e1,...,er).
On voit facilement (par linéarité de f, et par stabilité par combinaison linéaire de Vect (e1,...,e.))
que cela est équivalent a la condition

Vx € Vect (e1,...,e.), f(z) € Vect (e1,...,e)

que ’on peut redire de manicre plus concise sous la forme

’f(Vect (e1,...,er)) C Vect (e1,...,e)|

On dit alors naturellement que ’Vect (e1,...,e.) est stable par f ‘

8. Ezactement comme dans la question précédente, on voit que M est de la forme de [’énoncé ssi

’ les sous-espaces vectoriels Vect (e1, ..., e,) et Vect (€p41,...,€en) sont tous les deux stables par f ‘

7

(En particulier, dans ce cas, | E se décompose en somme directe de deuz sous-espaces stables par f

ce qui est une propriété intéressante).

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé



PCSI 2 TD 20 - Matrices et applications linéaires (Correction) Année 2024-2025

Exercice 13. Endomorphisme nilpotent. Soit A € .#,(C) telle que A% # 0 et A3 = 0. On note ¢
Iendomorphisme de C* canoniquement associé a A et on considére un vecteur x € C* tel que ¢*(z) # 0.

1. Montrer que (¢*(z), ¢(x),z) est libre.
2. Soit a un vecteur de C* tel que B = (¢*(z), d(x),z,a) soit une base de C*.

(a) Justifier l’existence de a.

(b) Montrer que ¢(a) € Vect (¢*(x), ¢(x)), et déterminer la matrice de ¢ dans la base B.
3. En déduire le rang de A.

Correction.

1. Soit (o, B,7) € C3 tel que ad?(x) + Bd(x) +yo = 0.
En appliquant 2, qui est linéaire, dans cette égalité, on obtient : y¢*(z) = 0. Comme ¢*(x) # 0
et que C est intégre, on en déduit que v = 0.
L’équation de départ devient : a¢?(x) + Bo(z) = 0.
En appliquant ¢, qui est linéaire, il vient : f¢*(x) = 0. Comme ¢*(x) =00, on a donc 3 = 0.
On a alors : a¢®(z) =0, d’ot a = 0.

Ainsi, « = =~ =0 donc|la famille (¢*(x), p(x),x) est libre|.

2. (a) dAimC* =4 et B := (¢*(v), d(z),2) est une famille libre de C*. Le Théoréme de la base incompléte
assure lexistence de a € C tel que (¢*(x), ¢(x),z,a) soit une base de C*.

(b) o ¢(a) € C* et (¢*(x), p(x),z,a) est une base de C* donc il existe (a, B,7,5) € C* tels que
01 0 «
2 . 001 8
¢(a) = agp®(x) + fo(x) + v + da. Ainsi, | M = Matz(¢p) = 000 ~
00 0 ¢
Méthode 1. Des produits matriciels et ’égalité M3 = 0 meénent ¢ v = 6 = 0.

Méthode 2.
o Déterminons certains des coefficients («, 3,7, 9).

On a :

¢(a) = ad®(x) + Bp(x) + 7z +da.  (+)
En appliquant ¢ et ¢, qui sont linéaires, et sachant que ¢> = 0, on obtient :
6" (a) = 0+ Bo*(2) +y¢(x) + d¢(a)
et
0 = v62(z) + 56%(a).
Or, en remplacant ¢*(a) et ¢(a) par leurs expressions dans la base B, on a :

(08 47 + 6%)¢(z) + (6 + 6°B)(x) + 6%yx + 6%a = 0.

La liberté de % permet d’obtenir que 8% =0 puis|d =0 et|y=0]|
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01 0 «
Ainsi, | Matg(¢) = 8 8 (1] g , avec (a, ) € C%|.
0 00 O

3. D’aprés le cours, rg(A) = rg(Matgz(¢)).
Méthode 1. rg(A) = rg(Mat»(¢)) = rg(Cy, Co, C3,Cy) = 1g(Cy, C3) = 2, car (Co, C3) est libre.
Méthode 2. rg(A) = rg(Mat»(¢)) = rg(L1, Lo, L3, Ly) = rg(L1, L2) = 2, car (L1, Ly) est libre.

Exercice 14. Racine carrée d’une matrice nilpotente. Soit u un endomorphisme nilpotent d’indice
p € N d’un espace vectoriel E de dimension finie n > 2.

1. Montrer que p < n et u™ = 0.

2. On suppose w1 # 0. Justifier qu’il existe une base B de E telle que la matrice représentant u dans

0 1 (0)

AB soit A =
|
0) ... 0

3. Résoudre I’équation X? = A d’inconnue X € .4, (R).

Correction.

1. Alors uP = 0 et uP~1 # 0. On peut donc trouver x € E tel que uP~(z) # 0 d.e. v € E \ KeruP~!.
Classiquement, la famille (x,u(x),...,uP~1(x)) est une famille libre, constituée de p vecteurs de
E. En dimension finie, on sait que le cardinal d’une famille libre est < a celui d’une base, donc

ver]
De plus, u" = uP~" ouP, avec u, =0 et p—n >0, donc .

2. Onaiciu™ =0 etu™  #0, donc u est nilponent d’indice n. Il suffit de considérer v € E\Keru™~
et B = (u""Hz),...,u(z),z) (classiquement, A est libre et mazimale donc une base de E), et

Mat 4 (u) = A.

1

3. Soit X € M,(R) tel que X?> = A. On sait que A est nilpotente d’indice n, donc X est également
nilpotente et d’apres 1, on a X" = 0.

Mais, 0 # A1 = X272 qlors que X" 2 = X" x X" 2 = 0. Contradiction. Donc .
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Exercice 15. Matrice sans racine carrée.

010
1. Soit J= |0 0 1| e .#5(C). Déterminer rgJ, ImJ et KerJ.
0 00

2. Dans cette question, on propose de montrer (par l'absurde) qu’il n’existe pas de matrice M € #3(C)
telle que M? = J.

Supposons qu’il existe une telle matrice.

(a) En utilisant la question précédente et les propriétés du cours, déterminer rgM .

(b) En déduire que KerM = KerJ et ImM = ImJ.

(c) Qu’est-ce que les égalités précédentes nous apprennent sur la forme de la matrice M ?

(d) Aboutir a une contradiction, par un calcul raisonnable. Conclure.

3. On considére l'endomorphisme de dérivation 0 : Co[X] — ColX] .
P = P

(a) Trouver une base A de Cy|X]| telle que Matz(0) = J.
= (0) sedsM o1h Ssothyou sup 90 W oh 21y9inss 290 1se T9IFTEISINT THE 190N

JE] <D ob 92nd 9sus 51958 S o¥nirtieston W ollssrnY ol 9usp toRFdE 9b eng wroslduots sO

(b) En déduire qu’il n'existe pas d’endomorphisme ¢ € L(Ca[X]) tel que ¢? = 0.

Correction. Dans tout I’exzercice, on notera (£1,2,¢3) la base canonique de C3.

1. Notons (C1,Co,C3) les colonnes de J. On a :

= Vect (C1, Ca, C3)
= Vect (Ocs, e1,€2)

= | Vect (e1,€2) |,

et (e1,e2) est libre (en tant que sous-famille d’une famille libre), donc .

De plus, d’aprés le théoreme du rang,
dimKerJ =3 —rgJ=3-2=1.

Comme Cy = Ocs, on a Je1 = O¢s, c’est-a-dire 1 € KerJ. On en déduit Vect (¢1) C KerJ par
stabilité par combinaison linéaire, puis ’Vect (e1) = KerJ‘ par inclusion et égalité des dimensions.

2. (a) Puisque J = M?, on argJ <rgM, c’est-a-dire rgM > 2.
Par ailleurs, rygM < 3 car M € .#5(C).
On en déduit que rgM € {2, 3}.
Cela étant, si rgM = 3, alors M serait inversible, donc M? aussi, donc J aussi, ce qui est
exclu puisque rgJ = 2.

Finalement, .

(b) On a les inclusions automatiques

KerM C KerM? = Ker.J et ImM D ImM? = Im.J.
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(¢)

(d)

3. (a)

Or, on sait que dimImM = rgM = 2 = rgJ = dimImJ et, d’aprés le théoréme du rang, on
sait que dim KerM =1 = dim Ker/J.

On en déduit donc que | KerM = KerJ et ImM = ImJ‘ par inclusion et égalité des dimen-
S10MS.

D’aprés les calculs de la premiére question, on a donc KerM = Vect (e1) et ImM = Vect (e1,¢€3).

La premiére égalité implique que €1 € KerM, donc ’ la premiére colonne de M est nulle‘.

La deuziéme égalité (ou plutot inclusion ImM C Vect (g1, 2)) montre que

’la troisieme ligne de la matrice M est nulle‘. On en déduit que

Il
o oo
O % %
O % *

0 a b
D’apreés ce qui précede, on peut trouwver (a,b,c,d) € C* tel que M = [0 ¢ d|. Apres calcul,
0 0 0
on en déduit que
0 ac ad
J=M*= [0 ¢ cd
0 0 O

L’égalité du coefficient des coefficients en position (2,2) entrainerait ¢ = 0, donc ¢ =0. En

regardant le coefficient en position (1,2), on aurait 0 =1 : .
Ainsi, | il n'existe pas de matrice M € #3(C) telle que M? = J|.

Remarquons déja que VP € Co[X], P’ € Co[X], donc que l'endomorphisme 0 € L(Cq[X]) est

bien défini.

Analyse cachée, au brouillon. Une base = (Qo, Q1,Q2) de Co[X] telle que Matz(0) =
J est une base telle que Q= 0, Q) = Qo et Q) = Q1.
On voit qu’il y a alors beaucoup de possibilités : on peut partir de n’importe quel polynome
Qo constant non nul, lui choisir une primitive QQ1, et encore choisir une primitive Qo de
Q1.

Synthése visible. Posons

1
%:( 1,X,X2>.
~~ =~ 2
QO le
2

A est une famille de trois polynéomes non nuls et a degré échelonnés de Co[X], avec
3 = dim(Cq[X]), donc il s’agit d’une famille libre et mazimale de Co[X], donc d’une
base de Co[X].

On a

0(Qo) =0, 0(Q1) = Qo et 0(Q2) = Qr,

donc |Mat»(0) = J |.
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(b) Supposons par labsurde qu’il existe un endomorphisme ¢ € L(Ca[X]) tel que ¢* = 0.
On aurait alors

J = Mat4(0) (question précédente)
= Matz(¢?)
= Mat ()% (« la composition correspond au produit »)

Or, on a vu qu’il n'existait pas de matrice de M3(C) dont le carré valit J. Cela donne la
contradiction souhaitée, et conclut.

Exercice 16. Interpolation de Lagrange et matrice de Vandermonde. Soient xg,...,z, € K
distincts.
1. Montrer que ¢ : K,[X] — Kt est un isomorphisme.
P(xo)
P(a1)
P — .
P(xy)
1 oz 22 -+ af
1z 2?2 xt
2. En déduire que la matrice de Vandermonde |1 72 a3 T2 | est inversible.
1 oz, 22 x

Correction.

1. L’application ¢ est bien définie (pas de probléme) et on vérifie directement qu’elle est linéaire
(conséquence directe de la linéarité de I’évaluation).
Montrons que ¢ est injective.

0
Soit P € Kerg. On a donc P € K,,[X] et ¢(P) = | : |, ce qui signifie que

P(z9) = P(x1) =--- = P(zp,) = 0.

Comme les éléments de la famille (z;)}_, sont tous distincts, on en déduit que P a au moins n+1
racines.

Puisque deg P < n, le critére radical de nullité entraine que P = 0. Ainsi, Ker¢ C {0}, donc ¢ est
injective.
Comme dim K, [X] = dim K" = n + 1, on en déduit que ’gb est un isomorphisme‘.

2. On a vu dans le cours que siu: E — F est un isomorphisme et que B (resp. €) est une base de
E (resp. F), alors Matg «(u) est inversible (c’est méme une équivalence).
Grace a la question précédente, il suffit d’appliquer ce fait a l’isomorphisme ¢ : K,[X] — K1 et
aux bases canoniques de K,[X] et K" : la matrice de ¢ dans ce couple de bases est en effet la
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matrice de l’énoncé, car

0
J
. ; K1
Vi€ [0,n], o(X7) =] .
@,
Exercice 17. Rang de la matrice de Vandermonde. Soit n € N et soit (zg,...,x,) € K"
1 zo x§ -+ ap
1 o 22 - b
2
Déterminer le rang de V.= |1 22 23 - 23| ¢ #,.1(K).
1z, 22 xpy
Correction. La matrice de Vandermonde V' associée auz scalaires xg, ..., x, est de rang|rgV = Card{xq,...,xn} ‘
Notons r = Card{zo,...,x,} et montrons que rgV’ =r.
Quitte a renuméroter, on peul supposer que xg, ..., T,_1 sont distincts.

Justification 1 (structurelle).
Considérons application linéaire p : K,[X] — Knt!

P — (P(x0),P(x1),...,P(x)).
Dans les bases canoniques, la matrice de ¢ est la matrice V.
D’apres le cours, on a ,
En vertu du théoréme du rang, il suffit de trouver la dimension de Kerp.
Déterminons Kerep.
Soit P € Kerp. Alors, en particulier, P(xg) = -+ = P(x,—1) = 0 et les scalaires xg,...,xr,—1 sont
distincts, donc par théoréme de factorisation, on sait que (X —xqg) -+ (X —x,_1) divise P. Par un argu-
ment de degré, on sait qu’il existe Q € K,,_.[X] tel que P = (X —x¢) -+ (X — 2,-1)Q. En notant pour
tout k € [0,n — 7], Qrp = (X —x0) - (X —2,_1)X*, on a P € Vect (Qo, ..., Qn_r), ce qui montre que
Kerp C Vect (Qo, ..., Qn—r).

Réciproquement, il est clair que chaque Qi € Kery, donc on a l’égalité

Kerp = Vet (Qo.-. . Quor) 00 Qp = (X —0)--- (X —2,_1) X" |

La famille (Qo, . ..,Qn—r) est libre (c’est une famille de polyndmes non nuls échelonnée en degré), donc
dim Kerp =n —r + 1.
Comme dim Ky [X] =n 41, le théoréme du rang donne [rgp =1, ce qui conclut.

Justification 2 (matricielle).

Rappel de cours (résulte de la définition). Soit A € M, ,(K) rectangulaire.

On retire UNE colonne a A et on note A la matrice obtenue, qui appartient donc a My, p—1(K).
On a

rg(g) _ {rg(A) si la colonne retirée est CL des autres

rg(A) —1 sinon
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Rappel de cours. Soit A € My »(K) rectangulaire.
On a rg(A) = rg(AT). Conséquence (non triviale). Soit A € My ,(K) rectangulaire.

On retire UNE ligne ¢ A et on note A’ la matrice obtenue, qui appartient donc d Mn—1,,(K).

On a
rg(A) st la ligne retirée est CL des autres

rg(A") = {

rg(A) —1 sinon

En itérant un nombre fini de fois cet énoncé, on a :

Corollaire. Soit A € My ,(K) rectangulaire.
Si A posséde des lignes identiques, on peut les enlever sans changer son rang (bien str le format de la matrice

change!).

Retour a l’exercice.
Avec le corollaire précédent, le rang de V' (qui est une matrice carrée de taille n+ 1) est le méme que le

rang de V', qui est la matrice rectangulaire :

1z x3 e xy
/ 1 x? e ]
V= . . . . . € %r,n—ﬁ—l(K)
2
| R | Lr_1 953}—1

Montrons que rg(V') =r.
o Le rang de la matrice V' est majoré par le minimum de ses tailles, donc rg(V') <r.

e Montrons que la famille formée par les v premiéres colonnes de V' est libre, ce qui montrera que
rg(V') > r.
Notons V" la matrice carrée de taille r telle que Colj(V") = Col;(V'), autrement dit :

r 2 r—17
1 = TH o o T
2 r—1
1 = 7 o Ty
2 r—1
v'=11 ) € M (K).
2 r—1
_1 Lr—1 Tr_q Lp_1]
C’est la matrice de Vandermonde associée aux scalaires distincts xq,...,x,._1. D’apres l'exercice
précédent, on sait qu’une telle matrice est inversible (il faut savoir redonner l'argument rapide-
ment).
L’inversibilité de V" fournit la liberté de ses colonnes, d’ou la liberté des v premiéres colonnes de
V/
. rgV = rgV’ .
Bilan. On a & , & , d’ou .
rgV! =r
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Exercice 18. Endomorphisme de dérivation. Soient a € R et n € N*. Pour tout k € [0,n], on note
fr 1 x> 2 e (que 'on voit comme un élément de € (R)) et E = Vect (fo, f1,-- - fn)-

1. Quelle est la dimension de E ?

2. Montrer que 'opérateur de dérivation O définit un endomorphisme de E, et que cet endomorphisme
est un automorphisme si et seulement si o # 0.

Correction.

1. On montre directement que B = (fo, f1,--., fn) est libre, donc ’dimE =n-+1]|
n

En effet, considérons (Ao, ..., \n) € R**L tel que Z oS = 0.
k=0

n
Alors (en multipliant par e=*%), il vient Vx € R, Z A\ez® = 0.
k=0

n

R étant infini, on obtient [’égalité polynomiale Z MNeX* = 0. La liberté de la base canonique de
k=0

R, [X] implique directement que Vk € [0,n], A\ =0, ce qui conclut.

2. Quel que soit k € [0,n], on a

a fi sik=0

o) = {ka] +afy sik>0,

d’ou l’on tire directement :
e que O définit bien un endomorphisme de E ;
o que Maty(0) est triangulaire supérieure, avec des o sur la diagonale, donc
’8 est un automorphisme ssi Matz(9) € GL,11(R) ssi a # 0 ‘
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Changements de base et matrices de passage

Exercice 19. Dans le plan R?, on considére :

o B = (c1,e2) la base canonique de R? ; o By :=Vect(e1) et Ey := Vect (e3) ;
o les vecteurs ey = (1,1) et ea = (1,-1) ; e p la projection de R? sur E; parallélement ¢ Es ;
o € =(e1,69); e s la symétrie par rapport a E1 parallélement a Es.

1. Déterminer, sans calcul, les matrices de p et de s dans la base €.

2. Déterminer les matrices de p et de s dans la base canonique & de R>.

ey = £1 — €9 e1—ey -

_ _ ei1tes
. €1 = €1+ ¢e2 €1 =
Correction. Remarquons que { — j 2
2 = D)

1. Par définition de p, on a : E1 = Ker(p — Idg2) et Es = Ker(p). Or, e; € Ey donc p(e1) = ey et

0 0
Par définition de s, on a : By = Ker(s — Idp2) et Ey = Ker(s + Idge2). Donc s(er) = ey et

s(eg) = —eg, d’ot |Maty(s) = ((1) 01> .

es € Fy donc p(ez) = 0. Ainsi, | Maty(p) = (1 O> .

e1+e2

2. D'une part, p(e1) = p (952) = fe1 = L(e1 +e2) et p(e2) = p (952) = Je1 = 3(e1 + €2) donc

W

N[0

2

Matg(p) = <%

D’autre part, s(e1) = s (9F2) = 952 =5 et 5(e2) = s (95%2) = 942 = 1 donc| Matz(s) = (

0 1
10

) |

Sinon : PY = (} _11> et P =1 <1 _11> et Mat(p) = P& Maty (p)PZ .
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Exercice 20. Changement de bases. Soit E un espace vectoriel muni d’une base B = (e1,ez,e3) et

soit f € L(E) l'endomorphisme associé dans la base # d la matrice

-3 -1 1
A=14 2 -1
2 2 -1

On pose €] = ea + €3, eh =e1 —ea+e3 et e = e — ea.
1. Vérifier que B’ = (€}, ¢€h,€e4) est une base de E.
Calculer D = Mat g (f).
Déterminer la matrice de passage Pg_, et son inverse.

Ezxprimer A en fonction de D et P.

AT T

En déduire une expression de A™, pour tout n € N.

Correction.

1. On va montrer que la famille ' est libre. Soit (A, u,v) € R? tel que e} + pehy + vely = 0.

En remplacant les trois vecteurs par leur expression et en rassemblant les termes, on obtient

p+rv=0
Aez2 +e3) 4+ p(er —ex +e3) +v(er —ex) =0 donc (S5) A—p—v=0
A =0

par liberté de 2.

Apres résolution, on obtient que la seule solution de ce systéeme est A = pu = v =0, ce qui montre

que AB' est libre.
Comme elle a 3 = dim E vecteurs, on en déduit que %' est une base de E.

Remarque. On peut raisonner trés légérement différemment : le cours garantit que

B’ est une base < rg#B = 3 < rg (Maty»(%4')) = 3.

0 1 1
On peut alors calculer le rang de M = Matyz(#') = |1 —1 —1| en échelonnant cette matrice.
1 1 0

On obtient alors que la forme échelonnée réduite de cette matrice est I3, donc le rang de cette

matrice est 3, ce qui conclut.

Méme si on me prononce pas les mémes mots, on fait en fait le méme calcul, puisque la matrice

M est la matrice du systéme (.9).
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2. Calculons :

f(er) = flez +e3)
= (—e1 +2e3 + 2e3) + (e1 — ez — e3)
=eg + €3
= 6'1
flez) = fler —e2 +e3)
= (—3e1 +4ex + e3) — (—e1 + 2ex + 2e3) + (e1 — e2 — e3)
= —e1 tex—e3
—
fles) = fler — ea)
= (—3e1 + 4eg + 2e3) — (—e1 + 2eg + 2e3)
= —2e1 + 2e3

. /
= —2es.

Ainsi| D = Mat g (f) = Diag(1, —1, —2) \

3. On a
0 1 1
Pgpw=M=11 -1 -1
1 1 0

On calcule P~ par la méthode des bimatrices :

0 1 1]1 00 1 1 01001
1 =1 =110 1 0|~.[1 =1 =1]0 1 0 [L1<—>L3}
1 1 0100 1 0 1 1]/100
1 1 01l]oo0 1
~. o =2 —1]0 1 -1 [LgeLg—Ll}
0 1 1]/10 0
1 1 01l]oo0 1 ]
~,lo 1 1]10 o0 [L2<—>L3
0 -2 —1/0 1 —1 :
10 —1]-10 1 Ly Li— L]
~o |0 Ll 00 L3 < L3+ 2L
00 12 1 -1 3 3 2]
1t ool1 1 o0 Ly Ly + L]
~rl0 1 0]-1 -1 1 PR
00 1|2 1 -1 2 27 s
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Ainsi, |[P~'=-1 -1 1

4. C’est une question de cours : on a

A = Matg(f)

= Py Maty (f)P,. 4
= pDpP7 L

5. Puisque le produit de deux matrices diagonales s’effectue « coefficient par coefficient », on obtient
par une récurrence immédiate

Vn € N, D" = Diag(1,(—1)",(=2)").
Par ailleurs, quel que soit n € N, on a
A" = (PDP')"
=pPDP'PDP'PDP ... PDP!

=PDI,DI,---1I,DP!
= PD"P 1

ce qu’une récurrence facile montrerait également.

In fine, on obtient

0 1 1)/t o0 0 1 1 0
Ar=[1 -1 —1|fo (=)~ o0 -1 -1 1
11 0)\0o 0o (=2)\2 1 -1
0 (=) (=2)" 1 1 0
=1 —(=1)" —(=2|[-1 -1 1
1 (-1)" 0 2 1 -1
—(=D)"+2(=2)" ()" +(=2)" ()" = (=2)"
= [1+(=1)"=2(=2)" 14+ (=D)"—=(=2)" —(=1)"+(=2)"
1—(=1)" 1= (=1)" (=1

Lycée Sainte-Geneviéve 26 C. Vergé



PCSI 2 TD 20 - Matrices et applications linéaires (Correction) Année 2024-2025

Exercice 21. Changement de bases.

1. Montrer que # = ((1,0,0,0),(0,0,1,1),(1,1,1,1),(1,0,0,1)) et € = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) sont
des bases de R* et R3, respectivement.

2. Déterminer les coordonnées du vecteur u = (1,—2,5,6) dans la base B :

e en résolvant un systéme linéaire ;

e en calculant la matrice de passage de la base % vers la base canonique.

3. Soit f: R* - R3
(r,y,2,t) — (r—2y+2z+5t,x—2y+3z+4t,—x+ 2z — 3t).

(a) Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques de R* et R3.
(b) Déterminer Matg «(f).

Correction.

1. Notons cany et cang les bases canoniques de R* et R3. On a alors

Mat¢gn, (B) =

— -0 O

1
1
1
1

_ o O =

1 1 1
et Mategn, () =1 1 0
1 0 0

o O O

On sait alors que rg(#) = rg (Matean, (£)), donc il suffit de montrer que cette matrice est de rang
4 (c’est-a-dire inversible) pour en conclure que A est une base, et de méme pour l’autre matrice.
On peut faire cela sans difficulté.

1 A
P . -2 W
2. Pour déterminer Mat g s 1=, 1 on peut :
6 3
o résoudre le systéme
1 0 1 1 1 A 4r4é=1 A =2
)\O+ O+ 1+€0_—2 v =-2 w=>
of THI1] TV 1 0ol =15 |7 prr =5 T wv=-2
0 1 1 1 6 w+v+E=6 E=1.
1
o ou calculer le produit Mat z(u) = P;;Aﬁ%MatcaM (u) = Pz_scan, _5 en inversant la ma-
6
1 0 1 1 1 -1 1 -1
. 0 010 1 0 -1 1 0
trice Peang—2 = 011 o0l On a R"E—>can4 = PcuHAHE% = 0 1 0 0
0O 1 1 1 o 0 -1 1
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2
7
Dans tous les cas, on trouve | Matg(u) = 9
1
1 -2 2 5
3. (a) |Matean,cans ()= 1 —2 3 4
-1 0 2 -3
(b) On a Matgz «(f) = Pc;isﬁgl\/latmnuamPCGM_,(%».
1 1 1 0 O 1
On calcule linverse PC;L_)%,: 1 1 0f=]0 1 —=11].On en déduit
1 00 1 -1 0
0O 0 1 1—225(1)81(1) -1 -1 -2 —4
=10 1 -1 1 -2 3 4 0110 = 2 8 8 9
1 -1 0 -1 0 2 3 01 1 1 0 0 0 1

Simimitudes

Exercice 22. Endomorphisme nilpotent maximal. Soit u € L(R3) tel que u® = 0 et u? # 0.

= o O
S O O

0
1. Montrer qu’il existe une base % de R3 dans laquelle la matrice de v est A= |1
0

2. Notons Z(A) :={M € #3(R) | AM = M A} l’ensemble des matrices qui commutent avec A.

(a) Déterminer Z(A).

(b) Montrer que Z(A) est un espace vectoriel de dimension 3, stable par produit.

Correction.

1. u? # 0 donc il existe v € R? tel que u*(z) # 0. Alors u(x) # 0 et x # 0 (sinon...). Notons
B = (z,u(x),u®(z)) et montrons que B est une famille libre de R3.
Soit (a,b,c) € R? tel que ax + bu(z) + cu?(z) = 0. En composant par u? et sachant que u® = 0,
on obtient : au?(x) = 0. Or u?(z) # 0 et R est intégre donc a = 0. Ainsi, bu(z) + cu?(z) = 0. En
composant par u, on obtient : bu®(x) = 0 d’ott b= 0. Enfin, cu®(z) = 0 et donc c = 0.
Ainsi, B est une famille libre de 3 vecteurs de R® et R? est de dimension finie égale a 3, donc
Maty(u) = Al

’% est une base de R3 ‘ De plus, on a bien

2. 1l est clair que Z(A) est un sous-espace vectoriel de M5(R), et qu’il contient 03, I3, A et toute
puissance de A.

(a) Raisonnons par analyse-synthése/double inclusion.
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a b ¢
o Soit M € Z(A). Alors il existe des réels tels que M = | d e f
g h 1
Les produits matriciels donnent
b ¢ 0 0 0 0
MA=|e f O M=1la b c
h i O d e f
b=c=f=
L’égalité matricielle AM = M A implique que Zi h = ,

g quelconque

=al3 +dA+ gA?, ce qui montre Z(A) C Vect (I3, A, A?).

QU O
* O O

a
dou M = |d
g

o Réciproquement, I3, A et A% commutent avec A donc appartiennent a Z(A). De plus, par
stabilité de Z(A) par combinaison linéaire, on a Vect (I3, A, A%) C Z(A).

On obtient donc légalité | Z(A) = Vect (I3, A, A?) |.
(b) o Ona Z(A) = Vect (I3, A, A?), donc Z(A) est un ssev de M3(R).

a 0 0
o Soit (a,d,g) € R? tel que alz + dA + gA%? = 03. Alors |d a 0| = 0z (r) Duts, par
g d a

unicité des coefficients d’une matrice, il vient a = d = g = 0. Ainsi, la famille (I3, A, A?)
est libre. Comme elle est de plus génératrice de Z(A), on en conclut que (I3, A, A?) est une

base de Z(A) et donc que ’ Z(A) est un sous-espace vectoriel de A5(R) de dimension 5"

e Soit (M,N) € Z(A)2. Alors par associativité du produit matriciel, on a :

(MN)A = M(NA) = M(AN) = (MA)N = (AM)N = A(MN).

Ainsi, V(M,N) € Z(A)?, MN € Z(A) d’ou ’ Z(A) est stable par pmduit‘.
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U2 uv  uw

Exercice 23. Matrices semblables et trace. On pose A= | uv v? vw |, ot (u,v,w) € C3.

uw  vw w2

1. Calculer A™ pour n € N.

000
2. On suppose que A # 0 et u? + v> +w? = 0. Montrer que A est semblable ¢ N = [0 0 1
000

Indication : on pourra noter a l’endomorphisme canoniquement associé a A et montrer qu’il existe
une base A de C3 telle que Maty(a) = N.

Correction.
U U
1. e Onécrit: A= |wv (u v w) =XXT oo X = 1w
w w

e OnaA?=XXTXXT = X(u? +0? + w?)XT = (u? + 02 + w?)A.
o A3 = (u?+v?+w?)A? = (u® + v +w?)%A.

e Par récurrence immédiate, on montre | A" = (u2 +02 4+ w2)”*1A pourn > 1 et AV =1, |

2. e Sous ces hypothéses et d’aprés la question précédente, A2 = (u? + 0> + w?)A =0 et A#0
donc A (et a) est nilpotente d’indice 2.

o Analyse-brouillon : on cherche % = (e1,e2,e3) une base de C3 telle que e1,es € Kera et
a(es) = es.
— Déterminons le rang de A ou le noyau de A.

Méthode 1. On a : a*> = 0 donc Ima C Kera d’ot rg(a) < dim(Kera) = 3 — rg(a),
d’apreés le théoréme du rang. Ainsi, rg(a) < 3/2, mais rg(a) € N* (car a # 0) donc
rg(a) =1 et dim(Kera) = 2.

u
Méthode 2. En notant X = | v |, on a C; =uX, Cy =vX et C3 =wX, et
w

ImA = Vect (C1,Cs,C3) = Vect (X) avec X #0 (sinonu=v=w=0et A=0, ce
qui est exclu) donc rg(A) =1, et d’apres le théoréme du rang dim KerA = 2.

Méthode 3. Pour x = (x1,22,73) € C?, on a x € Kera <= ux1 + vrg + wrg = 0.
Ainsi Kera = Ker¢, ou ¢ : R3 - R est une forme li-

(x1,22,23) +— ury+ vrs + wrs
néaire non nulle (pourquoi ?) sur R® donc Kera = Ker¢ est un hyperplan de R® donc
dim Kera = 2.
Comme précédemment, on justifie que X # 0. SPG, supposons que u # 0. Alors
d(u,0,0) =u? #0).
— a # 0 donc il existe e3 € C3 tel que a(e3) # 0.

Sinon : on a remarqué que X # 0. Supposons par exemple que u # 0. Alors (1,0,0) ¢

Kera et on peut poser e3 := (1,0,0).

Dans tous les cas, on pose es = a(es).
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— a%? = 0 donc ey = a(e3) € Kera. Or, (e2) est une famille libre (car ez # 0) de Kera et
dim(Kera) = 2, donc d’aprés le TBI, il existe e € C3 tel que (e1,e2) est une base de
Kera.

— On pose alors B := (e1,ea,e3) et on vérifie que B est une base de C3.
Méthode 1. On sait déja que (ey, ea) est libre (en tant que base du noyau).
Si es appartenait a Vect (e1,e2), es serait dans le noyau, ce qui n’est pas.
Donc ez ¢ Vect (e1,e2), donc (eq,ea,e3) est libre, mazimale, de vecteurs de C3, donc
une base de C3. Méthode 1 bis. Soit (a,3,7) € C3 tel que aey + Bes + ves = 0.
En appliquant ’endomorphisme a, on obtient vya(e3) = 0, avec a(e3) # 0 donc v = 0.
L’équation précédente devient ae; + Beg = 0. Or la famille (e1,e2) est une base de Kera
donc libre d’oti o = B = 0. Ainsi, & est une famille libre, maximale, de vecteurs de C3,
donc une base de C3.
Méthode 2. On a trouvé que Kera est un ssev de dimension 2 de C3, donc un hyperplan
de C3. Comme e3 ¢ Kera, on a par propriété des hyperplans :

Kera @ Vect (e3) = C3.

Comme (e1,e2) est une base de Kera, la famille (e1, ez, e3) est une base de C* (adaptée
a la décomposition précédente).

Par construction de B, on a a(er) = a(ez) = 0 et a(ez) = ez, donc|Matg(a) =

o O O
o O O
O = O

Exercice 24 (Mines PC 2017). Astucieux! Soient A = et B =

N W
W = N
— N W
W N =
N = W
— W N

Ces matrices sont-elles semblables sur C ? Le sont-elles sur R ¢

Correction. Notons 2 = (e1, ez, e3) la base canonique de R3 et f I’endomorphisme de R® canoniquement
associé a A.

Alors f(e1) = e1 + 3ea + 2e3, f(e2) = 2e1 + ea + 3es et f(e3) = 3e1 + 2ea + es.

La famille (es,eq,e1) est aussi une base de R, notée A'.

1 3 2
Alors la matrice de f dans la base ' est B= 2 1 3
3 21

A et B sont donc les maltrices d’un méme endomorphisme dans deux bases différentes.
Ainsi ’ A et B sont semblables sur R et sur C ‘

Exercice 25. Un exo de khélle amusant ! Soient A, B € #,(K) deux matrices telles que InA = KerA
et ImB = KerB. Montrer que A et B sont semblables.

Correction. e Notons r = rg(A).

D’aprés le théoréme du rang et l'hypothése, on a n =r +r, donc n est pair et r = n/2.
Comme A et B vérifient les mémes hypothéses, on a aussi rg(B) = n/2, donc rg(A) = rg(B).
o L’hypothése induit en particulier ImnA C KerA donc A2 = 0 (donc A est nilpotente).

e Soit fa Uapplication linéaire canoniquement associée a A.

Considérons une base de l'image (e1,...,e,) (c’est-a-dire du noyau ici!).
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s /

Donnons des antécédents, e;, auzx e;, par fa.
Ly . _ / /
Considérons la famille B = (e1,...,er,€),...,€.).

T I’r-
On a que A est une base de K" et Matg(fa) = ( 8 ; )

Soit (a1,...,ar,b1,...,b.) € K tel que Y.1_q aze; + >y biel = 0.

En appliquant fa, on a 04 > 1, bie;.

Par liberté des e;, on a Vi € [1,7], b; = 0.

L’égalité initiale devient Y ;_; aje; = 0.

Encore par liberté des e;, on a Vi € [1,7], a; = 0.

On en déduit que A est une famille libre, de 2r = n vecteurs de K", donc une base de K".

e [dem pour B.
e Les matrices A et B sont semblables a la méme matrice (méme forme et mémes tailles de blocs), donc

’A et B sont semblables‘.

Diagonalisation

Exercice 26. Projecteur et symétrie. Soient f et g les endomorphismes de R® définis par

fi(z,y,2) = Bz — 4y — 2z,4x — Ty — 4z, —bx + 10y + 62)
g:(x,y,2) — (bx — 8y — 42,8z — 15y — 8z, —10z + 20y + 11z).

1. Montrer que [ est un projecteur et déterminer une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.

2. Montrer que g est une symétrie et déterminer une base dans laquelle la matrice de g est diagonale.

Correction.
3 —4 =2
1. La matrice dans les bases canoniques est F := | 4 =7 —4| vérifie F?> = F, donc f est un
-5 10 6
projecteur de R3.
De plus,
2 1 2
Ker (f —Idgs) = Vect | [ 1|, [0 et Ker(f) = Vect 4
0 1 -5
S~~~ —
=e1 =e2 =€3

Par propriétés des projecteurs, on sait que R? = Ker(f — Idps) @ Ker(f).

L’endomorphisme ’ f est alors un projecteur sur Ker(f — Idps) parallélement a Ker(f) ‘
La famille B = (e1, ea, e3) est une base adaptée a la décomposition précédente et vérifie f(e1) = eq,
f(e2) = ez et f(e3) =0, donc ’ Matg(f) = Diag(1,1,0). ‘

5 -8 —4
2. o Méthode 1. La matrice de g dans les bases canoniques est G := 8 =15 =8|, et
—10 20 11
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vérifie G* = I3, ce qui assure que g est une symétrie de R3. De plus, on vérifie que

2 1 2
Ker(g —Idgs) =Vect | [1],]0 et Ker(g + Idgs) = Vect 4 ;
0 1 -5
=e1 €2 —€3

ce qui montre que ’ g est une symétrie par rapport a Ker(g — Idgs), parallélement a Ker(g + Idgs) ‘

De plus, par propriété des symétries, on sait que Ker(g — Idgs) @ Ker(g + Idgs) = R?, et

B = (e1,e,e3) est une base de R® adaptée a cette décomposition.

Par ailleurs, on a g(e1) = e1, g(ea) = ey et g(ez) = —es, donc ’Mat%(g) = Diag(1,1,—1) ‘

e Méthode 2. On aurait pu remarquer des le début que g = 2f — Idps... Cela aurait conclu,
car, en notant € la base canonique de R, on en aurait déduit Maty(g) = 2Matg(f) — I3,
donc

Matz(g) = Py, zMate(9) Py
=P, , (2Maty(f) — I3) Py
=2P. ' Maty(f)Psz — Pl ;IsPs .z
= 2Matz(f) — I3
= Diag(1,1,—1).

0 1

Exercice 27. Une diagonalisation. Soient A = (_2 3

) et f Uendomorphisme de R? canoniquement
associé a la matrice A.

1. Montrer que les applications f — Idpe et f — 2Idg2 ne sont pas injectives.

2. Déterminer une base B de R? dans laquelle la matrice de f est la matrice D = < [1) g )

3. On note P la matrice de passage de la base canonique de R? d la base B'. Déterminer P et P~1 et
donner Uexpression de A en fonction de D, P et P71,

4. Déterminer A™, pour tout n € N,

Correction. Notons # la base canonique de R2.

. -1 1
1. On a Matgz(f — Idp2) = Matg(f) — Matg(ldge) = A — Iy = 5 o] Les colonnes de cette
matrice sont clairement liées, donc son rang est 1 : elle n’est pas inversible. Cela montre que
f — Idg2 n’est pas un isomorphisme. Comme il s’agit d’un endomorphisme, cela entraine qu’elle
n’est pas injective.

On raisonne de méme pour Matgz(f — 2ldge) = A — 21, = (_; 1)

2. Prenons un vecteur non nul e; € Ey = Ker(f — Idge) et un autre vecteur non nul es € Ker(f —
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2ldp2) = Es. Les familles a un vecteur (e1) et (e2) sont clairement des bases de Ey et Ea, car ces
sous-espaces vectoriels sont de dimension 1 (soit parce que l’on sait qu’ils sont non triviaux d’aprés
la question précédente et qu’ils ne sont manifestement pas R? tout entier, puisque l'on a f # Idge
et f # 2ldg2, soit parce que les matrices A — Iy et A — 215 calculées a la question précédente
sont manifestement de rang 1, donc leurs noyauzr Fq et Eo doivent étre de dimension 1 d’apres le
théoréme du rang).

Les droites Ey et Ey sont en somme directe (si x € Ker(f —Idg) NKer(f —2Idg), on a f(z) =z et
f(z) =2z, donc x =0), donc supplémentaires (car dim Ey +dim Fy = R?), donc B’ = (e1,e2) est
une base de R%. Comme par construction f(e1) = e1 et f(ea) = ez, on a Maty (f) = Diag(1,2) =
D.

Remarque : on aurait pu choisir des vecteurs non nuls explicites e; € Ey et ex € Ey mais que ['on

N . . ) .. 1 1
n’en a pas eu besoin a cette question. Pour la question suivante, on choisit ey = <1> et eg = (2)

11

3. Awec le choix que l'on vient de faire, on a« P = Pg_, g = (1 5

). On calcule alors (par échelon-

2 -1

nement ou grice d la formule pour les matrices 2 x 2) P! = (_1 1

>. D’apres le cours, on
a
A =Maty(f) = Py, z;Maty (f) Py % = PgpMatg (f)P,, , = PDP™'.

4. Pour n € N, on a alors

O o N g Rl s S (B K O S

n fois

Exercice 28. Diagonalisation. On note A = (1 1) € Mr(R) et f: M(R) — A#(R) .
1 1
M — AM

1. Vérifier que f € L(Ao(R)).

f est une application de Mo(R) dans lui-méme et pour tout (M, N) € #>(R), pour tout o € R,
flaM + N)=af(M)+ f(N) donc f est linéaire. Ainsi, ’f est un endomorphisme de #5(R) ‘

2. Déterminer Ker(f) et en donner une base et la dimension.

r4+2=0

SoitM:<§ i)e///Q(R), OnaMeKerf<:>f(M):0<:>AM:0(:>{ ot t=0

Donc |Ker(f) = {(_xx _yy> ‘ (x,y) € ]R2} = Vect <<_11 8) , (8 _11>) .

La famille ((_11 8) , (8 _11>> étant libre, c¢’est une base de Kerf donc|dim Kerf = 2.

3. f est-il surjectif ¢
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Kerf # {0} donc f n’est pas injectif. f est un endomorphisme de #2(R) qui est de dimension finie

(égale a 4). Ainsi, [ est surjective si et seulement si f est injectif. ’f n’est donc pas surjectif‘.

4. Déterminer Im(f) et en donner une base et la dimension.

[y (r+z y+t
Pour tout M = (z t> € M (R), f(M) = (x—i—z y—l—t) donc

fm(f) = { (M) \ M € 4(R)} S {(Z Z) ‘ (a,b) € RQ} = Vect <G 8) : (8 1)) :

Plusieurs conclusions possibles :

(a) (%) est une égalité car R = {x + z|(z, 2) € R?} vu que (z,2) — x + 2 est surjective de R? dans
R .

)

(b) par théoréme du rang, rg(f) = dim(A#2(R))—dim Kerf = 4—2 = 2 et la famille <<1 O> ; (8 }

10
est libre, donc par inclusion et égalité des dimensions, (x) est une égalité.

10 0 1
Dans tous les cas, ((1 0) , (0 1)) est une base de Im(f) | et .

5. Ecrire la matrice de f dans la base canonique B = (E1, Ey, F3, Ey) de .#3(R), ot :

10 0 1 0 0 0 0

f(E1) = AE, = Ey + E3, f(Ey) = AEy = Es + Ey, f(E3) = AE3 = Ey + E3, f(Ey) = AEy =
FEo + Ey, d'ou

1 010
01 01
Mat_%(f) = 1010
01 01
2 0 0 0
\ 02 00
6. Montrer que Matz(f) est semblable a D = 00 0 0
0 0 0 O

On cherche une base #' = (E1, Eb, ES, E)) de A#5(R) telle que Matg (f) = D i.e. telle E] et Ef
appartiennent o Ker(f — 21d) et Ej et E) appartiennent d Ker(f).

-1 0 0 -1

o | Posons Ef = ( ! 0) et B = (0 ! ) . D’aprés la question 2, Eb, E) € Ker(f).
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o Déterminons Ker(f — 2Id). Soit M = (ﬁ ‘?) € A (R). On a :

B B r+z y+t\ (2 2y T =2z
M € Ker(f 2Id)<:>AM_2M<:><$+Z y+t)_(2z o | = Y=t

Ainsi, Ker(f —2Id) = {(i ZZ) ‘ (x,y) € R2} — Vect (G 8) , <8 1))

Posons Ef = G 8) et By = (8 1) . Dés lors, FY, E} € Ker(f — 21d).

o On vérifie que la famille B' .= (E}, EYy, B4, EY) est libre (en revenant a la définition et en se
servant du fait que (Eq, Eo, E5, Ey) est libre). De plus, Card(#') = 4 = dim(.#5(R)), donc

’%” est une base de .//ZQ(R)‘ et’MatS@r(f) =D ‘ Ainsi, |Matg(f) et D sont semblables‘.

ut uv  uw
Exercice 29. Diagonalisation. Soit (u,v,w) € R? tel que u>+v?+w? = 1. Onpose A= | wv  v? ow
uw vw w

et D= . Montrer que A et D sont semblables.

O O =
o O O
o O O

Correction 1 :

o Soit a l'endomorphisme canoniquement associé a A. Alors A = Maty, . (a).

o Analyse au brouillon : on cherche une base B = (e1,ea,e3) de R3 telle que a(e;) = e1;ales) =
0;a(es) =0 i.e. telle que ez, e3 € Ker(a) et ey € Ker(a —Id).

« Déterminons Ker(a). Soit v = (21,72, 73) € R3. On a : v € Ker(a) & ury +vrg+wrs = 0. Ainsi
Ker(a) = Kerg, ot ¢ : R3 - R , est une forme linéaire non nulle donc
(z1,22,23) +— ux) + vre + WTs3

surjective. Ainsi, Ker(a) est un hyperplan de R d’ou dim Ker(a) = 2. ’ Posons (e, e3) une base de Ker(a) ‘

« Déterminons Ker(a — Id). Soit v = (71, 22,73) € R®. On a :

(u? — Dy + uvzrs + uwrs =0
r € Ker(a —1d) & {  wvry + (v2 — 1)2g + vwzs = 0
uwzy + vwrs + (w? — 1)z3 = 0.

Posons ey = (u,v,w) ‘ Puisque u? +v% +w? =1, on a e; € Ker(a —Id) et e; # 0.
u u u u

Sinon : Ona A= | v (u v w) donc Alv|=]v]|@?+0v>+w?) =|v], ce qui prouve
w w w w
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u
que [ v | € Ker(a —1d).
w

o Montrons que la famille & := (ej, eq,e3) est libre. Comme (eg, e3) est libre, si B était liée,
alors ey serait une combinaison linéaire des vecteurs ey et e3, donc il existerait (a, ) € R? tel que

e1 = aey + fes.

En appliquant Uapplication linéaire a, on aurait e; = 0, ce qui est absurde. Ainsi, la B est une fa-

mille libre & 3 éléments de R3 donc B = (e1,e2,e3) est une base de R3 et Matg(a) =

OO =

=D|

o O O
o O O

o Ainsi,

A et D représentent toutes les deux [’endomorphisme a dans des bases diﬁ”érentes‘.

Correction 2 :

e D’aprés la forme de D, on remarque que D*> = D donc on pense d calculer A% et on constate

que A2 = A. On en déduit que a®> = a et comme a € L(R?)
R? = Ker(a — Idgs) @ Ker(a) (*).

e Remarquons encore que rg(a) = rg(A) = rg(uX,vX,wX) =1,

a est un projecteur de R3

. Ainsi,

u

ou X = | v | # 0. Puisque a est

w

un projecteur, Ker(a — Idgs) = Im(a) qui est donc un C-espace vectoriel de dimension 1.
Le théoréme du rang appliqué a a € L(R?) permet d’en déduire que dim(Ker(a)) = 2.

o Considérons (e1) une base de Ker(a —1d) et (e2,e3) une base de Ker(a).
Dés lors, la famille 8 = (e1,ez,e3) est une base de R®, adaptée a la décomposition (x), et

Matg(a) = D, par construction de A.

Rang

Exercice 30. Calcul explicite de rang, de noyau, d’image. Soit f € L(R3) I’endomorphisme cano-

niquement associé a

On introduit les vecteurs uy = (1,1,0), ug = (—=1,1,1) et ug = (0,1,1).

1. Montrer que B = (u1,ug,u3) est une base de R3.

2. Calculer Matz(f).

3. Sans calculs, déterminer le rang de f, une base de Kerf et une base de Imf.
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Correction.
A— 0
1. Soit (\, i1, v) € R3 tel que \uy + piug + vug = Ogs. Cela donne [ A +pu+v | = [0
w+v 0

Apres résolution du systéme linéaire, on obtient A = u = v =0, ce qui montre que A _est libre.
De plus, 7 a 3 = dimR3 éléments, donc| % est une base de R? ‘

2. On peut utiliser la formule de changement de bases ou revenir d la définition de Matg(f) :

|Mat(f) = Diag(2,-1,0) |

3. La matrice Matg(f) est échelonnée, donc on peut lire directement son rang comme nombre de
pivots :

]rgf = rgMatz(f) = 2 \

Puisque f(u1) = 2uy et f(ug) = uz, les deux vecteurs uy et ug appartiennent a Imf. On a donc,
par stabilité par combinaisons linéaires,

Vect (u1,u2) C Imf.

Comme dimImf = rgf = 2 et que dim Vect (ui,u2) = 2 (la famille (ui,u2) étant libre, en tant

que sous-famille d’une base), on en déduit que ’Vect (uy,ug) = Imf‘ par inclusion et égalité des

dimensions.
De méme, Uexpression f(ug) = 0 entraine Vect (uz) C Kerf, et Vect (u3) est de dimension 1.

D’apres le théoréme du rang, dim Kerf = dimR3 —rgf = 1, donc on conclut que ’ Kerf = Vect (u3) ‘

par inclusion et égalité des dimensions.

Ainsi, | (uy,uz) est une base de Imf‘ et ’ (u3) est une base de Ker f ‘
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Exercice 31. Rang de matrices. Déterminer le rang des matrices suivantes :

Correction.

o 1g(A)

o O O

W w w

0
1
0

—(a+2)(a—3) 3—a

—1

1
et C= 2| (aeR)
3

NI

1
2
a

w W w
w w w
SIS S
w
I

a
2

O N
— N W N
N = = O
w N O w

=r1g(Ly, Lo, L3) =rg(L1) =1 car Ly # 0. Ainsi, |[rg(A) = 1|

-4 -3
2 3 . L . s . o _
M est une matrice échelonnée possédant 3 pivots, donc |rg(B) = 3|.
0 0
—(a+2) 0
a+1 1 . ‘ Sia =3, alors rg(C) =2 ; sinon, rg(C) =3 ‘

Exercice 32. Rang de matrice. Soit X = (1 2 3 4 5). Déterminer le rang de la matrice X' X.

X
2X

Correction. X7X € .#5(K) et XTX = | 3X |. Le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses

vecteurs lignes donc rg(X7 X) = 1g(X,2X,3X,4X,5X) =rg(X) =1 car X # 0. Ainsi, |[rg(XTX) =1|.

4X
0X

Exercice 33. Rang d’applications linéaires. Donner les matrices des applications linéaires suivantes

dans les bases canoniques, et calculer leur rang.

—
}_)

1. u: K2
(z,y)

2. u K3
(z,y,2)

K3 ; 3. Tr: #(K) - K;
(:v+y,x—y,2:v—|—y)
- K2 ; 4.t M(K) — Mr(K) .
= (4+y+z,20—y—2) M = MT

Correction. Notons 6, la base canonique de KP et BB = (E11,E12,E21,FE22) la base canonique de

M>(K).
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11 3. Matg e (Tr)=(1 0 0 1) et -rg(Tr) =1
1. Matg, ¢, (u) = |1 —1| et[rg(u) = 2]. ' ( )
2 1 1 0 0 0
0010
111 4 Maty () = | 0y o o et[e®) =4}
/] v — e
2. Maty, 4, (u) 1 -1 -1 et|rg(u) =2/ 00 0 1

Exercice 34. Rang d’applications linéaires.Soit n € N* et soit r € [0,n].
Montrer que les applications suivantes sont bien définies, linéaires et déterminer leur rang.

(1) Ra[X] — Ry[X] (iv) Rs[X] — Ry[X]
P — P P — X(P'—P(0));
(it) Rp[X] — Rn[X] (v) Ru[X] — Rp[X]
P = PO P — P-P,
(1it) Rs[X] — Rg[X] (vi) Ry[X] — Rou[X]
P = (X*+3X?2-2X+T7)P; P = P(X?.
Correction. On notera a chaque fois f Uapplication de l’énoncé et on notera B, = ,%ﬁ”) =(1,X,X2%...,X")

la base canonique de K, [X].

La linéarité ne posant jamais de probléme (dans le dernier exemple, c’est une propriété du cours), on
ne détaille pas sa vérification.

L’aspect « bien défini » ne reléve a chaque fois que d’une vérification de degré : il faut vérifier que pour
tout élément P du domaine de f, la formule pour f(P) définit effectivement un élément de [’ensemble
d’arrivée de f. Par linéarité de f (et stabilité par combinaison linéaire de l’ensemble d’arrivée), il suffit
de le faire pour P décrivant une base du domaine, ce que l'on fera dans les exemples (iii) et (iv).

(i) On sait que

VP € K[X], deg P’ —00 si P est constant
P cg =
’ deg P —1 sinon,

ce qui montre

o que f est bien définie, car pour tout P € K, [X], deg P’ < degP —1<degP <n;
o que Kerf = Ko[X] est de dimension 1.

D’apres la formule du rang,

’rgf =dimK,[X]| —dimKerf = (n+1)—1= n‘

(13) Sir =0, Uapplication est l'identité, dont le rang est ’ dimK,[X]=n+1 ‘
On suppose donc maintenant r € [1,n], et on procéde comme a la question précédente. La formule

¥P € K[X], deg P") = {—oo sideg P < r

deg P —r sinon,
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montre que f est bien définie et que Kerf = K,_1[X] est de dimension r.

D’apres la formule du rang,

’rgf:dimKn[X} —dimKerf=n+1-1r|

(7i1) On calcule les valeurs suivantes.

P 1

X

X2

XS

fP) | X1 +3X2—2X +7 | X°+3X3 —2X2+7X

X0 +3X4_2X3 +7X2

X" 4+3X5—2Xx%4+7Xx3

Comme tous ces polynomes appartiennent a Kg[X]|, Uapplication linéaire f est bien définie.

On remarque que f envoie la base canonique %’((;3) sur la famille échelonnée de polynomes

(X 43X2 —2X +7,X°+3X% —2X? 47X, X0 43X —2X3 4+ 7X2% X7 4+ 3X° — 2X* 4+ 7X3),

qui est donc libre. On en déduit que f est injective, donc

rgf = dimKs[X] = 4.

Remarque. On peut aussi montrer directement que Kerf = {0} en utilisant ’intégrité de K[X].

(1v) On calcule les valeurs suivantes.

X2

X3

f(P)|0] o0

2X72

3X3

Comme tous ces polynomes appartiennent a Ky4[X]|, Uapplication linéaire f est bien définie.

On a par ailleurs

Mat,%f’),%?é‘*) (f) =

o O O O O

Cette matrice est clairement de rang 2, donc

(v) Pour tout j € [0,n], on a

=}

o O O o O

O O N OO

O w o o O

rgf =1rgMat 4 o (f) =2}

c

—1

ij_l - X]’

sij=0
sij>0

€ Ms54(K).

Comme tous ces polynomes appartiennent a K,[X], Uapplication linéaire f est bien définie.
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Exercice 35. Devinette. Soient A € #32(R) et B € #>3(R) telles que AB =

On a par ailleurs

-1 1 0 0 0 0
0 -1 2 0 0 0
0o 0 -1 3 0 0

Matg (f)= 0 0 0 —I 0 0| e h1(K).
0 0 0 0 -1 n
0 0 0 0 0 -1

Cette matrice triangulaire est inversible, donc

’rgf =rgMaty (f) =n+1 ‘,

ce qui montre que ’f est un automorphisme‘.

Comme le polynome X? n’est pas constant, on a
VP € K[X], deg(P(X?)) =2deg P,

ce qui montre que f est une application bien définie.

Soit P € Kerf. On a donc P(X?) = 0.

En particulier, pour tout k € N, on a P(k?) = 0. Comme [’ensemble {k2 ke N} des car-

rés parfaits est infini, P admet une infinité de racines, donc P = 0. Ainsi, Kerf C {0}, donc
[ est injective. On en déduit que

’rgf =dimK,[X]|=n+ 1‘.

o O O
O = O
= o O

1. Combien vaut rg(AB) ¢ En déduire rgA et rgB.

2. Déterminer Ker(AB) et Im(AB). En déduire KerB et ImA.

3. Que vaut BA ?

Correction. Notons (e1,¢c2,€3) la base canonique de R (ot les vecteurs sont écrits en colonne).

1.

On voit que

Im(AB) = Vect (Coly (AB), Cols(AB), Cols(AB))
= Vect (Ops, €2, €3)
= Vect (e9,¢€3),
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donc ’rg(AB) =dimIm(AB) =2 ‘
Par ailleurs, les tailles de ces deux matrices rectangulaires montrent que rg(A),rg(B) < 2.

En outre, 2 = rg(AB) < min(rgA,rgB), donc on a les égalités ’rgA =rgB =2

2. On a vu a la question précédente que |Im(AB) = Vect (g2,£3) ‘

On a également ’ Ker(AB) = Vect (e1) | (argument chic : ABey = Coli(AB) = Ogs, d’ou linclusion
Vect (e1) C Ker(AB), et on conclut par inclusion et égalité des dimensions car la formule du rang
donne dimKer(AB) =3 —rg(AB) = 1).

On wva alors conclure en utilisant les « inclusions automatiques » et des calculs de dimension :

e On a Ker(B) C Ker(AB) = Vect (¢1).
D’apres le théoréeme du rang, dimKerB =3 —1rgB =3 -2 =1.

Par inclusion et égalité des dimensions, on en déduit que ’Ker(B) = Vect (¢1) ‘

e De méme, on a Vect (g2,e3) = Im(AB) C Im(A).
Comme dimImA =rgA = 2, on en déduit que ’Im(A) = Vect (g2, £3) ‘ par inclusion et égalité

des dimensions.
3. On va remarquer que A et B ont des formes particuliéres.

o Comme ImA = Vect (g2,¢3), la premiére ligne de A est entiérement nulle, donc on peut
00
trouwver A" € M5(R) telle que A = o
(On a en fait simplement utilisé 'inclusion directe — l'inclusion réciproque nous permettrait
méme d’en déduire que A’ est inversible, mais on ne va pas vraiment en avoir besoin).

o Comme KerB = Vect (¢1), la premiére colonne de B est entiérement nulle, donc on peut

trouver B € #>(R) telle que B = B’ .

0
(On a en fait simplement utilisé 'inclusion réciproque — l'inclusion directe nous permettrait
de méme d’en déduire que B’ est inversible.)

On vérifie alors, par la régle des doigts, les calculs « par blocs »

000
_ gl
AB = 8 e et BA=DBA.

L’hypothése sur AB entraine donc que A'B’ = Is.
On sait que cela entraine que A’ et B' sont inversibles (et pas seulement d’un coté) et inverses

l'une de 'autre. On en déduit donc que | BA = B'A’ = I ‘
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Exercice 36 (Khass). Un classique. Soient A, B € #,(C) deuzx matrices telles que AB =0 et A+ B
est inversible.

1. Donner un exemple de deur matrices de .#5(R) vérifiant ces hypothéses.

2. Montrer que rg(A) 4+ rg(B) = n.

Correction.
1. Exzemple (A, B) = (I2,02), ou (A,B) = (E11,E21).
2. e D’une part, on a : AB = 0 donc Im(B) C Ker(A) d’ou rg(B) < dim(Ker(A)) = n —rg(A),
d’aprés le Théoréeme du rang. Ainsi, |tg(A) +rg(B) <n ‘

o D’autre part, A+ B est inversible donc n = dim(Im(A + B)) = rg(A + B).
Or, Im(A+ B) C Im(A) + Im(B) d’ou en passant auz dimensions :

n < dim(Im(A) + Im(B))
<rg(A) +rg(B) (conséquence de Grassmann)

re(4) + 1g(B) > n||

Ainsi,

o On conclut des deux inégalités encadrées que ’rg(A) +rg(B)=n ‘

Exercice 37. Autour du rang. Soit r € N*. Soit (C,L) € My, (K) x M, ,(K). On pose A= CL.
1. Justifier que rgA < r.
2. Montrer que si A est de rang r, alors C et L sont de rang r.
3. Montrer que si C' et L sont de rang r, alors A est de rang r.

Indication : on pourra considérer les applications linéaires canoniquement associées.

Correction.

1. D’apres le cours, on a
rg(C'L) < min (rg(C),rg(L)) < minrg(C).

De plus, au vu de sa taille, rg(C) < r.

Comme A = CL, on a par transitivité | rg(A) < r|.

2. On suppose que rg(A) =r.
D’une part, on a r =rg(A) =rg(CL) < min(rg(C),rg(L)).
Or, min(rg(C),rg(L)) <rg(C) et min(rg(C),rg(L)) <rg(L), donc r <rg(C) et r <rg(L).
D’autre part, au vu de leurs tailles, rg(C) <r et rg(L) < r.

rg(C) = r‘ et’rg(L) =r ‘

Ainsi,

3. On suppose que rg(C) =rg(L) =r.
Soituc € LIK", K"™) (respectivement ur, € L(K"™,K")) l’application linéaire canoniquement associée
a C (respectivement L ).
Alors uc ouy, est Uapplication linéaire canoniquement associée a CL, donc 4 A (puisque A= CL)
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rg(A) = rg(uc o ur).

Or, ur, € LK™, K") et rg(ur) =rg(L) =r, donc uy, est surjective, d’oi

Im(uc our) = (uc our)(K") = uc(K") = Im(uc)

et en passant auz dimensions, il vient : rg(uc o up) = rg(uc).

Par transitivité, on obtient ’ rg(A) =rg(uc) =1rg(C) =7 ‘
Remarque. Puisque uc € L(K",K™) est de rang r (par hypotheése), égale a dim(K"), on sait par
théoréme du rang que dim(Keruc) = 0 donc Kerug = {0}, donc .

Exercice 38. Endomorphisme de rang 1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit v € L(E)
un endomorphisme de rang 1.

1. Soit D un supplémentaire de Kerv dans E.
Ecrire la matrice de v dans une base adaptée a la décomposition EE = Kerv @ D.

2. En déduire v? = (Trv)v.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante (sur sa trace) pour que v soit un projecteur.

Correction.

1. Puisque E est de dimension finie n et v € L(E) de rang 1, on sait d’aprés le théoréme du rang
que dim(Ker(v)) = n — 1 (Ker(v) est un hyperplan de E). Puisque D est un supplémentaire de
Kerv dans E, on a que dim(D) =1 donc D est une droite vectorielle de E (on sait aussi que tout
supplémentaire de Kerv dans E est isomorphe a Im(v) donc est une droite vectorielle).

Soit = (e1,...,e,) une base de E adaptée d la décomposition E = Kerv @ D. Ainsi,

e lesn — 1 premiers vecteurs de % sont dans Kerv donc leur image par v est nulle;

o v(ey) € E donc il existe aq,...,an € K tels que v(ey) = > it as€;.

D’ou,

a1

Nlat%(v) - On n—1

2. Awec les notations de la question précédente, on a :

a0, oq

Mat z(v)? = = a,Matz(v).

On n—1 : On,n—l
QpnQip, Qi

Dot Mat »(v?) = Mat z(a,v).

Ce qui se traduit en termes d’endomorphismes par I’égalité v’ = a,v. Par ailleurs, Tr(v) = Tr (Mat_%(v)) = Q.
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Dot |v? = (Tro)v |.

3. D’aprés ce qui précéde, on a les équivalences :

v? = v = (Tro)v = v <= (Tr(v) — 1)v =0 <= Trv = 1,

ot le sens direct de la derniére équivalence se justifie par le fait que v # 0 (puisque v est de rang
1).

Ainsi,

v est un projecteur, si et seulement si, sa trace vaut 1 ‘

Exercice 39. Espaces stables d’un endomorphisme de rang 1. Soit ' un espace vectoriel de di-
mension finie et soit u € L(E) un endomorphisme de rang 1.
Montrer qu’un sous-espace vectoriel ' C E est stable par u si et seulement si F' C Keru ouImu C F'.

Correction. Le sens réciproque est clair.
Soit F' un sous-espace vectoriel stable paru. On a w(F') C Imu, et dim(Imu) = 1, donc dimu(F') € {0,1}.
On en déduit la disjonction de cas suivante :

o sidimu(F) =0, alors on a F' C Keru;

o sidimu(F) =1, alors on a u(F) = Imu par inclusion et égalité des dimensions, et la stabilité de
F montre alors que Imu = u(F) C F, ce qui conclut.

Exercice 40. Variante d’un exercice trés classique. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et
soit a € E. Soit u € L(E) tel que
Vo € E, u(x) € Vect (z,a).

Que dire de u ?

Correction. Distinguons deux cas.
e Sia=0, c’est l’exercice classique.
Soit B = (e1,...,en) une base de E.
D’aprés Uhypothése, on peut trouver Ay, ..., A\, € K tels que Vi € [1,n] : u(e;) = Ae;.

En appliquant ’hypothése au vecteur ey + - - - + e,, on obtient par ailleurs 'existence d’un scalaire
A e K tel queu(er +---+e,) =Aler +---+ep).

On a ainsi
Aler+---4ey) =uleg +---+ep)
=u(e1) + - +uley)
= Mep+ -+ A\nen.
Par liberté, il vient \y = -+ =\, = A.

L’endomorphisme u coincide donc avec Aldg sur la base A, ce qui prouve que , i.e.

’u est une homothétie‘.

o Supposons maintenant a # 0. Alors la famille (a) est libre et on peut la compléter en une base
B =(e1,...,ey) de E, avec a =e; el eg,..., e, € F.
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D’apres Uhypothese, on peut trouver des scalaires Aa, ..., A\p et u1, ..., fy tels que

Vi € [2,n], u(e;) = pier + Aie;.

En appliquant Uhypothése au vecteur ex + --- + e,, on obtient par ailleurs [’existence de deux
scalaires A, M € K tels que u(ea +---+e,) = Mey + Alea + - - -+ ¢ey,). On a donc

Mey+Aea+ -+ +e,) =ulea+ - +ep)
= (2 + -+ pn)er + Agea + - - + Apen.

Par liberté, il vient \g = -+ =\, = A. On a donc
Vi € [2,n], u(e;) = pier + Ae;.

Par ailleurs Uhypothése implique 'existence d’un scalaire o € K tel que u(e1) = aey. En posant
u1 = a— A, on obtient donc en fait

Vi € [1,n], u(e;) = pier + Ae;.
En posant m € L(E,Key) Uapplication linéaire telle que

I\/Iatg%;_’(q)(m):(ul Nn>>

on a donc monitré que les applications linéaires u et AIdg +m coincident sur A, ce qui montre que

’u = Aldg —&—m‘.

Autrement dit, (la réciproque étant claire,) dans tous les cas u est la somme d’une homothétie et d’une
application linéaire a valeurs dans Vect (a).

Exercice 41. Théoréme du rang appliqué a une restriction. Soient p > 2, n > 1 deux entiers, F
un espace vectoriel de dimension (p+ 1)n et f € L(E) un endomorphisme tel que rgf = pn et f> = 0.
Montrer que rg(f?) = n.

Correction. L’endomorphisme [ induit une application surjective f: Im(f) — Im(f?) dont le noyau
Kerf est

Ker(f) NIm(f) C Ker(f),

donc dim(Kerf) < dim Ker(f).
Or, d’apreés le théoréme du rang, dimKer(f) =dim E —rgf = (p+ 1)n — pn = n.

Donc dim(Kerf) < n.
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En particulier, le théoréeme du rang appliqué a l’application f montre que

rg(f?) = re(f) — dim(Ker(f) N Tm(f))
> 1g(f) — dim Ker(f)
>pn—mn
= (p—Dn.

Par ailleurs, comme f3 =0, on a Im(f?) C Ker(f), ce qui montre que rg(f?) < n.
On en déduit l’encadrement

(p—1)n <rg(f?) <n.

Commep>2,onap—1<1etn>1, dont on déduit|p = 2|, puis |rg(f?) =n|.

Exercice 42. Trace et rang d’un projecteur. Etant donné A = (@ij)i<ij<n € An(C), on définit la

n
trace de A comme la somme des coefficients sur la diagonale, c’est-a-dire Tr(A) = Zai,i'
=1

1. Montrer que ¥(A, B) € #,(C)?, Tr(AB) = Tr(BA).

2. En déduire que : VA € M, (C), VP € GL,(C), Tr(A) = Tr(P~LAP).
Remarque : ceci signifie que la trace est invariante par changement de base et permet de parler de
la trace d’un endomorphisme. On définit alors la trace d’un endomorphisme comme la trace de sa
matrice dans n’importe qu’elle base.

3. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur sur E. Montrer que :

Tr(p) = rg(p).
Correction.

1. Déja fait en TD.

2. Déja fait en cours.
Soient A € #,(C) et P € GL,(C). On a : Tr(P~'AP) = Tr(P~1(AP)) = Tr((AP)P~!) = Tr(A)
donc ’ deux matrices semblables ont la méme tmce‘.

3. Déja fait en cours.
p est un projecteur de E donc E = Ker(p — Idg) @ Ker(p). Notons n = dim(F) € N.
Ker(p — Idg) et Ker(p) sont des K-espaces vectoriels de dimension finie donc possédent des bases.
Soient r € [0,n], (e1,...,er) une base de Im(p) = Ker(p — Idg) et (ey41,...,€n) une base de
Ker(p). Posons B := (€1,...,€r,€r41,...,6n). Alors, par théoréme, B est une base de E adaptée

da la décomposition en somme directe E = Ker(p — Idg) @ Ker(p) et Matg(p) = < Ior 8 >

Ainsi ’ rg(p) =r = Tr(p) ‘
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Exercice 43. Matrices équivalentes & J,. Soient A et B deux matrices de 4y ,(K). On dit que A et
B sont équivalentes s’il existe Q € GL,(K) et P € GL,(K) telles que B = QAP. Le but de Uezercice
est de démontrer I’équivalence :

A et B sont équivalentes, si et seulement si, rg(A) = rg(B).

1. Montrer que deux matrices équivalentes ont le méme rang.

2. Montrer que si A est de rang r alors A est équivalente a J,., ot J, = < I(; 8 ) = ( 0 I Oor’p_r ) .
n—r,r n—r,p—r

Indication : Soit v : KP — K™ lapplication canoniquement associée a A. Notons B et € les bases
canoniques de KP et K™ respectivement. On a déja remarqué que deux matrices équivalentes repré-
sentent la méme application linéaire mais dans des bases différentes. Il suffit donc de trouver des
bases B’ et €' (resp. de KP et K") telles que Matg o (u) = J,.

3. Conclure.

Correction.

1. Si A et B sont équivalentes, alors il existe Q € GL,(K) et P € GL,(K) telles que B = QAP. Or,
on sait que le rang d’une matrice est invariant par multiplication a gauche ou a droite par une
matrice inversible donc rg(B) = rg(QAP) = rg(AP) =rg(A). Cela montre le sens direct.

2. Correction 1.

e On arg(u) =rg(A) =r <min(n,p) donc d’aprés le théoréme du rang, dim Ker(u) =p —r.

o Ker(u) est un K-e.v. de dimension finie, donc il posséde des bases. Considérons (€y41,...,€p)
une base de Ker(u). En particulier, c’est une famille libre de KP donc d’aprés le TBI, on peut
la compléter en une base B’ = (e1,...,€r,€r41,...,€p) de KP.

o La famille (f1 :=wu(e1),..., fr :=ul(e,)) est libre dans K.

Justification 1 (th du rang géom). Ker(u) = Vect (€,41,...,¢p) et en notant S = Vect (ey, . ..

on a KP = Ker(u) @ S. Donc g est linéaire et injective, et (e1,...,e;) est libre donc

(u(ey),...,u(e,)) est libre.

1(bis). On sait méme que u}ISm“’ est un isomorphisme, et (e1,...,e,;) est une base de S,

donc (u(ey),...,u(e,)) est une base de Imu, donc a fortiori une famille libre.
Justification 2 (Im). Im(u) = Vect (u(e1),...,u(ep)) = Vect (u(er),...,u(e,)) car les der-

niers vecteurs de B sont dans le noyau de u. Or, rg(u) = r doncrg(u(er),...,ule,)) =r,

donc la famille (u(e1), ..., u(e.)) est libre.

.
Justification 3 (a la main). Soit (a1,...,a,) € K" tel que Zaifi = 0. Par linéarité de u,
i=1

r r p
on obtient Z aje; € Ker(u) donc il existe oiq1, ..., € R tels que Z oe; = Z aje;.
i=1 i=1 j=r+1
Or, #' est une base de KP, donc en particulier une famille libre, d’ou Vi € [1,7], a; = 0.

D’apreés le TBI, on peut la compléter en une base €' = (f1,..., fry fra1,---, fn) de K.

Correction 2.
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o Soient (fi,..., fr) une base de Im(u) et (€y41,...,ep) une base de Ker(u). Par définition de
Uimage de w, il existe (e1,...,e,) € K" tel que pour tout i € [1,7], u(e;) = fi.
Remarque. On rappelle les résultats suivants :
— si (e;); est liée et u linéaire, alors (u(e;)); est liée.

— par contraposée, si u est linéaire et (u(e;)) est libre, alors (e;) est libre.

o Posons #' = (e1,...,er,€r41,...,6p), et montrons que B’ est une base de KP.
Soient ay,...,0p € K tels que Y i aje; + Z?=r+1 aje; = 0. Alors en appliquant u, qui est
linéaire, on obtient : Y iy a;fi +0=0. Or, (f1,..., fr) est libre donc oy = -+ = o, = 0.
On en déduit que Zf:rﬂ aje; =0. Or, (er41,...,ep) est libre donc a1 = -+ = oy = 0.

Ainsi, B’ est libre. Comme de plus, Card(#') = p = dim(KP), #’' est une base de KP.

o Pour finir, u € LIKP,K"™) et (f1,..., fr) une base de Im(u) donc une famille libre de K", que
l’on peut compléter en une base €' de K" grice au TBI

o Par construction de ' et €', on a Matg 4 (u) = J,, ce qui conclut.

Conclusion. Par construction, on a Matg 4 (u) = J, et Mat g ¢ (u) = A. Alors, d’apreés le cours,

onaJ, = (Pé/)*lAPjg/. Puisqu’une matrice de passage est inversible, on a bien’ A et J,. sont équivalentes|.

3. e Dans la question 1., on a montré le sens direct.

o Montrons le sens indirect : supposons que rg(A) =rg(B) =r. D’aprés 2., A et B sont toutes
les deuzx équivalentes a J,. Donc il existe Q1,Q2 € GL,(K) et P, P, € GL,(K) telles que
A=Q1J. P et B=Q2J.P>. On peut donc écrire J,. = QflAPfl et B = QQ(QIIAPfl)P2 =
QAP, avec QQ = Qngl € GL,(K) et P = P1_1P2 € GL,(K), ce qui prouve que A et B sont

équivalentes. On_a donc montré le sens indirect.

’En conclusion, on a l’équivalence annoncée‘.
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