PCSI 2 TD 21 - Equations différentielles linéaires (Correction)  Année 2024-2025

Equations différentielles linéaires du premier ordre

Exercice 1. EDL1 & coeflicients constants. Résoudre sur R les équations différentielles

a) y +y=2x> (F) b) v +y=2sinz (E,) c) v +y=2%+2sine (E3)

Pour les trois équations différentielles, | S(H) = {z — Xe™" | X € R} |. Il reste a déterminer une solution
particuliere.

a) e Premiére méthode : on cherche une solution du méme type que le second membre, i.e. poly-
nomiale. yp : x +— 22 +ax +b € S(E1) & a= —2 et b= 2. Ainsi, v — 1> — 2x +2 € S(E}).

o Deuziéme méthode : Variation de la constante. Soit yp(x) = A(x)e™™ avec A dérivable.
yp € S(E) & Vr e R, N(z)e ™™ =2% & Vo € R, N(z) = 22,
Deuz IPPs donnent [ z%e® = 2%e® — 2xe” + 2¢® donc \(x) = (2% — 27 + 2)e® puis
yp(z) = 2% — 22 + 2.

Dans tous les cas, | S(E1) = {(z+— 22 =22+ 2+ Xe™®) | AER}|

b) e Premicre méthode : le second membre est du type Im(2¢%®). On introduit (Ec) : y +y = 2e'® :
cas favorable ou i n’est pas racine de X + 1. Donc on peut chercher une solution particuliére

. 2 .
de (Ec) de la forme yp : x — Ce™. yp € S(E) & C = 1= 1 —i. Ainsi, v — (1 —i)e"® €
i

S(Ec) puis sa partie imaginaire x — sinx — cosz € S(E»).

o Deuriéme méthode : Variation de la constante. Soit yp(z) = M(z)e™® avec \ de classe €' a
déterminer.
yp € S(E) & Vz € R, N(z)e ® =2sinz < Vz € R, N(x) = 2sinze® = Im(2e(1+97).
Or, [2e0H97 = (1—-3)e+)2 Posons donc \ : x +— (sinz—cosz)e®. Alorsyp : & +— sina — cos
est une solution de (E3).

Dans tous les cas, | S(F2) = {(z — sinz — cosz + Ae™ ) | A € R} |.

¢) Superposons les solutions particuliéres précédentes pour avoir une solution particuliére de (Es).
Puis,

S(E3) ={(z 22 —22+2+sinx —cosx + e %) | A €R}|

Lycée Sainte-Genevieve 1 C. Vergé



PCSI 2 TD 21 - Equations différentielles linéaires (Correction)  Année 2024-2025

Exercice 2. Ouvrez les yeux! Résoudre sur | — 1,+oo[ I"équation différentielle

1

2+ 3t +2)y + (2t =
(t*+3t+2)y + (2t +3)y e

(E)

Posons w:t— t2 + 3t + 2. Alors u' : t — 2t + 3.
Soit y € D(I,K). On remarque que :

1

1+12
y)(t) = arctant 4+ C
f p—

y € S(E) &Vt €] —1,+oo], (uy) (t) =

< 3JC eR, Vtel —1,+o00][,(
arctant + C

2
PRV car ¥t €] — 1, +oo[,t* + 3t +2 > 0.

u
< 3dC eR, V€] —1,+00], y(t)

o arctant + C

Exercice 3. Un calcul de primitive et EDL1 avec variation de la constante.

1 t
1. Montrer qu’une primitive de t — s U 10, [ est t — In [tan 5’
sin

(a) en utilisant l’angle moitié ;

Sit €]0, ], % €10, %[ donc COS% >0 et tan% est bien défini.
o , o . . 2tan £
Par factorisation par l'angle moitié¢, on obtient : sin(t) = ——=+ donc
1+ tan” 5

1 1+ tan® £ %(1 +tan?L) o t
— = = 7 = —, avec u : 1 +— tan —,
sin ¢ 2tan 5 tan 5 U

dont une primitive est In |u| i.e. t — In [tan 5] |.

(b) en utilisant le changement de variables uw = tan (%) (ce qui revient aussi d faire apparaitre l'angle
moitié).

x

1
Soit x €0, . C’alculons/ —— dt. Rappelons que :
r/2 sint

2tan(%) P 1 _1+tan2(%)
1+ta112(%) sint 2tan(%) '

[y i),
a2 sint  Jr 2tan(%)

/
u

St on ne reconnait la forme —, on peut faire le changement de variable u = tan (%) Yt
u

vVt €]0, 7|, sint =

Ainsi,

Lycée Sainte-Geneviéve 2 C. Vergé



PCSI 2 TD 21 - Equations différentielles linéaires (Correction)  Année 2024-2025

tan (%) est de classe €1 et du = % (1 + tan? (%)) dt. Alors :

)-o

N R

tan —

x T / x
/ Loar= [ 0 4~ ey, = [m ! } —n (tan
2 w/2

/2 sint /2 (1)

1
Ainsi, | une primitive de — sur |0, 7[ est la fonction : 0,7 — R
s r — Inftani|.

2. Résoudre sur |0, [ l’équation différentielle : sin(t)y’ + y = tsin(¢)(1 4 cos(t)).

1
o sin(t) ne s’annule pas sur |0, [ donc il faut résoudre l’équation (E) : y'+—y = t(1 4 cost).
sint —_
% b(t)
a(t)
, . Iy . \ / 1
o Résolution de I’équation homogéne (H) :y + et 0.
sin
a(t)

t 1
tan ’ = In (tan %) =—1In - | donc
2 tan 5

At) = [ —n

sint

S(H):{tHAe_A(t),)\E]R}:{(tw At> ’/\GR}.
tan 5

Trouwvons une solution particuliere de l’équation de départ : on utilise la méthode de la varia-

tion de la constante (\).
uplt) = A=A € S(E) & yplt) + alBlyp(t) = blr) & N(Be=AO = blt) e N(t) =
b(t)e A,
Il faut donc choisir X tel que : X (t) = b(t)e ).
— On calcule [ b(t)e?® :
, _ sin % ’

Jb(t)er® = [1(1 4 cost)tan L = [¢ x 2cos? L x - = [tx2cosi xsin} = [tsint.

2

Une IPP donne : [tsint = —tcost + sint.

1
— Deés lors, |yp(t) = (sint — t cos t)t - est une solution particulicre|.
an 5
2

1
tan 3

o S(E)=uyo(t)+ S(H) donc|S(E) = {<t|—> sinf —feost A ‘ /\€]R>}
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Exercice 4. Recollement de solutions. Résoudre sur R [’équation différentielle xy’ —y = 0.

Notons

(H) :Vz €R, zy/(z) —y(x) =0, (Hy) : Yz € R*, y/(z) — 1y(z) = 0,
(Ha) :Vz € RY, y'(z) — y(z) = 0.

o Résolvons (Hy) et (Hz). On peut voir que Id est solution de (H) donc Idg= est solution de (Hy)

et Idg: est solution de (Hz). Par un argument de dimension, on a |S(H1) = Vect (Ith) et

S(Hy) = Vect (Idg: ) |

1
Sinon, avec les notations du cours, on a a : x +— —— dont une primitive est A : x — —In|z|.
x

Done|S(Hy) = {(z — Mi(=2)) | A1 € R} = Vect (Ids- ) | et| S(Hy) = Vect (Idg: ) |

o Notons Sp_r(H) l'ensemble des solutions de R dans R de (H) et déterminons cet ensemble
par analyse-synthése ou double inclusion.

— Soity € Sgr(H). En particulier, la restriction yjg+ est solution de (Hy) et la restriction Ylr=.
est solution de (Hy). Ainsi, il existe (A1, \2) € R? tel que yre = Mildpe et yre = Aoldpy .
Déterminons y(0). A laide de l’équation (H), on a : 0 x y'(0) —y(0) = 0 donc y(0) = 0.
o , . Mz six <0 9
Ainsi, y est totalement déterminée surR, et Sp,r(H) C { (x — { Nz siz >0 ' (A1, A2) € R }
Mr stz <0
Xox  six > 0.
y est dérivable sur R* et R% et d’apres létude préliminaire, y est solution de (H) sur RY et
R*.
Montrons que y est dérivable en 0 et solution de (H) en 0. On revient a la définition de la

dérivabilité en 0. Soit x € R*. Alors Ty(x) = y(@) = y(0) _{ M e =Y
z—0 Ay six>0

— Réciproquement, soit (A1, o) € R? et la fonction y définie sur R pary : x

lim Ty(x) = A2 et I%m To(z) = A\1.

z—0,2>0 rz—0,2<0
x ler cas : Si Ao # M1, alors y n’est pas dérivable en 0 et y ¢ Spr(H).
x 2¢me cas : Si Ao = A1, alors y est dérivable en 0 et y'(0) = A2. De plus, 0x1/(0)—y(0) = 0.
Donc y € Spr(H).

— Ainsi ’ Sror(H) = {Aldg | A € R} = Vect (Idg) ‘ et Sgr(H) est un R-ev de dimension 1.
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Exercice 5. Recollement de solutions. Résoudre sur | — oo, 1[ ’équation différentielle

z(z — 1)y + 2y = 22

o On résout léquation (H) sur Iy =] — 00,0 et Iy =|0,1[. (H): ¢+ my =0.

A(x):/omt(til)dt:/owZ(t_ll—1>dt:2(ln|x—1|—ln|x\):ln<x;1)2:—ln<xil>2.

Donc | Sp,r(H) = {(x — )\k(x2> ’ Ak € R} .

x—1)2
o On résout l’équation (E) sur Iy =] — 00, 0[ et Is =]0, 1] en faisant varier la constante Ay :
yo(z) = )\k(xi:)Q € Spr(E) & Ny(x) = (xle)zem) == L % o \e(2) =z —In |a].
Donc yo(z) = (x —In |x!)(xi21)2 pour tout x € Ij.
Ainsi, | St r(E) = {(a: — (x —In|z| + /\k)(:rf21)2> ’ PYNS ]R} .

e Résolution de (E) sur RR par analyse-synthése / double inclusion :

Soit y € S)_so|=r(E). En particulier, y € Sp,r(E) donc il existe (A1, A2) € R?, tels que y(x) =
2 2

(x —Inlz| + Al)(xfil)? sur Iy et y(x) = (z — In|z| + )\2)(11?71)2 sur Iy.
Déterminons y(0) : 0 x (—1) x ¢/(0) + 2 x y(0) =0 donc y(0) = 0.

Ainsi, y est totalement déterminée.

2

(:r—ln\:r|+/\1)(xi71)2 six <0

Réciproquement, soient (A1, \2) € R? ety : x 0 six=0
2
T

y est dérivable sur Iy et Iy et solution de (E) sur I et I.
Montrons que y est dérivable en 0 et solution de (E) en 0. On revient d la définition de la dérivabilité
en 0. Soit x € RY..

x
—1 AN)—5 iz < 0
ST ETON SR
I%mioTo(ac) = 0 donc y est dérivable en 0 et y'(0) = 0. De plus, 0 x y'(0) — y(0) = 0. Donc
r—0,x
Y € S0 1[mr(E).
2 22
o Ainsi, en notantyy : x CB_IDMDW six 70 ciT e (m—1)2 siz <0 ,
0 six=0 0 six e 0,1]
0 stx <0
et yo 1 x> z? sizeo1 " S ot [or(E) = {yp + My + Xayz | (A1, A2) € R?},

(z —1)?
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i.e. un plan affine.

(x+ 1Dy (x) —2y(z)+1=0
Exercice 6. Probléeme de Cauchy. Résoudre le probléme de Cauchy { y(0) =2
z>—-1

! (E). Sozty—iy—O (H)

o Sur I =] — 1,400, l'équation équivaut a 1y —
| =1, +ool, g 1 Y z+1 z+1

x
y =
z+1
son équation différentielle homogéne associée.

o Résolvons (E) : Une primitive de x — — - . est x — —x + In |z + 1].
— x

T

¢ 1) . Vérif OK.

Donc S;(H) = Vect (:1: — ew_ln(”"‘*'l)) = Vect (:L’ —

Trouvons une solution particuliére a l’aide de la variation de la constante.
X

Soit C' une fonction dérivable sur I a déterminer et y, : x — C(x) c 1 On a :
€ Sy(E) & C'la)—— = —1 & C'(z) = —e~=
Y & r+1 z+1 B '

1
. est une solution de (F). Vérif OK.
1 Ce* 1+ Cle®
Ainsi, SI(E)—{xb—>—|— ¢ ’CGR}—{LL‘D—)H }

r+1 x+1 r+1
e Résolvons le probléeme de Cauchy. D’aprés le cours, tout probléme de Cauchy admet une unique so-

Prenons donc C : x — e~ *. Dés lors, y, : x
x

lution. Soit y l'unique solution de ce probléme de Cauchy. Alors en particulier, y est un solution de

1+ Ce®
Iéquation différentielle (E) donc il existe C' € K tel que pour tout x € I, y(z) = % La condi-
x
. B . 1+e* . . .
tion y(0) = 2 implique que C+1 = 2 donc C =1 d’ot |z — T est l'unique solution du probléme de Cauchy|.
x

Exercice 7. Probleme de Cauchy caché. On considére g : R — R de classe €.

1. Montrer qu’il existe une unique application continue f : R — R telle que
Vo € R, f(x )+ / tf(t)

2. Expliciter f dans le cas ot g : x — x2.

Correction.

1. On procéde par analyse-synthése.

o Supposons qu’il existe f € €°(R,R) telle que pour tout v € R, f(z —i—/ tf(t)

La fonction x / tf(t)dt est de classe €1 sur R (d’aprés le théoréme fondamental de
0

Ianalyse, en tant que primitive d’une fonction continue), tout comme g, donc f € €*(R,R).
En dérivant f, on obtient : Vx € R, f'(x) = ¢'(z) + xf(z).
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2. Explicitons f dans le cas ot g(x) = z°.

De plus, f(0) = g(0) donc f est lunique solution du probléme de Cauchy :

{ Yy —zy=g'(z) (E) (%)

Voila qui assure l'unicité de f, en cas d’existence (méme si f est définie de maniére implicite).
Attention : on n’a pas encore l’existence de la solution de cet exercice (mais on a existence
d’une solution du probléme de Cauchy précédent).

Soit f la solution du probléme de Cauchy ci-dessus.
Montrer que f est solution de cet exercice.
Puisque f vérifie (E), f est en particulier dérivable sur R et pour tout x € R, f'(x) =

g'(x) +xf(z).

Fizons x € R. Puisque f est de classe €' sur R, on peut écrire :
o) = [ rode+f0)
_/ £ + t£(6)dt + £(0)
—g(a) = 9(0) + [ t£()dt+ 5(0)
x)+/0 L)t car £(0) = g(0).

Donc f € €°(R,R) et vérifie I’équation fonctionnelle, donc f est solution de cet exercice.
Cela montre 'existence d’une telle fonction.

Remarque. ’ On a montré l'existence et l'unicité de f‘ et aussi que f est la solution du pro-

bléeme de Cauchy ().

2

/

Yy —xy =2z

e On a montré que f est l'unique solution du probléme de Cauchy : { y(0) = 0

e On résout (E) :y — zy = 2.

Une solution particuliere évidente est x — —2.
2

a(z) =—x; Ax)= / a(t)dt = / —tdt = f%. Done Spr(H) = {z — Ae®"/2, X € R}.
Jo Jo
Puis Sp_r(E) = {(z — Ae” /2 —2) | A € R}

o Ainsi, il existe A € R tel que Vo € R, f(x) = Xe®/2 — 2. La condition f(0) = 0 implique que

A =2 donc| f(z) = 2(e**/2 = 1).
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Exercice 8. Une équation fonctionnelle avec dérivabilité.

Le but de cet exercice est de déterminer E = {f € D(R,C) | V(s,t) € R?, f(s+1t) = f(s)f(t)}

1. Donner des exemples d’éléments de E.
2. Soit f € F.

(a) Montrer que f(0) € {0,1}.
(b) Montrer que si f(0) =0, alors f = 0.
(¢c) Montrer que ¥(s,t) € R?, f'(s+1t) = f'(s)f(t).

(d) En déduire une équation différentielle vérifiée par f, puis une expression de f.

3. Conclure.

Correction.
1. La fonction nulle et l’exponentielle sont toutes deux clairement éléments de E.
2. (a) En appliquant la V-assertion Vs,t € R, f(s+1t) = f(s)f(t) ¢ s =1t =0, on obtient f(0) =
f(0)2, c’est-a-dire f(0) € {0,1}.
(b) En appliquant la V-assertion ¥(s,t) € R, f(s+t) = f(s)f(t) d s = 0, on obtient la V-assertion
VteR, f(t) = f(0) f(t).

Si f(0) =0, cela entraine que f est la fonction nulle.

(¢) Fizonst € R.

Les fonctions s — f(s+1t) et s — f(s)f(t) sont toutes les deuzx dérivables (par opérations) et
elles sont égales, car f est supposée appartenir a E.

Leurs dérivées, s — f'(s+t) et s — f'(s)f(t), sont donc égales, ce qui se réécrit sous la forme
de l'assertion

V(s t) €R?, f/(s+1) = f'(s)f (D).
(d) En appliquant la Y-assertion que l’on vient de démontrer a s =0, on obtient
VteR, f(t) = f'(0) f(t),

c’est-a-dire, en posant T = f'(0), que f est solution de l’équation différentielle y' = Ty.

Les solutions de cette équation différentielle homogéne formant la droite vectorielle Vect (z — ™),
on en déduit qu’il existe A € R tel que f:x — \e™".

La condition f(0) € {0,1} entraine alors que A =0 (auquel cas f =0) ou A = 1.

TER}.
TE]R}.

Réciproquement, on vérifie sans difficulté que, quel que soit T € R, la fonction x — €7 est élément

Autrement dit, | f € {0} U {JJ = eTr

3. On vient de montrer que E C {0} U {x = eTr

Lycée Sainte-Geneviéve 8 C. Vergé
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TGR}.

1
Exercice 9. Une équation intégrale. Déterminer {f €' (R) | Vz R, f'(z) + f(z) = / f}.
0

de E. On en déduit donc que | E = {0} U {:c — e’

Correction. On procéde par analyse et synthése.

Analyse. Soit f € €'(R) telle que Yz € R, f'(z) + f(z) = [y f.
Les fonctions [’ et x — fol f—f(x) sont donc égales. En particulier, la deuziéme étant de classe €
par opérations, on obtient que f' est également de classe €. La fonction f est donc de classe €2.

(En itérant ce raisonnement, on pourrait méme montrer que [ et f' sont de classe €, mais ¢a
n’est pas nécessaire.)

La fonction f'+ f est donc constante, donc (f'+ f)' =0, et comme f et f' sont dérivables, on a
f// + f/ — 0

Autrement dit, la fonction f est solution de l'équation différentielle ' + vy = 0, que le cours

permet de résoudre : apres résolution de I’équation caractéristique, on trouve que l’ensemble de ses
solutions est ./ = {x — Ae ™ + pu | (\,p) € R%}.
On peut donc trouver A, u € R tels que f:x — Ae™™ + p.

Synthése. Réciproquement, soit A\, € R, et posons f: x> Xe™™ + p. On a la chaine d’équivalences

1
f wvérifie la condition de I’énoncé <= Vr € R, f'(z)+ f(x) = /0 f

1
=V eR, (“Xe™®) + N P +p) = / ()\e*t + u) dt
0

1
<« Vx € R, ,u:)\/ e tdt +p
0

1
= VrcR, A [—e_t} o
=\ (1 - e*l) -0

<— A=0.

En résumé, seules les constantes vérifient la condition de [’énoncé, c¢’est-a-dire que l’on a montré [’égalité

{fGCgl(]R)f/+f:/[;1f}:{ﬂ§’—>ﬁ|KER}:VGCt(l).
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Exercice 10. Solutions périodiques. Soient a,b: R — R continues et périodiques de période 1.
Déterminer les solutions 1-périodiques de I’équation différentielle y' = a(x)y + b(x) (E).

r X

1. Résolution de (E) : (H) : y' — a(x)y = b(z) donc S(H) = Vect (G’A) ot A = —/ a est la
0

primitive de —a qui s’annule en 0.

T
La variation de la constante implique que x +— (/ beA> e~ est une solution particuliére de (E).
0

Les solutions de (E) sont donc les {yx | A € R}, ot yy : & — e~ @) (/\ +/ beA> .
0

2. Détermination des solutions 1-périodiques de (E) : soient A € R et x € R fizés.

r+1 T
ya(z + 1) — ya(z) = e~ A@HD <)\ + / b6A> — e A@) ()\ + / beA> .
Jo Jo

e D’apres la relation de Chasles :

A(x+1):/0$+1a:(t/:aw{/:ﬂa) z/ja/ola7

x+1 -1
car a est 1-périodique donc Vx € R, / a = / a =: «. Ainsi,
Jz Jo

1
a:/a.
0

e D’apres la relation de Chasles :

r+1 1 r+1
/ bed = / be? + / b(t)eADat
JO J0 J1
=

= [+ / b(u+ 1)eA“du  (chgt de variable u=t-1)
Jo

, avec

Alz+1)=A(z) —

= /3+/ b(u)eA(“’)_adu
0

z+1 x
/ bed | = ﬁ—i—e*“/ be |
0 0

o Ainsi :

ya(z + 1) — ya(z) = e~ A@en ()\ +p+e @ / l beA) — e A@) (/\ + / l beA>
0 0

_ e—A(z) ()\ea Jrﬂea + / beA — )\ = / b€A>
0 0
=A@ [\(e* — 1) + Be”].

—A(=)

Comme x — e ne s’annule pas sur R,

yx est 1-périodique <= \(e® — 1) + Be* = 0.

Lycée Sainte-Geneviéve 10 C. Vergé
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Remarque : o, 8 sont des données de l’énoncé donc il faut trouver les X\ € R qui vérifient cette
équation.

Be™

i—ew |

— | Si a #0, alors Uunique solution 1-périodique de (E) est yy, ot Ao =

— Sia =0, alors yy est 1-périodique <= Pe* =0 < =0 donc :

* ’Si B =0, toutes les solutions de (E) sont Z—périodiques‘,

* ’Si B #0, il n’y a aucune solution de (E) Z—périodique‘.

En conclusion, l’ensemble des solutions 1-périodique de (E), noté S vaut :

{y;} si o # 0;

e¥—1

SR*)R(E) St (Oé,,B) = (0,0)
o] sia=0 et eR".

Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants

Exercice 11. Noyau d’endomorphisme. Soit ¢ : €*°(R,R) — €*(R,R)
f = f =3+ 2f

Montrer que @ est un endomorphisme et préciser son noyau.

o o est linéaire car la dérivation est linéaire. Si f est de classe € alors f' et f le sont aussi et toute
combinaison linéaire de fonctions de classe €°° est encore €°° donc ¢ : €°(R,R) — € (R, R).

¢ € L(E®(R,R)) \

Ainsi,

o Soit f€E®(R,R). Ona:feKerps f"—3f +2f=0 (H). C’est une équation différentielle
linéaire d’ordre 2 a coefficients constants d’équation caractéristique r> — 3r +2 = 0, de racines 1
et 2. Par suite, | Kerp = Vect (v — €%, 2 — **) = {x > C1e” 4+ C2e*® | (C1,Cs) € R%}|.

Exercice 12. Solution particuliere évidente. Résoudre sur R [’équation différentielle

y”-l-y/-l-y:—l-l-l-l-lnt
2t )

Correction.
e In est une solution particuliere évidente.
e Onrésout (H):y"+y +y=0

. . . 4 1
(X —)(X —j) avec j = ei2m/3 — -5 +

Siosoofom(H) = {t > e 1/2 (acos(¥2t) + Bsin(Y21)) ’ (, B) € R?}.

P=X?+X+1=(X-5)(X-j?

| S

o | S0, 400[mr(E) = {t s e t/2 (a cos(@t) + Bsin(j‘st)) +Int | (a,B) € R2} et
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Sjo, 400l (E) = {t — Ael! + Bel + Int ’ (a,8) € RQ}

Exercice 13. Une EDL1 cachée. Résoudre, sur tout intervalle ne contenant pas -1, ’équation différen-
tielle
I+’ +(1+a)y —2=0  (E)

Soient I un intervalle ne contenant pas -1 et y € D*(I,R).
yeS(E)<— z=y € S(E) ou

=:a(x)

Une primitive de a est A : x — In|1 + x| donc

1 1
S(H') = Vect (e‘A> = Vect <1: — |1+$|> = Vect <73 =7 +$> .

Une VAC donne : C" = be? = <L — ) dont une primitive est v+ 21In |1+ x| i.e. z +— In((1+)?)

1+2

2In |1+ z| 2In |1+ z| C
14+ 14+ 14+

puis une solution particuliére de (E') est x . Ainsi, | S(E') = {:c >

CEK}.

Les solutions de (E) sont obtenues en prenant les primitives des solutions de (E') donc :

S(E):{xr—>(ln1+x)2+Cln|1+x|+D ‘ (€, D) €K2} |

(de la forme 2vv" avec v : x — In|1 + x|).

Exercice 14. Cas favorables. Résoudre sur R les équations différentielles
Y +y=sin(t) (B1) et o' +y=tsin(t) (Ea).
Correction.
o Onrésout (H):y"+y=0. Spr(H) = {(t — Acost + Bsint) | (4, B) € R?}.

o Onrésout (Ey) : 4" +y = sint en complexifiant le probléme. Soit (Ec) : y"+y = €'t (cas favorable).
P=X%2+1=(X+4)(X —1). i est racine simple de P donc on cherche une solution particulicre
de (E¢) de la forme yp : t — Cte' avec C € C a déterminer.

1 -
En calculant les dérivées yp et y}, on trouve que yp € S(Ec) < C = %= ?Z
i

t t
Ainsi, Im(yp) : t — Im (—2i(cost + isint)> =5 cost € Spr(EL).

t
Sror(Er) = {t — Acost + Bsint — écost ’ (A,B) € RQ} .
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e On résout (Eo) : 4y’ +y = tsint en complexifiant le probléme. Soit (E¢) : 3y’ + vy = te' (cas
favorable).
P=X?4+1=(X+14)(X —1i). i est simple racine de P donc on cherche une solution de la forme

yp(t) = t(at + b)e’.
] 1 t
On trouve que a = —i et b= i Deés lors, yp : t — Z(l —it)(cost +isint) € Spr(Ec) et

t
Im(yp) : t — i(sint —tcost) € Spor(E2).

t
Sror(E2) = {t — Acost + Bsint + z(sint —tcost) | (A, B) € R%}|.

Exercice 15. Second membre polynomial. Résoudre sur K les équations différentielles :
1.y +y =342 (Ev) 2. y' + 4y = 4+ 2z — 82?% — 4a3 (Es)

Indication : on pourra chercher une solution particuliére du méme type que le second membre, c’est-
a-dire polynomiale.

1. Pp=X?+X = X(X +1) donc S(Hy) ={z+— A+ Be™® | (A4, B) € K}
Soit yp 1 v — ax?® + bz + ¢ avec (a,b,c) € K? a déterminer. On a y]’, x> 2ax + b et y;,’ x> 2a

donc
€S(E)) Ve eR2ar+2b=2r+3a{ 272 La—p=1
Yp 1 x ,2ax =2x %+ b—3 a=b=1.
On a une infinité de solutions particuliéres, les x — 2z + 2x+ avec ¢ € K.

S(Ey) ={22? + 2z + A+ Be™* | (A,B) € K*}|.

2. Py = X?+4 = (X —2i)(X + 2i) donc Spsc(Hz2) = {x — Ae*™ + Be %* | (A,B) € C?} et
Sgor(Hz) = {x — Acos(2z) + Bsin(2z) | (4, B) € R?}.
Soit yp(z) = ax® + bx? + cx + d, (a,b,c,d) € K* a déterminer. y,(x) = 3ax® + 2bx + ¢ et y)(x) =
6ax + 2b donc

da = —4 a=—1
. : 4b = —8 b= -2
3 2 4380219,
yp € S(Er) & Vo € R, 4ax’+4bx"+(6a+4c)+(4d+20) = —4x°—8x*+22+4 & 6o+dc—2 T c—2
4d+2b =14 d=2

Il y a une unique solution particuliére polynomiale de degré 3, x — —x® — 222 + 22 + 2.
Sc(B1) = {—23 — 222 + 20 + 2+ Ae?® + Be™ 2% | (A, B) € C%}| et

Sr(E1) = {—23 — 222 + 22 + 2 + Acos(2z) + Bsin(2z) | (A, B) € R?}|.
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Exercice 16. Superposition des solutions et probléme de Cauchy.
y" — 2y’ + 2y = sh(z) + € cos(z)
Résoudre sur R le probléme de Cauchy { y(0) =0

y'(0)=1
Correction. Notons (E) :  y" — 2y + 2y = $e® — 3¢ + e%cos(z) et (H) son équation homogéne
associce.
« Résolution de (H). L’ équation caractéristique \2—2\+2 a pour discriminant A = —4 = (2i)?. Ses

racines sont 1+i doncr =1 etw =1 et|Sg(H) = {z — e®(Acos(x) + Bsin(z)) | (A, B) € R?}|.

e Recherche d’une solution particuliére de (F), par superposition des solutions.

— T %e“” est solution particuliére de (E1): " — 2y +2y = %e””,

_ L=z
T = g€

— ¢®cos(x) = Re(e®e'®) = Re(e+9)%). Notons (Ec): o' — 2y + 2y = e1+9=,
141 est racine simple de l’équation caractéristique donc on cherche une solution particuliére
de (Ec) de la forme yy(x) = Cxe'™)* quec C € C.
Dés lors, y,(x) = (C+ C(1+ i)x)e )T et yp(x) = (2C(1 +1) + 2Ciz)e )z,

. . . . " / _ 1 -
est solution particuliere de (E2): y" —2y +2y = 5e7".

yp € Spe(be) & 2Ci=1C = f%. Ainsi, x +— f%aze(lﬁ)x est solution de (Ec) puis sa

xsin(z)e”

partie réelle, i.e. x — , est solution de (E3). A VERIFIER.

xsin(z)e”
2

D’apres le principe de superposition, | x +— %ew — %e*“ +

est une solution particuliére de (E) |.

o |SR(E) = {LL — lex ——e 4+ zsin(z)e? + e*(Acos(x) + Bsin(z)) ’ (A,B) € RZ} :

2 4
o y(0) = 0 implique que A = —— et y'(0) = 1 implique que B = 5 e qui nous définit l'unique

solution du probleme de Cauchy.

Exercice 17. Une équation fonctionnelle. L objectif de cet exercice est de déterminer toutes les fonc-
tions f : R — R dérivables telles que pour tout x € R, f'(z) = f(r — x).

1. Soit f : R — R dérivable telle que pour tout x € R, f'(z) = f(m — x).

(a) Justifier que f est deux fois dérivable sur R.

(b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 2 et en déduire la forme générale
de f.

2. Conclure.
Correction.

1. (a) [’ est la composée de [ avec la fonction affine x — m — x, qui sont toutes les deux dérivables,

donc [’ est dérivable sur R, ce qui prouve que ’ f est deux fois dérivable sur R ‘

(b) Soit x € R. En dérivant l’égalité donnée, on obtient : f"(x) = —f'(mr —x) = —f(x) donc f est
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solution de I’équation différentielle linéaire d’ordre 2, homogéne : y" + vy = 0. Ainsi, il existe
(C1,Cs) € R? tel que ’f = (4 cos +C5 sin‘ ou encore il existe (A, ) € R? tel que pour tout
x €R, f(x) = Acos(z+ ).

2. e Soit f solution du probléme. Alors, d’aprés la question précédente, il existe (C1,Cy) € R? tel
que f = Cycos+Cysin. Ainsi, f' = Cycos —Cysin et la condition Vr € R, f'(z) = f(r — x)
implique que :

Vr € R, Cycosz — Cysinz = Cy cos(m — x) + Cysin(m — x)

= —Cycosx+ Cysinz.

En particulier, pour x = 0, on obtient que Cy = —Cy d’ot f € {C(cos —sin) | C' € R}.

o Réciproquement, soient C € R et f = C(cos —sin). Alors f est dérivable sur R et
/= —=C(sin+cos). Dot pour tout z € R, f'(x) = f(r—=x) et f est bien solution du probléme.

e FEn conclusion, l’ensemble des solutions est la droite vectorielle

Vect (cos — sin) = {;L’l—>Dcos (x—I—Z) ' D ER} .

Rappel :

cosx — sinx = \@ (1 cos T — 1sina:>
V2 V2

=2 <cos T cosx — sin T sin x)
4 4
T
= V2cos — .
cos <:c+4>

Exercice 18. Changement de fonction inconnue. Pour tout y € D*(R,R), considérons l’équation
différentielle
(1+2?)%" +22(1+ 2y +y=0 (H),

et posons z : ]—%,%[ - R

t —  y(tant).
Montrer que y est solution de (H) sur R, si et seulement si, z est solution sur ]—%,%[ d’une équation
différentielle linéaire du second ordre d coefficients constants. En déduire les solutions de (H) dans R¥.
Indication : on pourra exprimer y en fonction de z.

Correction. Il s’agit de résoudre une EDL2 homogéne a coefficients mon constants. Un changement
de fonction inconnue est proposé dans [’espoir que la nouvelle fonction z soit solution d’une EDL plus
stmple, que le cours permet de résoudre.

D’aprés indication, Vo € R, y(z) = y(tan(arctan z)) = z(arctan x).

= DQ(}—g, g[,R) en tant que composée...
y,(L) _ Z/(aI‘CtaU L)ﬁ = z'(arctan L)(l + 1'2)71-
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y"(z) = 2" (arctan ) (1 + 22) =2 — 2/(arctan ) (2x) (1 + 22) 72 = (1 4+ 2%)2[2" (arctan z) — 222’ (arctan x)).

y € Spor(H) Ve eR, (1+2%)%) +22(1+ 2%y +y=0
& Vz € R, 2" (arctan x) + z(arctanz) = 0

o " _
5o |2 () + () =0

Sz € S]_%V%[%R(H’) ou (H) :y"+y=0

@Vte}—ﬂ T

& 3(A,B) € R? | z = Acos+Bsin
& 3(A,B) € R? Vte}g,;r{, (y otan)(t) = Acost + Bsint

& 3(A,B) € R? | Vz € R, y(x) = Acos(arctan x) + Bsin(arctan z)

A . Bz
Vi VI4a?

& 3(A,B) €R? | Vz € R, y(x)

A+ Bz

Ainsi, | Spr(H) = {x -
R,R( ) m

(A,B) € Rz} .

Exercice 19. Changement de fonction inconnue et équation fonctionnelle.

1. On souhaite résoudre

1
Ve e RY, v (z) +

—y(@) =0 (H).

Soity € D*(R%,R). On considére z : t — y(e'). Montrer que y est solution de (H) sur R , si et seule-
ment si, z est solution d’une équation du second ordre a coefficients constants que [’on déterminera.
Conclure.

Correction. z = yoexp et exp € DQ(R,Ri) ety € D2(R1,R) donc la composée z € D?(R, R).
On pourra donc dériver deux fois z.

On a :Vz € R, y(z) = y(e"?®) = 2(Inx).

Do : Vo € RY, ¢/(z) = 2/(Inx)z™! et y’(x) = 2"(Inz)x=2 — 2/(Inz)z~2. Donc :

y € Spe sr(H) & Vo € RY, 2" (Inw) — 2/(Inw) + 2(Inz) =0
SVteR, 2 (t) -2 (t)+2(t) =0
S 2€8pr(H) ou (H):2" -2 +2=0

& 3(A,B) e R? |Vt e R, 2(t) = et/? [Acos\/ft + Bsin \/2315]
Inz Inx
& 3(A,B) eR? |V e RY,y(z) = Vo [Acos <\/§2nz> + Bsin <\/§2n1>] .
SR:MR(H) = {x — T [Acos <\/§21n:c> + Bsin <\/§21n:1:>] ‘ (A,B) € Rz} .
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N.B. : les racines de X* — X + 1 dans C sont —j et —j i.e. % + Z§

1
2. Soit f dérivable sur RY. vérifiant Vo € RY, f'(z) = f (5) . (%)

(a) Montrer que f est de classe €>° sur RY..

(b) Déterminer les fonctions dérivables sur RY. vérifiant (x).

Correction.

(a) o Notonsi: RY — R% . Alors par hypothése, f' = foi et i€ €F(RY,RY).
1

Montrons que pour tout n € N, f € €"(R%,R) par récurrence sur n € N.
— Par hypothése, f est dérivable donc continue sur R* , donc la proposition est initia-
lisée.
— Soit n € N tel que f € €"(R%,R). Par ailleurs, i € €"(R% ,R%) donc la composée
foi€ € (R, R), ie '€ C"(RY,R) dou f € E" (R, R). On a donc Uhérédité.
— On conclut par théoréme de récurrence que pour tout n € N, f € €"(R7,R) donc

fee Ry, R)|

(b) On raisonne par double inclusion.

o Soit f dérivable sur R vérifiant (x). D’aprés (a), f est deux fois dérivable donc on peut
dériver (x) et on obtient :

Vo e RY, f(z) = —% ! <1> = —%f@)

1
Donc f est solution sur R de ’équation différentielle y" + —y=0.
x

D’apres 1., il existe alors (A, B) € R? tel que :Vz € RY, f(z) = \/z {Acos (‘[h“) + Bsin (\[1“)}.

o Réciproquement, supposons qu’il existe (A, B) € R? tel que :

Ve e Ry, f(z) =+ [Acos (ﬁzlnx) + Bsin <\/§2hu;>1 .

Alors, f est dérivable sur RY .
Soitx € RY.. On a :

0o () o (1)

1 [A‘FB\/ﬁ o <\/§ln:1:> N B— AV3 <in (ﬂlnx)]

et

f@ =713 2 2 2
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e FEn conclusion,

En particulier, f(1) = A et f'(1) = A%B‘/g, donc une autre condition apparait.
Ona :

vz e RY, f(i)f’(x)<:><A+QB\/§AetB_2A\/§—B><:>AB\/§.

Ainsi, en posant A = B3, les équivalences précédentes montrent que les fonctions

f:x— Byx {\/g cos (@) + sin (@)} sont solutions du probléme.

l’ensemble des fonctions dérivables vérifiant (x) est ‘

{:L’ — By/z {\/gcos (@) + sin (@)} ’ B e R} , ce qui se ré-écrit

{:1;|—>C\/§cos(‘/§21m’—g) ‘CER}.
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Exercice 20. Décomposition en parties paire et impaire.

1. Montrer que toute application de R dans R s’écrit de maniére unique comme somme d’une application
paire et d’une application impaire.

2. Déterminer toutes les applications f : R — R deuz fois dérivables sur R telles que
Vz € R, f"(z)+ f(—x) = x + cos(x) (E).
Correction.
1. Déja fait. Procéder par analyse-synthese.

2. Notons S(E) l’ensemble des solutions de (E) et déterminons cet ensemble par double inclusion, ce
qui revient ici a faire une analyse-synthése.

o Soit f:R — R deux fois dérivable sur R vérifiant (E).
D’apres la question 1., il existe deux applications dérivables, g paire, et h impaire, telles

que : f =g+ h.
On a donc : Vx € R, f"(z) + f(—z) = ¢"(z) + g(x) + h'(x) — h(z).
Ainsi,

f€S(E)evVreR, ¢"(x)+g(x) + h'(z) — h(z) =z + cosx
+9g

Ve e R, ¢"(x) + g(x) = cosx
Ve e R, h'(z) — h(z) == ’

par unicité de la décomposition en somme de fonctions paire et impaire, et car la dérivée
d’une fonction paire est impaire et la dérivée d’une fonction impaire est paire.
Introduisons des notations pour les équations différentielles
y' +y=cos (E1) et y'—y=Idgr (Es).

Nous noterons S(E1) (resp. S(Es3)) l'ensemble des solutions de (Ey) (resp. (E2)).

o Déterminons les solutions de (E7).
L’équation homogéne associée d (E1) est y’ +y = 0 dont l'ensemble des solutions est
Vect (cos, sin).
Pour déterminer une solution particuliére de (E7), introduisons l’équation complexifiée
(Ec) : y" +y = e*. Cette derniére a pour polynéome caractéristique P(X) = X2 +1 =
(X —i)(X +1), et i est racine simple de P donc on peut chercher une solution particuliére
de (E¢) sous la forme x +— Cxe®, avec C € C a déterminer. Aprés calculs, on trouve que

1 1 - . . .
C= % = "3 convient. Ainsi, T —5:136”’ est une solution de (Ec) et sa partie réelle
1
est une solution de (Ey).
T rsinx rsinx
Or, pour tout x € R, Re(—éxe”) = doncyy : x — est solution particuliére

de (El)

Ainsi, | S(Ey) = {(z + Acosz + (B + %)sinz) | (4, B) € R?}|.
La fonction g est une solution paire de (E1). Alors il existe (A, B) € R? tel que Vx €
R, g(z) = Acosz + ¥5% + Bsinx, c’est-d-dire

g + 0 = (Acos+y;)+ Bsin .
~ T ==

paire mmpaire paire mmpaire

Lycée Sainte-Geneviéve 19 C. Vergé



PCSI 2 TD 21 - Equations différentielles linéaires (Correction)  Année 2024-2025

Par unicité d’une telle décomposition (cf question 1.), on a
g=Acos+y; et Bsin=0.

Remarque. En notant Ay 'ensemble des solutions paires de (Ey) c’est-a-dire
Aq:={y € RR | y est paire et y’ +y = cos}, les mémes arguments que précédemment
montrent que Ay C {Acos+yi1}. L'inclusion réciproque étant immédiate

(car Acos+yy est paire et solution de (E1)), on a l’égalité

Ay = {(x — Acosx + gsinx)

AER}.

o Déterminons les solutions de (E3).
La fonction x +— —x est une solution particuliére évidente de (Fs) et l’ensemble des
solutions de I’équation homogéne associée est Vect (x — e*,x — e~*) = Vect (ch, sh).

Ainsi, | S(E2) = {# — —x + Ach(z) + Bsh(z) | (A, B) € R?} |.

La fonction h est impaire et solution (E3) donc il existe (a, ) € R? tel que

Ji = ach+ (Bsh —1dg).

impaire paire impaire

Par unicité d’une telle décomposition, on a h = Ssh — Idg.

On pourrait montrer que|{y € R® | y est impaire et y' —y = 2} = {x — —x + Bshz | B € R}|.

T
o Ainsi, on a finalement montré que S(E) C {:v — Acosw + 5 sinx — x + Bshwz

(A, B) eR2}.

x

Synthése. Réciproquement, posons (A, B) € R?, g :x +— Acosx + 5 sinz, h: x+— —x + Bshx et
f=g+h
g, h et f sont clairement de classe € sur R, donc en particulier deux fois dérivables sur R.
On peut éviter les calculs, en remarquant que, comme précédemment, on a pour tout x € R

f'(@) + f(=2) = (¢"(x) + g(=)) + (1" (x) — h(x))

=cosx + T car g € S(Ey) et h € S(E?).

Donc f vérifie (E).

Conclusion. L’ensemble cherché est {(:c — gsinx —x+ Acosx + Bshx) ‘ (A,B) € RQ} .

Lycée Sainte-Geneviéve 20 C. Vergé



