PCSI 2 TD 3 - Calculs algébriques (Correction) Année 2024-2025

Sommes a un indice

Exercice 1. Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

n 1 n n
S,=3"1 1+—>. 3. U, =Y 4k, 5. W, = k x k).
kz_jln< s kga Sk x M)

k=0

n 2n

2. T=3 (¥ +2%k+n-1). 4 Va=) S 6. Zy = max(k,n).
k=0 k=1 : k=1

Correction.

1 k+1
1. In (1 + > =In ( il ) =In(k 4+ 1) — In(k). Par télescopage,

Sp, =In(n+1) ‘

k k
3n+1 -1
2. En décomposant la somme, on trouve | T, = — +(n+1)(2n—-1)|
n an—&-l o bn—',—l 1
3. D’aprés le cours, Z apk ="~ donc|U, = = (6”Jrl — 4”“) = on(3ntl _gntly|
= a—2>b 2
k+1)—1 1 1 1
4. On écrit Gt 1)l = ( (l::L+>1)! = H_m Le télescopage permet de conclure que|V,, =1 — m
5. Onécm'tk‘:(kJrl)fl,Ainsi,Wn—ZkJrl'—Zk' (n+1)!-0! donr’W = +1)!71‘.
2n 2n
2n(2n+1) —n(n+1)
_ _ 2 _
6. On découpe la somme selon : Z,, = Z n+ Z k=mn +Z k— Z k= 5 =
k=1  k=n+1 k=1 k=1
2
1 1
2 4 3n 2+ n_ n(5n2+ ) Ainsi, | 7, = n(5n2+ ) .

1
Exercice 2. 1. Soit n € N*. On pose S, = Z k(k‘ 1)

;_E‘Fi(l—lel‘b—f]
"k(k+1)  k k+1

(b) En déduire la valeur de S, et déterminer la limite de (S,,).

(a) Déterminer des réels a et b tels que pour k € N*

En télescopant, S, =1 —

donc lim S, = 1.
n 4+ n—-+o0o

1
kg k(k+1)(k+2)

2. Soit n € N*. Calculer de méme S,, =

—_

Méthode 1 : ! _e, b e eca=l
FEREES hk+ D(k+2) Kk k+1l  k+2 T3

1
,b=—1letc=—.
2

Lycée Sainte-Genevieve 1 C. Vergé
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Ainsi, S, =

N~

| - 1 1
Z e Z 5 Z e En faisant des changements d’indice dans les 2
k=1 k=1

rL+1 rL+2
derniéres somme on trouve : S, = E - — E —+ = E —

Découpant les sommes entre 3 et n permet de szmphﬁer S en

S*E—i— 1 B 1 7}4_ -1 Puis. | S — n(n + 3)
"TAT 12 2+l 4 2+ D)m+2) T T dnr Dt 2) |
Méthode 2 : On écrit
L _ 3l +2) - K] 1 1
kk+0)(k+2) kk+1)(k+2) 2k(k+1) 20k+1)(k+2)

On a donc ,

B i [ 1 1 1 1

2k +1) 2+ 1) (k+2)] 4 A+ 1)(n+2)

par télescopage.

Exercice 3. Soient n € N* et g € R. Le but de l’exzercice est de calculer la somme
n
Sn=> kq".
k=0
Pour cela, on considére la fonction o : R\ {1} — R
n
T =y af
k=0
n
Donner deuzx formules pour la dérivée o', et en déduire la valeur de S, et Z K2k,

k=1

n n+1
x -1
Correction. Soit x € R\ {1}. D’apreés le cours, on sait que o(x) = E z* = — T En dérivant
Tz —

cette égalité, on obtient :

n
d’une part, o'(z) = Z ka1t

1™ —1) = n+1 _ 1 n+1 _ 1) " 1
d’autre part, o' (z) = (n+1)a2™)(z—1) — (= ) _ne (n+1)a" + .
(x—1)2 (x—1)2

On en déduit que : Zn: LoF—1 = nz"t — (n + 1)z" + 1.
P (x —1)2

nx”+2 (n+1) ’L+1—|—.T
(x—1)?

Remarque : les propriétés des polynomes permettent de montrer que si une telle formule est vraie sur
R\ {1}, elle lest également sur C\ {1}.

n
En multipliant par x, on obtient la formule : |Vx € R\ {1}, Z kak =

Lycée Sainte-Geneviéve 2 C. Vergé
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On en déduit que

n+2 1 n+1
ng (n+ )2(1 LR
(¢—1)
Sn:
1
771(712—1— ) st q=1.

En particulier, pour x = 2, on obtient :

k2R |=n2"t? — (n+ 12" 42 =2""2n—n—1)+2=|(n—1)2""" +2|
k=1

n
Exercice 4. Soient x € R et n € N. Calculer S, = Z (Z) sin(kzx).
k=0

Par linéarité de la partie imaginaire et en utilisant la formule du binéme de Newton,
n n
S =1 thr | _ I 1 r\n )
m <1§0 (k)e ) m(( +e') )

S NT

Or, en factorisant par l’angle moitié, 1 + e'* = 2 cos 552 donc (14 e*)" = 2" cos" —e''2 . Ainsi,

N8

S = 2" cos" = sin —.
2 2

"1 k
Exercice 5. Soit n € N*. Calculer C,, = Z -5 COs <—7T> .
= 2 3

1 .=
Complezifions ! Comme 5615 #1,0na:

s 1 3 s | T
Or, e 's = - — z£ donc 2¢7'5 =1 — /3 puis 2¢7'5 — 1 = —iV/3, de sorte que

2 2
) 1 .an 1 nmw
C,=Re|—=[1—-—¢"3 = ——sin | — | .
<¢§< 2n )) 2n/3 (3>
1 nm
C, = 51 — .
znﬁsm(3>
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Plus précisément :

I . (nm .
o Sl existe p € N tel que n = 3p, sin (3> = sin(pr) = 0 donc .
3
o S’il existe p € N tel que n = 3p+ 1, sin <n37r> = sin (pﬂ' + 73T> = (—1)Psin <§) = (—1)1’\2[ donc

(—1)P —1\3r+2
C3p+1 - W = <2) .

2 2
e S’il existe p € N tel que n = 3p + 2, sin (7?) = sin (p7r+ ;) = (—1)?sin (;) = (_1)17\/g

(fl)P 1 1 /—1)\3p+2
donc | Capyo = 5313 ~Cspi1 = AR ]

Vérification OK sur les 6 premiers termes.

Exercice 6. Deux sommes. Soient x # g [] et n € N. Calculer

et T =
k

" sin(kx)
— (cosa)t

< (cos

Correction. On a :

On a l’équivalence

e . :
=1 <= cosz+tisinex =cosz <= sinz=0 < z=0 [n].

COST

e Six=0|n], alors S+il'=n+1, donc S=n+1etT =0.

e Sinon :
1 ( it )n+1
. - cos T
S + ZT = #
- CcosxT
1 cos" 1 x — eix(n+1)
= X ,
cos™ x cosxr — e’
1 cos" 1 x — cos((n + 1)z) —isin((n + 1))
= X .
cos"x —1sinx

sin((n + 1)z) Lo cos™ 1 (z) — cos((n + 1)z)
S 7/ .
cos™x X sinx cos™x X sinx
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D’ou
5 sin((n + 1)1:) o T cos" 1 (z) — cos(.(n +1)x) .
cosx X sinx cos"x X sinx
En conclusion :
n+1 sixz=0 ] 0 stz =0 [r]
S =< sin((n + 1): et T = AL s

sin((n + )r) cinon cos" () cos(.(n +1)z) cinon
cos"x X sinx cos"x X sinx

Exercice 7. Soient n € N*, 6 e R et S,, = Z cos(k6)(cos 0)k. Exprimer S, d laide den et 6.
k=1

n . k}
Correction. On écrit : S, = Re <Z [008(0)629} )
k=1
Or, cos(f)e? =1 <= cos?f +icosfsinh =1 <= cos’f =1 et sinf =0 <= sinfh = 0 <= 6 € 7Z.
e Premier cas : si 0 € 77 alors cos(0)e’ =1 puis S,, = Re(n) = n.

e Deuziéme cas : si 0 & w7, Sp = Re(q+ ¢ + - -+ ¢") avec q = cos(#)e’® # 1 done

(q - )
o n [ ,inf
= Re (cos e? 1 cos™ Oe >

= Re

1 — cos el

— cos™ fe™?
= Re | cosf x

e _cosf

o n g ,ind
= Re (CObHX L~ cos”fe )

—isin6

= Re <s1n9 X (0050 os" 1 Hemg))

o i n+1 inb
—O+Re<bin9x( cos fe ))

—cos" 19 .
= ——F+— X Re (zeme)

sin 0

sin(nf) cos™*1

sin 6

Lycée Sainte-Geneviéve 5 C. Vergé
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n
Exercice 8. Somme alternée. Soit n € N*. Donner une expression simplifiée de S,, = Z(—l)kkz.

k=1
.5t 9 DYty H 9h soi¥asmol s9 2no 9bh stosiomoiRih 95y 9TS-Yag pusn ¢ L

LT(I=) 150 9155859 953 tng HY 995n) 92080 olissrrtol 9sms ool Feesn Nusoq 1O

Correction.

Cas ou n est pair (n = 2p). Alors

2p P P P
_ _ k1. 20 20-1 _ _ _ . _ N
Sp="Syp =Y (-1)fk=> Y (-1)20+> (-1)*'20-1)= (20— (20-1)=> 1=p= %
Cas ou n est impair (n =2p+ 1). En sommant par paquet et en utilisant le cas précédent, on a :
2p+1 2p
n+1 n+1

Sn=Sopr1 =D (=)' =3 (-1)k=(2p+1) = p—(2p+1) = —(p+1) = ——— = (-1)"——

k=1 k=1

Bilan.

o3

st n est pair
Sn = n+1 . . .
—=—5— st mn est impair

Bonus. Il y a une formule close, sans disjonction de cas :

S, = (—1)"{”;1]
En effet,
VH_lJ B {g+%J = ngEJ = g sin est pair
9 ] n+1

st n est impair

Autre bonus. Il y a une autre formule close, sans disjonction de cas, et sans partie entiére.
Deux formules trés pratiques :

" 1 st n est pair 1—(=1)" 0 sin est pair
(=1)" = . et = .
—1  sinon 2 1 sinon.
Comme "
— st n est pair
S — 2
no n 1 . L
—— — —  s1n est impair,
2 2
on a
n 1—(-=1)™1 (=D)"(2n+1)—1
Sp = (-1)'"- - ———— = .
n= (=1 2 2 2 4
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n—1
Exercice 9. Soit w une racine n-iéme de 'unité différente de 1. Calculer Z |k — 12
k=0
Correction. On a :
n—1 n—1
Sk - 12 = 3 (b - 1)F - 1)
k=0 k=0
n—1
= Z(wk ~-D@* -1) (propriétés de la conjugaison)
k=0
n—1
= Z(wkwk — WP - 4 1) (en développant)
k=0
n—1
=Y (2-wf —a") (car |w|=1)
k=0

n—1 n
=2n — Zwk— Zwk.
k=0 k=0

Or, w est une racine n-iéme de l'unité différente de 1 (et donc il en est de méme de @). On a donc :

n—1 1— W n—1
St o= F e
1l —-w
k=0 k=0
1l en résulte que :
n—1

Z Wk — 1) = 2n |
k=0

Exercice 10. Somme des distances a 1. Soit n € N*. Calculer S = Z lw—1].
w€ely,

Correction. On ré-écrit :
n—1

S=3 |5 — 1.
k=0

En factorisant par Uangle moitié, on obtient Yk € [0,n — 1], ]e’zﬁ — 1| = 2sin (F) (car T e [0, 7|
n n

k
donc sin <;T> >0). Ainsi

n—1 X n—1
S = QIZ%Sin (T) = 2Im (Z(esz)k> )

k=0

Or, e =les =0 [27] <= 7 =0 [27n], ce qui est absurde. Ainsi e #1 et
n er 72
”’f( =y 1—¢m 2 2 ie'3n
en fr— - fr— i fr— . - f— "
= l—ewn 1—en —2isin(&)elzn  sin(gy)’
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|2

cos (

D!

, T
en factorisant par ’angle moitié. D’ou | S = 2 ”) = 2 cotan o |

n
n

|2

sin (

DO

Exercice 11. Somme trigonométrique sans annulation. Soient n € N* et (0,...,0,) € R™.

n eiak
Montrer que Z #0.

k
k=1 2

tDIIPSTDITS HIIpdas ) 1925lidys I9 obnsedn) tog tasrstoeinsl

no by
e
Correction. Supposons par l’absurde que E — =0.
ok
k=1
7

6‘91 n elek
5 —&-;27 =0, donc

On peut écrire 1’égalité sous la forme

6791 n eiﬁ)k
Ty Xy
k=2
Considérons le module de chaque membre de cette égalité :
i0
) el 1
e d’un coté, |— = —;
2
e de lautre,
n eigk: eiak:
Z 3 < Z ok (inégalité triangulaire)
k=2 k=2
n
1
<D o
k=2
11
4 271,+1
< 11
2
1 1
S -
AL
_ 1
27

on obtient une contradiction, ce qui conclut la preuve.
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Exercice 12. Récurrence forte! Soit (up)nen+ une suite d termes strictement positifs vérifiant :
p p 2

(%) VpeN*, Zuf = (Zm) .
i=1 i=1

Montrer par récurrence forte Vn € N*, u,, = n.
) n

£

& . & .
NES Ay E SI S\()Xf‘f\\\‘(\l\. A\ T IRy ‘\f\“\x‘\ql&{a
I=s5

Correction. Pour tout n € N*, on note P, : « up = n ».
Montrons, par récurrence forte ¥Yn € N*, P,.

Initialisation. Pour p = 1, Uhypothése donne u3 = u? donc ut(uy —1) = 0. Or, u; # 0 donc uy = 1.

On a donc P1.
Hérédité. Soit n € N*. Supposons Py, Pa, ..., Pn, et montrons Ppi1.
On a :
n+1 ) n+1 9
Z up = ( Z uz) hypotheése (x) avec p=n+1
i=1 i=1
n . . n 2
Zuf + Ul = (Zm + un+1) paquets (a gauche et a droite)
i=1 1=1
n . . n 2 n
Zuf + ule — (Zw) + Q(Zui)unH + u?LH identité remarquable
i=1 i=1 i=1
. n
ule = 2(2 ui)unﬂ + uiH simplification grace da (%) avec p=mn
i=1
n
upyr = 2) U + Ung car Uny1 # 0
i=1
n
Ui+1 = 2 Zz + Upt1 d’apres P, ..., Pp.
i=1
U2,y —Uns1 —n(n+1) = 0. calculs

On obtient que uny1 est solution de Uéquation x> — x — n(n+1) =0, équation qui a pour solutions
n+ 1 et —n (relations coefficients-racines).
Donc

Up+1 =N+ 1 ou Upt+1 = —N.

Or upy1 > 0, donc upy1 =n+1. On a donc Ppi1, ce qui conclut.

Lycée Sainte-Geneviéve 9 C. Vergé
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Coefficients binomiaux
Exercice 13. Inégalité de Bernoulli. Sans faire d’étude de fonction ni de récurrence, montrer que

VreRy, VR e N, (1+x)">14nx e (1+2)">1+2z2"

Correction.

n
o D’aprés la formule du binome de Newton, (14 z)" =1+ nz + Z (:) 2 > 14 nx. (inégalité de
k=2
—_———
>0

Bernoulli)

n—1 /,
o D’aprés la formule du binome de Newton, (14 z)" =1+ 2" + Z <Z> > 142"
k=1

—_——
>0

n
Exercice 14. Les coefficients binomiaux sont entiers. Montrer ¥Yn € N, Vp € Z, ( ) e N.
p

n
Correction. Pour tout n € N, on note H,, : « Vp € Z, ( ) €N ».
p

Montrons ¥Yn € N, H,, par récurrence simple.

0 stnon.

0 | p = 0
e SoitpeZ. On a : ( ) —{ 1sip=0 Dans tous les cas, ( ) €N, donc Hp.
p p

e Soitn €N tel que H,. Montrons Hy1.

Soit p € 7.
3 \ g n + 1 n n
D’apres la formule de Pascal, on a = + .
p p p—1
n n . n-+1
Par HR, et 1 sont entiers et N est stable par somme, donc e N.
p p— p
. . . . . . « [2n 4"
Exercice 15. Minoration du coefficient binomial central (1). Montrer Yn € N*, > 1
n n
2n m
Correction. Soit n € N*. On a Z ( k:) = (1+1) =22 = 4",
k=0
Lo - . . ) . 2n 2n
Or, la suite finie des coefficients binomiaux est mazimale en son milieu donc Vk € [0, 2n], i <
n

2n
donc, en sommant, on obtient 4" < (2n + 1)( >, ce qui démontre l’'inégalité proposée.
n

Lycée Sainte-Geneviéve 10 C. Vergé
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Exercice 16. Minoration du coefficient binomial central (2). Montrer Vn € N*,

Pour

Initialisation. D’un coté,

477,
2y/n

2n /
tout n € N*, on note P, : « < < ) ». Montrons Vn € N* par récurrence.
n

1

2x1
—— = 2. De lautre . = 2. D’ou Y.
2v/1 1

Hérédité. Soit n € N*.

4m 2n
S P, t.e. —= < )
upposons P, i.e NG (n)

47L+1 2 2
Montrons Ppi1, i.e. ———— < ne .
2vn+1 n-+1

Avant de commencer un quelconque raisonnement, remarquons que l'on a
©) 2n+2\  2(2n+1)(2n
n+1)  n+1l n/
Partons de &,,. On a :
4n - 2n
2yn  \n )

On essaie de faire apparaitre le coefficient binomial central (

2(2n+1)
n+1

2n + 2
+1

Pour cela, on multiplie par (qui est > 0). On a donc :

(2n+1) 4" _ <2n+2>

n+1 ﬁ n+1

Pour montrer &1, il suffit de montrer que :

gn+l (2n +1) 4™

< )
2vn+1 n+1 /n

ce qui est équivalent a

2vnvn+1 < 2n+1

ce qui est vrai car V(zx,y) € Ri, 2 /xy < T +y.

), a Vaide de ().

<
2y/n n

9951911095\

Lycée Sainte-Geneviéve 11
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Exercice 17. Soit n > 3. Calculer les sommes suivantes.

Lo n n n k
} S"‘,%(k) y Vn—kz_%k:<k>. 7 Yn—kg@ (v € [0,m])

_ = =p

" n+1 "o (n = (k+p
ngzz< ¥ ) 5Wn:2k2<k>. SZn=Z< k)(pel\w

k=1 k=0 k=0

" (n+2 "1 (n L (2n+1

P k—1 k:Ok:—f—l k = k
Correction.

n

1. S, = Z (k)l 1" F = (14 1)" = 2" (fait en cours).

n+1
n—+1 n—+1 n—+1
2. T, = - - =2t 92 =2(2" —1)|.
= ()0 - () -

3. Un changement d’indice donne :
2 2 L+ 2 2 , + 2
n -+ n n -+ n n+ " n—+ n n+
0 1 n n+41 n -+ 2

n—1 n+2 n+2 n+2
R

k=2 k=0
,+2)! 2)(n + 1)
2"“<1+(n+2)+(ﬂT2|)+(n+2)+1>:2”+2(2n+6+ n n+ >
n-.4.
2
n + 14
Ainsi, Un:2”’+2—%.

—1 —1
4. Yk € [1,n], <Z> = Z(Z 1) donc /<:<Z> = n(Z 1). Un changement d’indice permet de

conclure : |V, = n2"!

L n n—1 1
5. Comme précédemment, Vk € [1,n], k(k‘) = n<k B 1) donc Wy, = nz k’(k 1>

k=1
n—1

-1
Un changement d’indice donne : W, =n Z(k +1) (n i ) puis en développant :

n—1 n—1 B n—1
n—1 n—1 n—1 n—2 n—1
W, =n L}Zlk‘( I > + E ( I )1 =nVp_1+n E ( i > = n(n —1)2 + n2 =

k=0 k=0
n2"%(n —1+2) =n(n+1)2"2. Ainsi, |\ W, = n(n +1)2"2|.

n-4+1 n+1(n 1 n 1 n-+1
6. ¥k € [0, ], <k+1> = l<:+1<k> done k“@ - n+1<k+1>'

1 n+1 1 s 1 1
OnaXp=—— =— = —(2"*'-1). Donc| X,, = —— (2" = 1)|.
P T T 4 <k+1> n+1gl:0 ¢ n 1l ) Done| Xn = 2 ( )
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k k41 k
7. Formule de Pascal + télescopage :pour k € N, on écrit : = + — .
D p+1 p+1

_[(n+1 B P _(n+1
\p+1 p+1) \p+1)’

Ainsi, par télescopage

1
donc|Y, = ne .
p+1

k k+1 k
8. Formule de Pascal + télescopage : pour k € N, on écrit : (p—i— ) = (p—i— + ) — (p—i— )

k k k-1

)0

Ainst, par télescopage

() ()

] 1
donc | Z,, = <p+n—i— ) .
n

n

=y

k=0

9. A laide du changement d’indice j = 2n+1—k, déterminer la valeur de B,,. A l'aide du changement
d’indice j =2n + 1 — k et par symétrie des coefficients binomiaux, on remarque que :

2n+1 om + 1 2n+1 om + 1
B, = = .
" Z (2n+1— j) Z ( j >

Jj=n+1 Jj=n+1 J

2n+1
2 1
Ainsi, 2B,, = g ( n+ ) — 22n+17 db?l’Bn —92n _yn ‘
i J
7=0

n m n—1 2n
E i 18. ) *, = —1 k Tn = -1 g :
xercice 18. Soit n € N*. On pose S, kZ:%( ) <2k> et kz:%( ) <2k + 1)

1. Ecrire le complexe (1+ i)Qn sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique.

2. En déduire la valeur de S, de T,,.

1. 14i=+2€e"T donc|(1+4)% = (20)" =272 | ou| (1 +1)*" = 2" cos (71'271> + 12" sin (ﬂ-;) .

2. D’apreés la formule du binome de Newton :

-\ 2n 2 (2n ke = (2n 2 - 2n 2p+1 . 2
(1+1) :Z p i :Z ) zp—l—z o+ 1 PPt =S, + 1T, avec (S,,T,) € R”.
p P

k=0 p=0 p=0

Par unicité de Uécriture algébrique de (1+1)*", on a :|S, = 2" cos (7T2n> et| T, = 2"sin (71-2”) .

Lycée Sainte-Geneviéve 13 C. Vergé
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Produits a un indice

° 1 L 1
Exercice 19. Soit n > 2. Calculer les produits H (1 — —) et H (1 — —>
k=2 k

n 1 n k: o 1 1 n 1 1
. (1 — > = ——— = —, par télescopage. <1 — ) =—|
Pt k Lk n k

" 1 D1 S kk-Dk+1D) S k-1 Sk+11
BB BRI I Ly ,
- < k2 Pt k2 Pt k2 e kK e kK n 2 2n
en faisant deux télescopages.

nok -1

Exercice 20. Soit n > 2. On pose Pn:kl;[zk?)_i_l.
2 D4+ k+1
1. Mont P, = .

2. En déduire une expression simplifiée de P,. Quelle est la limite de (P,) ?

L <A woq I+ ([+4)— &(I + 1) 19l5olnd THE TN SMEN0D HINSOY 10

Correction.

1. Remarquons que pour k > 2, on a (d’aprés la formule de Bernoulli ou en factorisant) :
B-1l=k-10)k+k+D) etk+1=(k+1)(k*—k+1).
(k-1 kKP4 k+1 Dk-1 S k2+Ek+1
D P, = = — T T —

k-1 1x2
Or = = : les termes se télescopent, il ne reste que les 2 premiers
’,}_[211'—1—1 nx(n+1) nn+1) pent " b

et les 2 derniers.

2. En utilisant la remarque, on écrit pour k > 2, (k + 1)2 —(k+1)+1= k2 +k+1. Alors d’aprés la
2 Dk+1)2—(k+1)+1

question 1., on a : P, = n(n +1) kl_[:2 e . Par télescopage, il vient :
p__ 2 (n+1)2—(n+1)+1_gxn2+n+1
" nm+1) 22 -2+1 137 nn+1)
24n+1 2
im wzl donc| lim P, = —|.
n—+o00 77,(77, + 1) n—+00 3

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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Sommes doubles

Exercice 21. Soit n € N*. Calculer les sommes doubles suivantes :

Sp = Z (Z) Vo = Z i T, = Z (r+4q) P, = Z ]

0<i<j<n 1<i<j<n (p,q)EN? 1<i<j<n
pt+q<n
Q=) - M,= 3" min(i,j) Dy= Y |i—jl
i=1 =i J 1<4,j<n 1<i,j<n

Correction.
g n J ; n n+1
JYy - ;2 -1 oo

Loy ()= 5(2(]) - Sy - Bt
0<i<j<n j=0 \i=0 =0

2. Premiére méthode : V,, = Z Z i = Z (n—i)i = ZM_ZZ ”Jr 1) (n—1)n(2n—1)

=1 j=1+1 i=1 6
-1 —Dn(n+1 -1  — Dn(n+1 (n? —1
(=D gy (= D+ 1) ne? >,d;m; v (=Dl 1) a1
6 6 6 6
N , , SE PR Ay VAR (J—l ) 1~
Deuxiéme méthode : V, = ZZ? = Z 5 = Z Zk Z] =
j=21=1 Jj=2 Jj=1 k:l
nn+1)2n+1) nn+1) nn+1) (n—1)n(n+1) . n(n? —1)
- = Mm+1—3 = ou |V, = 2|
5 1 T [2n + 3] G , d’ou |V, G

3. Premiére méthode : puisque (p,q) € N* et p+q<n, on a (p,q) € [0,n].

Tn:i 7(p+ Z(Z[H‘ZQ)
p=0 q=0 p=0
R (n—p)n—p+1)
—pzo{(np+l)p+ : }
:i [(n—p—i—l) X n;p]

3
I
o

n
Zn +n—p?+p)

!
2 &
1 n(n+1)2n+1) n(n+1))
= — y y 1 2 —_
5 (n(n—i— ) 6 + 5
n(n+1)
= — 1) — (2 1
L) 6(n+1)— (2n+1) + 3]
T - nn+1)(n+2) .
3
Premiére méthode (bis) : on écrit T, = > +q = >  (p+n-—r), en posant

0<p<n—q<n 0<p<r<n

Lycée Sainte-Geneviéve 15 C. Vergé
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r=mn—q, et on conclut as usual.

n n
Deuxiéme méthode : T, = Z Z k= Z Z k.
k=0 (p,q)eN? k=0 (p,q)€I)
pt+q=k

Or, I = {(p, )eN2 \ p+q—k}—{(p7k p) | p € [0,k]} done Card(Iy) =k + 1.

1)(2 1 1 1
Ainsi, Ty = 3" k(k+1) Zk2+2kf nn + )6(7” )Jr”(”Q+ )—”(”; J(on+1+3)

nin+1)(n+ 2)
3

o j AN N U I R <n2(n+1)2 n(n+1)(2n+1)>_
4. P, ZJ(Z) 2775 52+ =5 % . )

i=1 j=1

donce | T,, =

20?1) X (3n(n+1)+2(2n+1)) = W(3n2+7n+2): n(n—l-l)(n2—22)(3n+1) o
P, = n(n+1)(n+2)3n+1)
24
5.
i n Jj i n 1 j
v 1<i<j<n ) ;;J ; (j ;Z>

i=17=1 % =1

6. My =30 min(i,j) 1( jHl)—Z((Z;l)H(n—i))

1
1, 1
221 +(n+2

i=1 A

nn+1)2n+1)
6

n
Zz Aprés calculs, on trouve : | M, =
1

\_/II
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7. On a :

D= Y G0t Y 0+ Y G-
1<i<j<n 1<; ]ﬁn 1<j<i<n
i=j

(indices muets)

=2 Z (j —1) (somme nulle sur la diagonale)

7

Exercice 22. Soitn € N*. Calculer S,, = Z —
1+

1<i j<n

Correction. On calcule

25, = Y Z+7+ >

1<4,5<n 1<i j<7L ']
1<4,5<n +‘7 1<1,J<n

( : ! )
= Y |(—+——
— t+g7 1+

1<i,5<n
= > - > 1=’
1<4,5<n + 7 1<i,j<n
2
n
donc | S, = 5

[k=j-i]

(linéarité)

(en échangeant i et j dans la deuziéme somme)

Lycée Sainte-Geneviéve 17
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Exercice 23. Somme de puissance de racines n-iemes de ’unité.

Soient n € N* et (g, ..., (o1 les racines n-iémes de l'unité.
n—1
1. Calculer S, = Z ¢y pour tout p € N*. Pour la culture, S, peut aussi s’écrire Z wP.
k=0 wely,

2. On suppose n > 3. Montrer que Z (¢ = 0.
0<k¢<n—1
|3,

Correction.

\ oy s i2km
1. Soitp € N*. Les racines n-iemes de l'unité sont les complexes e n our k € [0,n—1]|. On a donc
) )

n—l i2kp n—l i2pm\ k
Sp — Z e n = Z (6 n ) .
k=0 k=0

i2pm . N . . . 7 .
Le complexe e n est égal a 1 si, et seulement si, n divise p. On en déduil que :

e sin divise p, alors S, =n;

i2pm \ N
)

e sin ne divise pas p, alors S, =

i2pT
1—en
. n o sn

En conclusion :|S, = . P

0 sinon

2. On note S' = E CrCo.
0<k,£<n-—1
kL
On a
S22 =85+ 5"

Comme n > 3, les entiers p € {1,2} sont tels que p Z 0 [n].
Donc S1 = S =0 d’apreés la question précédente.

Dois =0l
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