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Fonctions indicatrices

Exercice 1. Soient E un ensemble non vide et A et B deux parties de E.Montrer que :

1. Tpgnp =14 x 1p, 3. 14+ 1B —1gnB = 1 aug,

2. max(14,1p5) = Laug, 4o Lae=1—14.

Correction. Toutes ces applications sont des éléments de {0, 1}E.

1. Premiére méthode. Soit z € E. On a :
(Iax1p)(x) =1<=ly(x)lp(x) =1<= Ty (z) =1 etlp(x)=1<=ax € Aetx € B<=x € ANB.
Puisque (14 x 15)(E) C {0,1}, on en déduit que

(]lA><]lB)(.I’):0<:>(]IAXHB)($)7£1<:>$¢AQB.

Ainsi, |14 x 1p = 1ang|
Deuxiéme méthode.

o Soitz € ANB. Alorsx € A etx € B donc (14 x1p)(z) =1a(x) xIp(x)=1x1=1.

o Soit maintenant x ¢ ANB. Alorsx ¢ A oux & B donc 14(z) =0 ou Lg(x) = 0. Dans tous
les cas, (14 x 1p)(z) = 0.

On a donc égalité d’applications : ’ Tax1g=1anB ‘

2. Soitx e E. On a :

max(1a,1p)(z) =0 <= max(1a(z),1p(z))
<= 14(z) =0 et 1p(x)
<—x¢gAetr¢B
<= non(zx € A) et non(x € B)

-0
=0 car 14(x),1p(x) € {0,1}

<= non(r € A oux € B)
— ¢ AUB.

lsiz e AUB

0 sinon donc ’max(]lA, 1) =1ausB ‘

On en déduit que max(14,1p)(z) = {

3. Notons f =14+ 1g — 1 anp. Distinguons les cas.

o Soit x € AU B. Distinguons :
Size ANB, alors f(z)=1+1-1=1.
Sixz ¢ AN B, alors 14(x) + 1p(x) =1, et Lanp(z) =0, donc f(z) = 1.
Ainsi, Yx € AUB, f(x) =1.

o Soit maintenant t ¢ AUB. Alorsx ¢ A etx & B et v ¢ ANB. Ainsi, f(x) =0+0—0=0.
Ainsi, Vx ¢ AU B, f(x) =0.

On en déduit que f est une fonction indicatrice et plus précisément : ’ f=1a+1g—1ang=1auB]|

Lycée Sainte-Genevieve 1 C. Vergé



PCSI 2 TD 4 - Applications (Correction) Année 2024-2025

4. Premiére méthode. Soit x € E. On a :
(1-14)(z)=1<=1-1y(x)=1<=14(x) =0z € A"
Or, 14 est a valeurs dans {0,1} donc 1 — 1 4 aussi, d’ot :
(1-14)(x)=0<«= (1—-14)(z) #1 <= x € A,

d’apres les équivalences précédentes.
Deuxieme méthode.
o Soitxz e A. Alors x & A® donc 14(x) =1 et Lac(x) =0 done (1 —14)(x) =1 —T4(x) =0.

o Soit maintenant x ¢ A. Alors x € A° donc 14(z) = 0 et Lac(x) = 1 donc (1 —14)(z) =
1—1a(z) = 1.

On en déduit que 1 — 1 4 est une fonction indicatrice et plus précisément : .

Exercice 2. Bijection avec Z(E). Montrer que lapplication ¢ : P2(E) — {0,1}F est bijective.
A — 1y

Correction.

e Montrons que ¢ est injective.
Soit (A, B) € Z(E)? tel que 14 = 1 5. Montrons que A = B.
Soit x € A. Alors 1g(z) =1 4(z) =1 donc x € B. On a donc A C B.
Par symétrie, B C A puis A = B.

e Montrons que ¢ est surjective.
Soit f € {0,1}*. Notons A={x € E | f(z) =1} = f~1({1}) I’ensemble des antécédents de 1 par
f et montrons que f =14 = p(A).
Soit x € E. Par construction de A, v € A <= f(x) = 1. On a donc bien f = 14.

Ainsi ’ @ est bijective‘.
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Images directe et réciproque

Exercice 3. Images directe et réciproque versus inclusion, union et intersection.
Dans cet exercice, E et ' sont deux ensembles non vides et f : E — F une application.
A, Ay et Ag désignent des parties de E et f(A) limage directe de A par f.

B, By et By désignent des parties de F et f~1(B) désigne l'image réciproque de B par f.
Démontrer les assertions suivantes :

1. A C Ay = f(Al) C f(AQ) 5 B C By = f_l(Bl) C f_l(Bg).

2. [(A1UAz) = f(A1) U f(A2).
3. [(A1NAz) C f(Ar1) N f(Az).
L’inclusion réciproque est-elle vraie ¢ Justifier. 7. fY (BN By) = f~Y(B1) N fY(By).

4 J(E)\ [(A) C f(E\A).
L’inclusion réciproque est-elle vraie ¢ Justifier. 8. fYB®) = (f~4B))".

0. f_l(Bl U BQ) = f_l(Bl) U f—l(BQ).

Correction.

1. Supposons Ay C As.
Soit y € f(Ay). Alors il existe x € Ay tel que y = f(z). Mais, A1 C Az, donc x € Ay puis
y € f(A2). Ainsi, | f(A1) C f(As)]

2. Raisonnons par double inclusion.

o Soity € f(A1 U As). Alors il existe v € A1 U Ay tel que y = f(x).
Six € Ay, alors y € f(A1) donc a fortioriy € f(A1) U f(As).
Sinon, x € Ay donc y € f(Ag) donc a fortioriy € f(A1) U f(Az).
Dans tous les cas, y € f(A1) U f(Az2) donc f(A1 U A2) C f(A1)U f(A2).

e Ona: A1 C (A1 UAs) donc d’apreés 1., f(A1) C f(A1 U Az). Pour la méme raison, f(As) C
f(Al U Ag)
Soit y € f(A1) U f(A2), alorsy € f(A1) ouy € f(A2). Dans tous les cas, y € f(A1 U Ag).
Ainsi, f(A1) U f(A2) C f(A1U Ay).

On a done Uégalité :| f(A1U Ag) = f(A1) U f(As) ],

3. e OnaAiNAy C Ay donce d’apres 1., f(A1 N A2) C f(A1). De méme, f(A1 N Az) C f(A2).
F(A10 A) C F(A1) N F(A) ]

o L’inclusion réciproque est, Pour Ay = {2}, Ay = {2} et f: 2 2%, ona AjNAy = &
donc f(Ay N Ag) = f(@) = @, mais f(A1) = f(Az) = {4} donc f(A1) N f(As) = {4}.
F(A1N A3) € f(A1) N f(A9) ]

4. e Soitye f(E)\ f(A). Commey € f(E), il existe x € E tel que y = f(x).
Comme y & f(A), on a x & A (raisonner par Uabsurde : si x était dans A, alors. . .).
On en déduit que x € E\ A puisy € f(E\ A).
On a montré| f(E)\ f(A) C f(E\ A)|

Ainsi,

Ainsi,
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o Considérons la fonction f: R — R et A=R,.
r — 2
On a alors f(A) = f(R) (car les deux parties sont égales a Ry.), donc f(R)\ f(A) = 2.
Pourtant, on a E\ A=R* et f(E\ A) =R} # 2.

Cela montre que

Uinclusion précédente est stm’cte‘ et

linclusion réciproque est fausse‘.

5. Supposons By C Bo. Soit x € f~Y(By). Alors f(x) € By. Or, By C By donc f(x) € Ba, ce qui
signifie que x € f~Y(By). Ainsi, | f~1(B1) C f~Y(Ba) |

6. Soitx e E. On a :

z € fH(B1UBy) <= f(x) € BiU By
< f(x) € By ou f(x) € By
—zefHB) ouze fHBo)
=z e [TH(B)UST(B).

Dot Pégalité :| f~1(By U By) = f~X(B1) U f~4(By) |

7. Soitx € E. On a :

€ fTYB1NBy) < f(x) € BiN By
< f(x) € B; et f(x) € By
—zecf Y B) etaxe f By
= we fTH(B)N (B

D’ou Uégalité : | f~1(B1 N By) = f~1(B1)N f~1(Ba) |.

8. Soitxe E. On a :

z € fH(B%) < f(z) € B¢ <= non(f(x) € B) <= non(z € f~1(B)).

D’ows Uégalité :| f~1(B°) = (f~1(B))°|.
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Exercice 4. Critéres d’injectivité et de bijectivité. Soient E et ' deux ensembles et f : E — F.
1. Montrer que f est bijective si, et seulement si, VA € 2(E), f(A°) = f(A)".

2. Montrer que f est injective si, et seulement si, V(A, B) € 2(E)?, f(ANB) = f(A)N f(B).

Correction.

1. e Supposons que f est bijective. Soit A € P (F).
— Soit y € f(A®). Alors il existe x & A tel que y = f(x).
Siy € f(A), alors il existerait a € A tel que y = f(a), et par injectivité de f, on aurait
x=a€ A, ce qui est absurde. Ainsi, y € f(A)°, ce qui montre l'inclusion directe.

— Soit y € f(A)°. Comme y € F et [ est surjective, il existe x € E tel que y = f(x). On
sait que y € f(A) donc x & A. Ainsi, y € f(A°).

On a bien | f(A°) = f(A)°|
o Supposons que VA € P(E), f(A°) = f(A)".

— Montrons que f est surjective. Par hypothése, appliquée ¢ A =@ € P(E), et puisque
¢ =F et f(@) =, on obtient :

f(E) = [(2°) = f(9)" =& =F,

ce qui signifie que f est surjective.
— Montrons que f est injective. Soient x,x' € E tels que x # 2.

Alors o' € {x}¢ donc f(2') € f({z}°) = {f(x)}° par hypotheése, car {z} € P(E). Ainsi,
f(@") # f(x). Par contraposée, on a montré f est injective.

Ainsi,

f est bijective ‘

2. Sens direct. Supposons f injective. Soient A, B C E. D’aprés l'exercice 3, linclusion f(ANB) C
f(A) N f(B) est toujours vraie.
Pour lautre inclusion : soit y € f(A) N f(B). Alors il existe (a,b) € A X B tel que y =
f(a) = f(b). Or comme f est injective, a = b donca € ANB ety € f(AN B). On a donc
f(ANB) = f(A) N f(B)|

Sens indirect. Supposons que : VA,B C E, f(ANB) = f(A)N f(B).

Soient x, 2’ € E tels que f(x) = f(a'). Posons A = {z} et B ={2'}. Alors f(A) = f(B) puis
par hypothése f(AN B) = f(A) = f(B).
Six # ', alors ANB = @ et f(ANB) = & puis f(A) = &, ce qui est absurde car par
définition, f(z) € f(A). Ainsi, x = 2’ donc ’ [ est mjective‘.
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Exercice 5. Critéres d’injectivité et de surjectivité. Soient E et F' deux ensembles et f : B — F.

1. Montrer : YA € P(E), AC f~Y(f(A)) e VBe P(F), f(f1(B)) CB.

o Soit A€ P(E). On a, pour tout a € A, f(a) € f(A) donc a € f~1(f(A)).

o Soit B € P(F). Soit y € f(f~YB)). Alors il eviste v € f~1(B) tel que y = f(x) i.e.
f(z) € B, doncy € B.

2. Montrer : YA € P(E), A= f~Y(f(A)) si, et seulement si, f est injective.

o Supposons que A = f~1(f(A)) pour toute partie A de E.
Soit (z,2') € E? tel que f(x) = f(2'). Alors f(2') € f({z}) i.e. 2’ € f71(f({z})) = {x} par
hypothése. Donc x = 2’ et f est injective.

o Supposons que f est injective. Soit A € P(E). Montrons que f~1(f(A)) C A.
Soit x € f~Y(f(A)) alors f(x) € f(A) donc il existe a € A, f(x) = f(a)*. Comme f est
injective, * = a donc x € A. Ainsi, f~1(f(A)) C A. L’autre inclusion étant toujours vraie,
on a l’égalité.

Attention a Uerreur classique consistant a dire directement : x € A, ce qui est faux la plupart
du temps. Contre-ezemple : f : x + x2. On a 9 € {9} ce qui se ré-écrit f(3) € f({—3}) et
pourtant 3 ¢ {—3}.

Autre solution. L’application f : A — f(A) est bijective et f~1: f(A) — A est en particulier
surjective donc f~1(f(A)) = A, et on a pour toute partie B ¢ F, f~Y(B) = f~Y(B), donc
(A = 4.

3. Montrer :¥B € 2(F), f(f~Y(B)) = B si, et seulement si, f est surjective.

o Supposons que f(f~1(B)) = B pour toute partie B de F. En particulier, f(f~1(F)) = F. Or,
f~YF)=E donc f(E) = F, ce qui signifie que f est surjective.
o Supposons que f est surjective. Soit B € 2 (F). Montrons que B C f(f~1(B)).
Soit y € B. Alors y € F, et puisque f est surjective, il existe x € E tel que y = f(x).
Ainsi, f(x) € B donc x € f~Y(B).
On en déduit que y € f(f~1(B)), ce qui prouve bien que B C f(f~1(B)).
L’autre inclusion étant toujours vraie, on a l’égalité.

Exercice 6. Une partition. Soient E et I deux ensembles non vides et f : E — I une application.
On pose, pour touti € I, A; = f~1({i}).

Montrer que la famille (A;)icr est un recouvrement disjoint de E.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f pour que (A;)icr soit une partition de E.

Correction.
e Pour touti € I, A; représente l’ensemble des antécédents de i donc est bien une partie de E.

o Soit (i,5) € I?. Si AiNA; # @, alors il existe x € A; N Aj on a f(z) =i et f(z)=j donci=j.
Par contraposée, on a : 1 # j = A;NA; = @, donc ’ les A; sont deux a deux dz’sjoints‘.
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e Soit x € E. Trouvons ig € I tel que x € A;, i.e. tel que f(x) = ig.
Posons ig := f(x). Puisque f : E — I, on a bien ig € I. Puisque f(x) =iy, on a bien x € A;,.

On a donc montré que £ C U A;. L’inclusion réciproque étant immédiate, on a [’égalité U A =F|
icl icl

Ainsi, ’la famille (A;)ier est un recouvrement disjoint de E ‘ Puisque (A;)icr est déja un recouvrement
disjoint de E,

(A;)icr est une partition de E <= Vi€ I, A; # &
—=Vicl, rec f1({i})
< Viel JreE| f(z)=1
<= f est surjective.

Ainsi, une condition nécessaire est suffisante pour que (A;)ier soit une partition est | f surjective|.

Injectivité, surjectivité, bijectivité

Exercice 7. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ¢ bijectives ¢ Déterminer Im(f3).

« fi: Ry — R  fs: N —

z — V241 no— |5
o fo: R? — R? . f6: N —- N

(z,y) = (+y,z-y) n o— n+l
° f31 Rz — Rz . f7: N — N

(z,y) = (z+y,zy) n o — (n—l)]l{nzl}
° f4‘ (C — CZ . f8 ZXN* — Q

z = e 1

(pg) = p+y

Correction.

1. fi1 est injective mais pas surjective (il est clair que Im(f1) C [1,+oo[ donc en particulier 0 n’a pas
d’antécédent par f1). On pourrait montrer que Im(f1) = [1,+oo[ car tout y € [1,+o00[ peut étre vu

comme limage de \/y — 1 par fi.

u—+v
_ u=x+ €r=
2. Soient (u,v) € R? et (z,y) € R%. On a : (u,v) = fa(x,y) & { v:x—z & UEU
Y= 9
Ainsi, fo est bijective donc en particulier, elle est injective et surjective. De plus, f{l . R? = R?

( ) . <u—|—v uU—1v
U,V
’ 2 7 2

3. f3(1,2) = f3(2,1) et (1,2) # (2,1) donc f3 n’est pas injective.
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8.

Déterminons Im(f3). On a :

u=x+y
v =Y

V(z,y) € R?, V(u,v) € R?, (u,v) = f3(x,y) < {

— 1z ety sont les racines réelles du polynome X* — uX + v

— u? — 40 >0.

On a donc montré que |¥(u,v) € R?, (u,v) € Im(f3) <= u? —4v > 0|, d’oul

Im(f3) = {(u,v) € R? | u? — 4v > 0} | C R? (car par ezemple (0,1) ¢ Im(f3)) donc f3 n’est pas surjective.

. (cf cours) : fy n'est pas surjective car O n’a pas d’antécédent par ’exponentielle compleze.

fa n’est pas injective car e> = e3TH7,

f5 n’est pas injective car f5(2) = f5(3) = 1 alors que 2 # 3.

2
f est surjective car pour tout p € N, p = |p| = {QPJ = f(2p), avec 2p € N.
fe n'est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent. Par contre, Uapplication f: N — N* est

n — n+1
bijective, de fonction réciproque f~1: N* — N
p = p—1

f7: N —- N
n—1 sineN*
0 stmn=20
D’une part, f7(0) = f7(1) =0 et 0 # 1 donc f7 nest pas injective, ni bijective.
D’autre part, Vn € N, fr(n+ 1) =n donc f7 est surjective.

n

e Montrons que fg est injective.

Soient (p,q) et (p',q') tels que fs(p,q) = fs(v',q).
On a donc 1 1 1 1

p+*=p/+7 c’est-a-dire p/—pzf—f/
q q q q

Oro< % <let-1< —% < 0. Donc, en sommant ces inégalités, on obtient :
1 1

“l<--Z <1
q g

On a donc |p—p'| < 1. Or p—p' est un entier, d’otp —p' =0, puisp =p".
En utilisant fs(p,q) = fs(p',q'), on tire q = ¢'.
Ainsi,

fs est injective ‘

e Montrons que ’ fs n'est pas surjective|, en montrant que le rationnel % n’a pas d’antécédent.

Raisonnons par l’absurde, en supposant que % s’écrive p + % avec (p,q) € Z x N*.
On a toujoursp<p—|—% <p+1.
Et comme p + é = %, on aurait nécessairement p = 0.

D’ou % = % puis q = % D’ou la contradiction car q € N*.
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Exercice 8. Bijection entre N et Z. Soit f: N — Z

I3

st n est pair
n L
—% sinon

Montrer que f est bijective et donner la bijection réciproque.

Correction. On définit

g: Z — N
2x st x>0
—2r—1 sizx<O0

et on vérifie go f = Idy et fog=1dy.

Exercice 9. Egalité d’applications. Soient E,F,G trois ensembles, fi,for E—=Fetg: FF—G.
On suppose go fi = go fy et g injective. Montrer f1 = fo.

Correction. Soit x € E. On a : (go fi1)(z) = (g0 f2)(z) i.e. g(fi(x)) = g(fa(x)). Or, g est injective
donc fi(z) = fa(x), ceci pour tout x € E. Ainsi .

Exercice 10. Egalité d’applications. Soient E, F,G trois ensembles, f: E — F et g1,¢2: F — G.
On suppose f surjective et gy o f = go o f. Montrer g1 = gs.

Correction. Soit y € F. Par surjectivité de f, on peut trouver x € E tel que y = f(x).

Alors g1(y) = (910 f)(x) = (g2 0 f)(x) = g2(y) donc[g1 = ga].

Exercice 11. Bijectivité et (im)parité. Soit f : R — R une application bijective.
Montrer que f est impaire si et seulement si f~1 l’est.

Correction. On procéde par double implication.

o Supposons f impaire. Montrons que f~' est impaire.
Soit y € R. Montrons f~1(—y) = —f~(y).
On a, en utilisant f o f~+ = Idr puis f impaire puis f~'o f =1Idg :

FUw) = (=6 D)) = £ (F W) = =)

On a donc bien montré que f~' était impaire.

e On pourrait procéder de facon semblable pour montrer que si f~1 est impaire, alors f est impaire.
Appliquons plutéot le cas déja démontré.
Supposons f~1 impaire. Puisque f~' : R — R est une fonction bijective, d’aprés ce qui précéde, la
réciproque de f~1 est impaire. Or, (f~1)~' = f donc f est impaire.
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Exercice 12. Soient E un ensemble et f : E — E une application telle que f3 = f.
Montrer que f est injective si, et seulement si, f est surjective.
Indication : Bien sir, ici, f3> = fo fo f.

Correction.

o Supposons f injective. Soit y € E. f> = f donc en particulier, f(y) = f3(y). Or, f est injective
doncy = f2(y) = f(f(y)). y a pour antécédent f(y) par f donc f est surjective.
Remarque. On a montré que Vy € E, y = f2(y) ce qui signifie que f> = Idg (on dit que f est
une involution) et montre que f est bijective et f~1 = f.

o« Supposons [ surjective. Soit (x,2') € E? tel que f(x) = f(a'). Comme f est surjective, il existe
(a,a’) € E? tel que v = f(a) et 2’ = f(a'). Ainsi, f?(a) = f?(a’). En composant par f et puisque
f3=f, il vient : f(a) = f(d') i.e. x =2'. Ainsi, f est injective.

’ On a donc montré Z’équivalence‘.

Exercice 13. Soient E et F' deux ensembles et f € F¥ et g € EY deux applications.
On suppose f o go f bijective. Montrer que f et g sont bijectives.

Correction. f o go f bijective implique f injective et [ surjective. Ainsi, | f est bz'jective‘ et on peut

introduire f~1.

On écrit alors : g = f~Lo(fogof)of~'. En tant que composée de 3 bijections, | g est bijective|.

Exercice 14. Soient E, F,G trois ensembles, et des applications f € F¥, g € GI' et h € E©.
On suppose h o g o f injective, go f o h surjective et f o h o g surjective.
Montrer que f,qg et h sont bijectives.

Correction. Par hypothéses :
e hogo f estinjective, donc d’une part f injective.

e fohog est surjective, donc d’autre part f surjective.

On en déduit que ’f est bijective‘ et on peut introduire f~1.
On écrit : hog = (hogo f)o f=1. Un composée d’applications injectives est injective, donc ho g est
injective, d’ou g est injective.

De plus, par hypothése, go f o h est surjective et donc g est surjective. Finalement|g est bijective| et on

peut introduire g~ *.
Par composition d’applications injectives, h = (hog)og™

surjectives, h = f Yo (fohog)og ! est surjective donc ’h est bijective ‘

L est injective et par composition d’applications
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Exercice 15. Réciproque partielle faible a la stabilité par composition.
Soient E, I, et G trois ensembles non vides. Soient f € FE et g€ GF.

1. L’implication g o f injective = g injective est-elle vraie ? Justifier.
2. Montrer que si g o f est injective et si f est surjective, alors g est injective.
3. L’itmplication g o f surjective = f surjective est-elle vraie ? Justifier.

4. Montrer que si go f est surjective et si g est injective, alors f est surjective.

Correction.

1. La réponse est [non]. On peut donner un contre-exemple en faisant un diagramme sagittal.
On peut aussi considérer les applications f: Ry — R etg: R — Ry . Alorsgof =Idg,,
x = Nz r = 22
donc g o f est injective. Par contre, g n’est pas injective car par exemple (—2)% = 22 alors que

—24£2.

2. Supposons g o f injective et f surjective.
Soit (y,y') € F? tel que g(y) = g(y').
Par hypothése, f est surjective, donc il existe (x,2') € E? tel que y = f(x) ety = f(2').
Alors
(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(y) = 9(y') = g(f(2")) = (g © [)(a").
Comme go f est injective, on en déduit que x = x’.
En composant par f, il vient : y =1y .
On a donc prouvé que ’g est injective.‘

3. La réponse est [non]. On peut répondre a cetle question par un diagramme sagittal.
Sinon, on peut encore considérer les applications f: Ry — R etg: R — Ry . Alors
xr = Nz r =z’
go f=1Idg,. Donc go f est surjective. Par contre, f n’est pas surjective (car par exemple —1 n’a
pas d’antécédent par f).

4. Supposons g o f surjective et g injective.
Soity € F.
Alors g(y) € G et go f est surjective donc il existe x € E, tel que (go f)(x) = g(y).

On a donc g(f(x)) = g(y). Or, g est injective, donc : f(x) = y. On e donc prouvé que ’ [ est surjective.

Exercice 16. Trouver toutes les applications injectives f de N dans N telles que

(%) VneN, f(n)<n

Correction. Procédons par analyse-synthese.

Analyse. Soit f une application injective vérifiant (x).
Montrons que f = Idy.

Par récurrence forte, montrons que Vp e N,  H, : « f(p) =p ».
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Initialisation. On a f(0) € N et f(0) <0, d’ou f(0) =0. On a donc Hy.

Hérédité. Soit p € N tel que Ho, H1,...,H, sont vraies. Montrons Hpy1.
D’apres Ho, Hi, ..., Hp, on a :

fO =0, fM=1, ...  flo=p

et d’aprés (x) avecn=p+1, ona f(p+1) € [0,p+ 1].
Comme f est injective, l'image de f(p+ 1) est nécessairement égale a p + 1.
D’ou Hpyiq.

Bilan de I’Analyse. Une application injective de N dans N vérifiant (x) appartient a {Idy}.

Synthése. La fonction identité est injective et vérifie (x).

Bilan. ’L’ensemble des applications injectives de N dans N vérifiant (x) est {Idy} ‘

Exercice 17. Dans P(E). Soit E un ensemble non vide contenant un certain xg.
Considérons Uapplication f: P(E) — P(E)

PR {é sixzg € A
A sinon

1. L’application f est-elle surjective ? Quelle est l'image de f ¢
2. L’application f est-elle injective ?

3. Ezxprimer f o f en fonction de f.

Correction.

1. L’application f n’est pas surjective.
La partie vide n’est pas dans 'image de f.
Prouvons-le en utilisant un raisonnement par ['absurde.
Supposons qu’il existe A € P(E) tel que f(A) = @.
Distinguons deux cas.

e Cas zg € A.
Alors f(A) = A. Or f(A) =@. D’ou A = &. Ainsi, l’ensemble vide contient x.
C’est absurde.

o Cas zg ¢ A.

Alors xg € A et f(A) = A. Or f(A) = 2. D’oi A= @ Ainsi, ’ensemble vide contient .
C’est absurde.

2. L’application f n’est pas injective.
En effet, f(@) = E et f(FE) = FE et pourtant E # @ (d’aprés l’énoncé).

3. Montrons que fo f = f.

Déja, les applications fo f et f ont méme ensemble de départ et d’arrivée.
Montrons qu’elles ont méme expression.

Soit A € P(E).
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Montrons que (f o f)(A) = f(A).

Vu la définition de f, on procede par disjonction de cas.

e Cas zgc A.
Alors f(A) = A.
On a donc xg € f(A), dou f(f(A)) = f(A).
Dans ce cas, on a donc (f o f)(A) = f(A).

o Cas z¢ ¢ A, c’est-a-dire xp € A.
Alors f(A) = A
On a donc xy € f(A), d'ou f(f(A)) = f(A).
Dans ce cas, on a donc (f o f)(A) = f( ).

Exercice 18. Soit (a,b,c,d) € R* tel que c # 0 et ad — bc # 0. Soit f: R\ {—4} - R

C

axr +b
x —
1. Déterminer l'image de f. cx+d
2. Déterminer un ensemble I tel que g : R\ {—%} — 1 est bijective et déterminer sa bijection
x = f(x)
réciproque.
Correction.

1. SoztyGRetsoztmGR\{ } Ona :
fla)=y<—= .. <= z(a—cy) =dy —b.

o Supposons que y = <. Si on avait dy — b = 0, alors on aurait ad — be = 0, ce qui contredit
I’énoncé, donc dy — b # 0 et d’apres les équivalences précédentes, y n’a pas d’antécédent par
f. Ainsi, & ¢ Imf et Imf C R\ {2}.

o Siy# %, alors d’apres les équivalences précédentes, I'unique candidat x tel que y = f(x) est

dy—b dy—b . d dy—b  d

. Vérifions qu’il convient i.e. que 7é ——. En effet, si on avait
a—cy c

alors on aurait cdy — bc = —ad + cdy puis ad bc =0, ce qui contredil I’énoncé.

xr =

a— cy c’

dy — b
Ainsi, touty € R\{2} posséde un (unique) antécédent par f qui est ayi o DoncR\ {4} C Imf.

Par double inclusion, on a montré que |Im(f) =R\ {%} .

2. D’aprés la question précédente, tout y € R\ {%} posséde un (unique) antécédent par f/g qui est

dy_b.Ainsz’,, I =Im(f) =Im(g) =R\ {2} | convient et| g~' : R\ {%} — R\{fg}
a—cy

dy—1b
Y = v
a—cy
Exercice 19. Un exemple de bijection. On note D = {z € C, |z| < 1}. Soient a € D et
0a: D — D . Montrer que @, est bien définie (y compris p.(D) C D), bijective et déterminer p, L.
z—a
H
: 1—-az
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o Montrons que @, est bien définie i.e. pour tout z € D, 1 —az #0 (%) et pu(z) € D.
Fizons z € D.
D’une part, |az| = |a||z| < 1 donc az # 1.
D’autre part, on peut montrer que |@q(2)| <1 en montrant que |4 (2)
le fait que¥Z € C, |Z|? =ZZ. On a :
(L —12*) A — af*)

1—|pa(2))2=---= 1= ap > 0 car a et z appartiennent a D.

|2 < 1. Pour cela, on utilise

a
o Soit (z,y) € D%. On résout y = pu(x) &= ... &= 1 = 12/_:—7 =
ay
Remarquons que 1 +ay # 0 car (—a,y) € D? et d’aprés (%).
Yy+a
1+ ay
point puisque (—a,y) € D? ou encore parce que ¢_o(D) C D).

©—a(y).

On vérifie qu’un tel x convient, i.e. Vy € D,

€ D, ce qui est le cas (d’aprés le premier

Ainsi, | @, est bijective et ot =@ 4|

Sinon, on vérifie que p,o0p_o = Idp et p_q00, = Idp, ce qui prouve la encore que ’ wq est bijective

et que |0, =@ al.

Exercice 20. On considére lapplication f: C\ {1} — C , ol Z désigne le conjugué de z.
—1
B z
1-%

1. (a) Déterminer les antécédents de 1 par f.

(b) L’application f est-elle injective ?

2. (a) Calculer |f(z)| pour tout z € C\ {1}.
(b) L’application f est-elle surjective ?
(¢) Montrer que Im(f) =T.

Correction.
1. (a) Soit z€ C\ {1}. On a :

f)=l<=z-1=1-Z<=2+zZ=2<= 2Re(z) =2 <= Re(z) = 1.

Ainst, ’les antécédents de 1 par f sont les complexes de la forme 1 + iy avec y € R* | i.e.
i) ={1+dy |y e R*}.

(b) D’aprés ce qui précéde, f(1+i) = f(1+2i) =1 et 1+1i# 1+ 2i donc ’ f n’est pas z'njectz've‘.

2. (a) Soit z€ C\ {1}. On a :

l-z=1—2z=—(2—-1).

Ainsi, f(x) = — (z : 1)

(b) D’aprés ce qui précéde, tout complexe de module différent de 1 n’a pas d’antécédent par f. En
particulier, 2 € C\ Im(f) donc Im(f) # C d’ou ’ f n’est pas surjective |.

. Puisqu’un complexe et son conjugué ont méme module, on en déduit
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(¢) D’aprés 2.(a), on a Im(f) C U. Montrons linclusion réciproque.

Soit w € U. Alors il existe 0 € R tel que w = €.

Méthode 1. Soit z € C\ {1}. On a :
fR)=el <= 2-1=(1-2)" <= 2 +7e =1+,
En factorisant par el de chaque coté de l’équation, il vient :

; ;0 _;0 ) i 0 _;0 ;0
flz) = e e ¢i3 (ze '3 +ze£2) =e'2 (e '3 +6L2)

. 9 4
< Re (ze*’g> = cos 5 car 2¢'2 #0
_i0 0
< JyeR | ze " :cos§+zy
0 .\ e
— JyelR|z= (cos2+zy) ez,

Considérons yo € R tel que (cos(0/2) +iyo)e'?/? # 1, de sorte que zo := (cos(6/2) +iy0)eig €
C\ {1}. Alors f(z0) = € = w, ce qui prouwve que U C Imf.
Méthode 2. Si e £ 1, alors on peut remarquer que

f(eiﬁ) B ei@ -1 B 6i0(€i9 o 1) B ei@
1—e e —1 ’

donc € est un antécédent de lui-méme.
Si e =1, alors d’aprés la question (1a), on a f(1+1i) =1, donc 1 a un antécédent par f.
Dans tous les cas, tout élément de U admet au moins un antécédent par f donc U C Imf.

Finalement,

Exercice 21. Trace sur A. Soient A€ P(E) et fa: P(E) — P(E)
X — XnNA

1. Montrer que Uapplication fa est injective si et seulement si A = F.

2. Montrer que Uapplication fa est surjective si et seulement si A = E.

Correction.
1. e Supposons f injective. Remarquons que f(A) = f(E) (car f(A) = ANA = A et f(E) =
ENA=A). Par injectivité de f, on a donc A= E.
o Supposons A = E, alors [ est identité de P(E) ; elle est donc injective.
2. e Supposons f surjective. Alors :VY C E, 3X C E |Y = XNA. En particulier, VY C E, Y C
A. En particulier, E C A. Puisque ['inclusion réciproque est vraie, on a l’égalité A = F.

o Supposons A = E, alors f est lidentité de P(E) ; elle est donc surjective.
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Exercice 22. Traces sur des parties. Soient E un ensemble et (A, B) € 2(E)?.
On considére lapplication
f: PE) — PA) xPB)
X +~ (XNAXnB).

Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur A et B pour que f soit injective (resp. surjective, resp.
bijective). Quand f est bijective, exhiber sa réciproque.

Correction.

Injectivité. Montrons que ’ f est injective ssi AUB = FE ‘

Sens direct. Supposons f injective et montrons que E C AU B.
Soit x € E. Raisonnons par l'absurde en supposant que x € AU B = AN B.
Alors {z} N A= et {x} N B =, si bien que f({z}) = (2,9) = f(D). Or, f est injective
donc {x} = @, ce qui est absurde. Ainsi, v € AU B. On a donc montré que E C AU B. On
a toujours AU B C E donc on a [’égalité puis le sens direct.

Sens réciproque. Supposons que AU B = E et montrons que f est injective.
Sotent X, Y C E tels que f(X) = f(Y). Alors XNA=YNAetXNB=YNB(x). Ona:

X=XNE=XN(AUB) car AUB=FE
=(XNA)uU(XnB) par distributivité de N par rapport a U
=Y NAUlnNB) d’apres (x)

=YN(AUB)=YNE=Y,

ce qui prouve l'injectivité de f.

Surjectivité. Montrons que ’ f est surjective ssi ANB =& ‘

Sens direct. Supposons f surjective. Montrons que AN B = &.
(0, ANB) e P(A) x P(B) et comme f est surjective, il existe X € P (E) telle que @ =
XNAet ANB=XNB. On a donc

ANB=(ANB)NA=(XNB)NA=(XNANB=2oNB=g.

Sens indirect. Supposons que AN B = & el montrons que [ est surjective.
Soit (C,D) € P(A) x P (B). Trowvons X € P (E) telle que XNA=C et XNB=D. Un
petit dessin suggere X = C UD...
Posons donc X =CUD. On a alors : XNA=(CUD)NA=(CNA)U(DNA).
Comme C C A et D C B = A, on a respectivement, CNA = C et DNA = &, donc
XNA=Cug=_C.
De méme, XNB=(CUD)NB=(CNB)U(DNB)=2UD=D.

Bijection.

[ bijective si et seulement si f injective et surjective
st et seulement si AUB=F et ANB=09

st et seulement si ’ A et B forment un recouvrement disjoint de FE|.
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Dans ce cas, | f~H(C,D) = C U D| (d’apres la surjectivité).

Exercice 23. Théoréme de Cantor.

1. Justifier qu’il existe une injection naturelle de E dans P (FE).

2. Montrer qu’il n’existe pas de bijection f de E sur P(E).
Indication : On pourra considérer la partie A= {x € E | z # f(x)}.

Correction.

1. Il y a Uinjection triviale f : E — P(F) .

2. Soit f une application quelconque de E dans P (FE). Montrons que f ne peut étre surjective.
Soit A={x € E |z # f(x)}. Montrons que A n'a pas d’antécédent par f.
Supposons par l'absurde que A ait un antécédent a € E par f. Alors f(a) = A. Deuz cas sont
possibles :
o sia€ A alors a# f(a), ce qui est absurde ;
o sia¢ A alorsa= f(a) = A, ce qui est absurde.

Finalement, A n’a pas d’antécédent et f n’est pas surjective. On a montré le théoréme de CANTOR :
pour tout ensemble E (vide, fini ou infini), il n’existe pas de bijection de E sur Z(E).

Exercice 24. Applications images. Soient E et F' deux ensembles et f : E — F. On considére les
applications

6: PE) —» PFE) e  b: PF) — PE)
X = f(X) Y = YY)

1. Montrer les équivalences f injective <= ¢ injective <= 1) surjective.

2. Montrer les équivalences f surjective <= ¢ surjective <= 1 injective.

Correction.
1. Voila le plan de démonstration.

(a) f injective = ¢ injective.
(b) ¢ injective = f injective.
(c) f injective = 1 surjective.

(d) ¢ surjective => f injective (par contraposée).

(a) Supposons f injective.
Soient X, X' € P(F) tels que ¢(X) = ¢(X'). On a donc f(X) = f(X'). Montrons X = X'.
On procéde par double inclusion.
o Soitxe X.
Puisque f(X) = f(X'), l’élément f(x), qui appartient clairement a f(X), doit appartenir
a f(X'). On peut donc trouver z' € X' tel que f(z) = f(a).
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Comme [ est injective, cette derniére égalité entraine que x = x’, et donc que x € X'.
On a donc montré l'inclusion X C X'.

e On montre exactement de la méme facon linclusion réciproque X' C X.
(b) Supposons ¢ injective.
Soient x,x’ € E tels que f(x) = f(2').
Posons X = {z} et X' = {2/}[[] Ce sont des éléments de P (E) pour lesquels on a

o(X)=f({z}) ={f(@)} et oX)=[f({a"})={f@")}.

Ainsi, ¢(X) = ¢(X'), donc Uinjectivité de ¢ entraine que X = X', c’est-d-dire {x} = {a'}.

On en déduit que v = 2.

On a donc montré linjectivité de f.

(c) Supposons f injective.

Soit X € Z(F). On a donc X C E.

Posons Y = f(X) = {f(z), x € X}. Montrons que Y(Y) = X.

On procéde par double inclusion.

o Soitx (V)= fLY).

Par définition, cela signifie que f(x) € Y, c’est-a-dire que f(x) € f(X).
On peut donc trouver 2’ € X tel que f(x) = f(z').
Par injectivité de f, on en déduit v = 2/, et donc x € X.
On a ainsi montré Uinclusion ¥(Y) C X.

o Réciproquement, soit x € X.
Ona f(z) € f(X)=Y, doncx € f~HY).
On a ainsi montré linclusion X C ¥(Y').
On en déduit que (Y) = X. On a donc bien montré la surjectivité de 1.

(d) Supposons que f n’est pas injective. On peut donc trouver deuz éléments x # x' de E tels que
f(z) = f(z'). Notonsy = f(z) = f(z).
Montrons que 1 n’est pas surjective. Plus précisément, on va montrer que {x} n’a pas d’an-
técédent, c’est-a-dire que VY € P(F), (YY) # {x}.
Pour cela, soit Y € Z(F). Distinguons deuz cas.

e Siy €Y, alors x et 2’ appartiennent ¢ f~H(Y) = ¢(Y). Comme 2’ € (Y), on a
P(Y) # {z}.

e Siy &Y, alors ni x ni 2’ nappartient a f~H(Y) = (V). Comme xz & (Y), on a
P(Y) # {x}.

Cela prouve donc que ¥ n’est pas surjective.

2. Voila le plan de démonstration.

(a) f surjective = ¢ surjective.
(b) ¢ surjective = f surjective.
(c) f surjective = 1 injective.

(d) v injective = f surjective (par contraposée).
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(a) Supposons f surjective et montrons que ¢ est surjective.

SoitY € Z(F).

Posons X = f~1(Y) et montrons que ¢(X) =Y.

On procéde par double inclusion.

o Soity € ¢(X) = f(X).
On peut donc trouver x € X tel que y = f(x).
Puisque X = f~1(Y), on en déduit que x vérifie f(x) €Y, donc que y €Y.
Cela montre l'inclusion ¢(X) C Y.
o Réciproquement, soity € Y.

Comme f est surjective, on peut trouver x € X tel que f(x) =y.
Commey €Y, ona f(x) €Y, doncz € f~HY) = X.
Cela montre que y = f(z) € f(X) = ¢(X).
On a donc montré l'inclusion Y C ¢(X).

On a donc bien montré que p(X) =Y.

Cela montre la surjectivité de ¢.

(b) Supposons ¢ surjective. Montrons que f est surjective.

SoityeY.

Comme ¢ est surjective, on peut trouver un ensemble X € P (E) tel que ¢(X) = {y}.

L’ensemble X est non vide. En effet, p(@) = f|0] = @ # {y}.

On peut donc trouwver un élément x € X. On a alors f(x) € f(X) = {y}, d’ou lon déduit

y=[f(z).

Cela prouve la surjectivité de f.

(c) Supposons f surjective. Montrons v injective.
Soit Y,Y' € P(F) tels que Y(Y) = p(Y"), c’est-a-dire f~1(Y) = f~1(Y'). Montrons Y =Y.
On procéde par double inclusion.
o SoityeY.

Comme f est surjective, on peut trouver x € E tel que f(z) =1y.
Puisque y €Y, on a x € f~H(Y).
D’apres Uhypothése, on en déduit que x € f~1(Y"), donc que y = f(x) € Y.
Cela montre linclusion Y C Y.

e On montre exactement de la méme facon linclusion réciproque Y' C Y.
On a doncY =Y', ce qui prouve que 1) est injective.

(d) Supposons f non surjective. On peut donc trouver y € F tel que Vx € E, f(z) # y.
En particulier, on a alors

Tl ={ze B | f@) =y} =2 =f(2),

c’est-a-dire p({y}) = ¥ (@). Comme {y} # @, cela montre que 1 n’est pas injective.

a. L’hypothése que nous avons sous la main (I'injectivité de ¢) est une assertion quantifiée commencant par un quan-
tificateur existentiel (VX, X' € Z(E), ¢(X) = ¢(X’)). Comme toute hypothése de ce type, c’est & nous de trouver des
ensembles a qui Pappliquer pour en déduire quelque chose de pertinent. On a ici eu une idée, celle d’appliquer cette hy-
pothése a nos deux singletons. Cela peut paraitre assez malin, mais on constate que c’est en fait presque forcé : dans un
contexte aussi abstrait, & quels éléments de & (E), c’est-a-dire a quelles parties de E, pouvons-nous appliquer ’hypothese ?
Les premiéres parties que nous pouvons nommer sont & et X ; viennent ensuite les parties que nous pouvons définir & partir
de x et o', c’est-a-dire {z}, {z'}, {z, 2’} et leurs complémentaires, puis enfin d’autres parties plus complexes construites &
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partir de f comme fﬁl(f({x})), etc. Se demander naivement & qui nous pouvons bien appliquer I’hypothése nous conduit
assez directement & la bonne solution.
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