PCSI 2 TD 5 - Fonctions de la variable réelle (Correction) Année 2024-2025

Ordre sur R
Exercice 1. Max et min (cours). Soit (a,b) € R%. On souhaite exprimer max(a,b) et min(a,b) en
. a+b |b — al . .
fonction de 5 et 5 Conjecturer, puis prouver ces formules.
Correction.
b |b— 1 b |b— 1
max(a,b) = % + |2a] = §(a,—l—b—|— |b—al)| et | min(a,b) = a—2&— - 2(1‘ =5 (a+b—1b—al)|

Le voir sur un dessin.
Pour la justification distinguer les cas a < b et a > b.

Exercice 2. Une autre écriture d’un segment. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Montrer que

a,b) ={z eR: |z —a|+|z—b=|a—0b|}.

Correction. Notons D := {z € R: |z —a|+ |x — b| = |a — b|} et montrons que [a,b] = D par double
inclusion.

o Soit x € [a,b]. Alors a < x <b. Ainsi, |x —a|+ |z —bl=(x—a)+ (b—2)=b—a=|a—0b| donc
Yeb,

e SoitxeD.
Raisonnons par l'absurde en supposant v < a. Comme b > a, alors b > z. Ainsi, |z —a|+ |z —b| =
a—rx+b—x=a+b—2x.

Par ailleurs, |t —a|+ |z —b| =|a—b| =b—a, dota+b—2x =b—a. Or, ceci impliquerait que
T = a, ce qui contredit notre hypothése. Ainsi, x > a.

Alors |z —al| =z —a, et |t —b=la—b—|x—a|=(b—a)— (z—a) =b—x. Ainsi, b—2 >0
donc b > x.

Doi [z € (o8]}

Exercice 3. Inéquations. Résoudre les inéquations d’inconnue x € R suivantes.

1. Jz+11<2 2. lx+1]>1 3. 20 —4] <|z—1]
Correction.

1. Soitx e R. Ona:|z+1<2«= 2<z+4+1<2«= -3<z<1, doncm.

2. Soitx e R.Ona:|lz+1 >l (xz+1>1loux+1<—-1) < (r>0o0ux < —2) donc
S =] — 00,—2[ U0, 00| |
3
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3. Soit x € R. Méthode 1 :
Ona:20—4<|r—1e2r—-4)2<(z2-1)2 <322 - 142+ 15 <0z € [11,19] = {
Meéthode 2 : Distinguer les cas x > 2, 1 <x <2 etx <1.
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5
Le premier cas donne que [2,3] est solution, le deuziéme cas donne que [3,2{ est solution, le

troisiéme cas est impossible.

En conclusion, on trouve | S = [5 3} .

Exercice 4. Inégalités. Démontrer les inégalités suivantes.

1. Y(a,b) € R2, ab < % (az N b2)_ 3. Y(a,b) € R?, (a+b)1 <8 (a4 +b4).
3 2 2 2
2. ¥(a,b,c) €R®, ab+ac+be < a” +b" + . 4 V(a.b) € (R2, 1va— vl < +Jla—bl.
Correction.

1. Soit V(a,b) € R?. On a : ab < 1 (a® + V%) <= (a—b)? > 0. Or, un carré de réel est positif, donc
par équivalences, on a ab < 3 (a* +b?).

2. SoitV¥(a,b,c) € R3. D'aprés 1., on a ab+ac+be < 3(a®+b?)+1(a®>+2)+ (0> +¢?) = a® +b* 42
3. Soit (a,b) € R2.
Méthode 1. On étudie le signe de la différence :
8(a* +b*) — (a4 b)* = 8a* + 8b* — (a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*)
= 7a* + 7! — 4a3b — 6a°b? — 4ab®
= (a* — 4a%b + 6a%b* — 4ab® + b*) + (6a* — 124%b? + 6b)
= (a —b)* +6(a* — b*)% > 0.
Méthode 2. D’apreés le binome : (a+ b)* = (a* + b?) + 4(a3b + ab?®) + 6a22.
D’aprés 1., 6a%b? < 3(a* + b?).
Pour conclure, il suffit de montrer que a’b+ ab3 < a* + b* d.e. (a® —b3)(a —b) > 0. Or, cette
derniére assertion est vraie (puisque la fonction cube est strictement croissante, les termes a —b et

a® — b® sont de méme signe donc leur produit est positif). Finalement, on a l'inégalité demandée.
Méthode 3. D’apres 1., on a a® + b> > 2ab donc 2(a® + b?) > a® + 2ab + b? i.e.

2(a® + %) > (a+b)?  (x).

En appliquant cette inégalité au couple de réels (a®,b?), on a aussi : 2(a* + b*) > (a® + b?)2.
En multipliant par 4, il vient :

8(a* +b*) > 4(a® + b%)? = [z(cﬂ + b2>}2 > (a+ b)*,

en utilisant () et la croissance de t +— t? sur R,

4. Soit (a,b) € (Ry)2.
Méthode 1. On a :

|f\fb|§,/|ab|<:><\/5\/a)anb|<:>b+a2\/%§|ba<:>ng

<= min(a, b) < Vab <= min(a, b)? < ab,
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car min(a,b) > 0. Or, min(a,b) < max(a,b) et min(a,b) > 0 donc min(a,b)? < min(a, b) max(a,b) =

ab. D’apreés les équivalences précédentes, on a bien montré |\/a — \/l;\ </la—10|.
Méthode 2. Sans perte de généralité, supposons a < b. Alors

IWVa — Vb < \/la —b] <= (Vb—a)? <b—a <= a< Vab.

Or, la racine carrée est croissante sur Ry et 0 < a < b, donc \/a < Vb. En multipliant par Va >0,
on obtient a < \/ab, et les équivalences précédentes permettent de conclure.

Exercice 5. Intervalle. Soient I et J deux intervalles de R. On note
I+J={zeR|Jiel, JjeJ:z=i+j}

Montrer que I + J est un intervalle.

Correction. Soit (x,2') € (I + J)? tel que x < a'. Montrons que [x,2'] C I + J. Soit z € [z,2'].
Montrons que z € I + J.

z € [z,2'] donc il existe A € [0,1] tel que z = (1 — Nz + \a’.

(z,2") € (I + J)? donc il existe (i,i') € I? et (j,j') € J? tels que x =i+ j et ' =i + j'. Ainsi

z=(1-Nz+ A\
z=1=N)+7)+ A0+
2=(1=Ni+ M +(1=N)j+ )N

€[i,i'] ou [4,i] €[7.3'] ou [5’,7]

Mais par hypothése, I et J sont des intervalles donc [i,i'] C I ou [i',i] C I et [j,5'] C J ou [j',j] C J.
Dans tous les cas, on a donc écrit z sous la forme d’une somme d’un élément de I et d’un élément de
J donczel+J.

Ainsi, |Y(z,2") € (I + J)?, [z,2'] C I+ J|, ce qui prouve que ’ I+ J est un intemalle‘.

Dérivées
Exercice 6. Limites.

1. Déterminer les limites quand x tend vers 0 des fonctions suivantes

Ay =@zl oy osn@ ey D) ) n(eos(@)).

T xZ T

Les 3 premiers sont des taur d’accroissements de limite : 0,1,1.
lim cosz = cos(0 = 1.

z—0

limlny =1Inl =0 donc par composée, lim fi(x) = 0.

y—1 2—0

Lycée Sainte-Geneviéve 3 C. Vergé
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2. Déterminer les limites quand x tend vers +o0o des fonctions suivantes

x? — sin(z e’ n(x
g1(x) = ﬁ 92(w) = ln((m)) »@) = a1 9= ;ilz(i;

. 3 o .
e lim g¢i(z) = -, en tant que fonction rationnelle.
T—+00 2

1
o Pour x > 1, on a |sinz| < 1 et lnz > 0, donc 0 < |g2(x)| < s 0. Par théoréme
nx
d’encadrement, on a lim go(z) = 0.
T—>+00

00 e 1 1
o FI —. Pour x > 0, on a g3(x) = — 7 + —5- Par croissance comparée et produit de
00 r 1+ - T
limites, on a :| lim g3(x) =400
T—+400

)
o Pourx>1, on écritln(r+5) =Ilnz+In (1 + ) En divisant par Inz (qui est non nul) au
x

numérateur et au dénominateur, on trouve que | lim gq(x) =1/
T—+400

3. Déterminer les limites au point demandé des fonctions suivantes

_ V545

hi(x) (en 0) ho(z) = Va2 + 1+x (en —o0) hs(z) = Va2 +2x—x (en +0).

1
o Il s’agit du taux d’accroissement de la fonction f : x — /x + 5 en 0. Puis| lim hy(z) = f'(0) = —=

z—0 2\/5 ’

Il s’agit aussi du tauz d’accroissement de /- en 5. Méme conclusion.

1
————— puis| lim hyo(x) =0/
\/w2+1—xp T——00 (@)
B 2x B 2
v$2+2$+x 1+%+1'
On a encore une FI mais en divisant par x # 0 au numérateur et au dénominateur, on trouve
que mglfoo hs(x) =1/

o FI'mais en multipliant par le conjugué, on trouve que ha(x) =

o FI mais en multipliant par le conjugué, on trouve que hs(x)
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Exercice 7. Sans se soucier de l’ensemble de dérivabilité, calculer la dérivée des fonctions suivantes.

1. f(z) = (23 + 2 —2)* 4 fla) = (In())* 6. f(x) = In(In(z))

2 @)= wl 7 fe) = %

3. f(x) = (cos®x + 2) sin(2z) 5. f(z) = ;2—___1 8. f(x) =sin (ln(1+%))
Correction.

L | f(2) = 4@® + 2 — 2)(322 + 1) 5 o) :ewii‘%;fg

2|16 - G e 6|5y =

3. f'(x) = (~2sin(x) cos(x)) x sin(2z) 7 Voir, f) =  cos(z) (sin(x) +2)"

+ (cos*(z) + 3)2cos(2z) puis en simplifiant
f'(x) = —sin?(2z) + 2 cos? x cos(2x) + 3 cos(27) fl(@) =

sin2z +4sinz + 1
2(sin(z) + 2)3/2

(Inz)3(4 — Inx) —2

4. | fi(z) = 2 8 |f(x) = 2+ 22

cos (111(1 + %))

Exercice 8. Une équation fonctionnelle. Soit g : x +— \/\/1+ 22 — z. Montrer que

VreR,  4(1+a?)g"(x) + 4z (x) — g(x) = 0.

Correction. Tout d’abord, on a pour tout x € R, 142> > 0 et v/1 4+ 22 > z donc ’ g est bien définie sur R
et €°° sur R. Fizons désormais x € R.

o En élevant au carré, g(x)? = /1 + 22 — 1.

2
o En dérivant terme a terme, on obtient : 2¢'(x)g(x) = _ 9@ Or, g(z) > 0 donc

it
2V1+ 2% () = —g(a).

o Redérivons puis multiplions par 2v/1 + 2, il vient : 4(1+ 22)g" (z) + 4zg' (z) = —2V1 + 22¢/(z) =
g(x), ce qui conclut.
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Parité, périodicité, monotonie

=1
2

Exercice 9. Soit f € RR. On pose f+ = la partie positive de f et f~ = la partie

négative de f.

f1+f
2

1. Pour tout z € R, simplifier fT(z) et f~(z) suivant le signe de f(x).

2. Dansle cas ou f: R — R , représenter graphiquement f, |f|, fT et f~.
r — 2?2

Correction. Remarquons que | f+ = max(f,0)| et|f~ = max(—f,0) = —min(f,0) > 0.

1. Soit x € D.
Si f(z) >0 alors fT(x) = f(z) et f~(z)=0.
Si f(x) <0 alors ft(z) =0 et f~(z) = —f(x).

Remarquons que ’ fT et f~ sont a valeurs positives ‘, que | fr+ f~ = |f|| et que .

2. Voir brouillon.
f est un polynome de degré 2 ayant pour racine 0 et 2 donc €y est une parabole tournée vers le
haut, ayant pour minimum -1, atteint en 1.
|f| >0 et vaut f si f est positive, —f sinon.
fT wvaut f si f est positive, 0 sinon.
[~ waut 0 si f positive et —f sinon.
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Exercice 10. Parité. Soit (f,g) € (R¥)2.
1. On suppose f et g paires. Que dire de la parité de fg et de f+g ¢
2. On suppose f et g impaires. Que dire de la parité de fg et de f+g ¢

3. On suppose [ paire et g impaire. Que dire de la parité de fg et de f+g ?

1. e Pour tout x € R, on a :

(f9)(—2) = f(=x)g9(—=) = f(z)g(z) = (f9)(x),

donc la fonction ’ fg est donc paire‘.

e Pourtoutx € X, on a:

(f +9)(=z) = f(=2) + g(~=2) = f(z) + g(x) = (f + 9) (@),

donc la fonction ’ [+ g est donc paz're‘.

2. e Pourtoutx €R, ona:

(fo)(=z) = f(=x)g9(=2z) = (= (2))(=9(z)) = (fg)(2),

donc la fonction ’ fg est donc pa’&r’e‘.

e Pour tout x € R, on a :

(f +9)(=z) = f(=2) + 9(—2) = = f(z) = g(x) = =(f + g)(2),

donc la fonction ’ [+ g est donc impaz"r‘e‘.

3. e Pourtoutx € R, ona :

(f9)(=z) = f(=x)g(—x) = f(x)(=g(x)) = = (f9)(z),

donc la fonction ’ fg est donc impaz're‘.

. ’ On ne peut rien dire en général de la somme‘. Plus précisément, on a, pour tout x € R :

(f +9)(=z) = f(=2) + g(—2) = f(z) — g(x).

Ainsi :
— (f 4+ g) est paire ssi Ve € R, f(z) — g(x) = f(x) + g(x) c’est-a-dire ssi g = 0.
— (f+g) est impaire si et seulement si f = 0.
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Exercice 11. Dérivée d’une composée. Soit f une fonction dérivable sur R.
1. Si f est paire, que dire de la parité de f' ?

2. Si f est périodique, montrer que [’ est périodique, de méme périodicité que f.

Correction.

1. Supposons que f soit paire. Alors : Vo € R, f(—x) = f(x). On en déduit I’égalité de fonctions :
fo(=Id) = f, donc de leurs dérivées (puisqu’elles sont toutes dérivables) : (f' o (=Id)) x (—1) = f’
d’ou f'o(=1d)) = —f'. Ainsi, Ve € R, f'(—x) = —f'(z) donc ’ f! est z'mpaire‘.

De méme, si f est impaire, alors f’ est paire.

2. Supposons f périodique. Alors il existe T € RY tel que Vo € R, f(x) = f(x + T). Notons g :
x—x+T. Alors on a : f = fog. Ces fonctions étant dérivables, leurs dérivées sont égales (et
=1)donc : f' = (f'og)xg = fog. Ainsi, Ve € R, f'(z) = f'(g9(z)) = f(xa+T), ie

’f’ est T-périodique (comme f) ‘

Exercice 12. Périodicité. Soit T' € R, et soient f,g € RR deux fonctions T-périodiques.
Montrer que ¢ : x — f(5) + g(5) est périodique.

On montre que ’ @ est 6T—péri0dz’que‘. La vérification est laissée au lecteur.

Exercice 13. Etre ou ne pas étre périodique. Soit o € R. On considére la fonction f définie sur R
par
f x> cos(x) + cos(ax).
1. On suppose que a est un nombre rationnel que l’on écrit o = b avec p € 7 et q € N*,
q

Montrer que f est périodique.

Montrons que [ est 2wq-périodique.

Soit x € R. On a :

f(z + 2mq) = cos(x + 27q) + cos (a(z + 2mq))
= cos(z) + cos(ax + 2maq) par (2m)-périodicité de cosinus
= cos(z) + cos(ax) car aq = p € Z et par (2m)-périodicité de cosinus
= f(x)

Ainsi ’ [ est périodique. ‘
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2. On suppose désormais que o est un nombre irrationnel (i.e. a« ¢ Q).

(a) Montrer
V (a,b) € R?, (agletbgleta—i—b:Q) = (azl etbzl).

Méthode 1. Fizons (a,b) € |—oc,1]? tel que a +b = 2.
On a donc (a—1)+ (b—1) =0 ou encore (a—1) = —(b—1).

—_—

négatif positif

Le réel a — 1 est a la fois négatif et positif, donc il est nul. De méme pour son opposé b — 1.
Done
Méthode 2. Soit (a,b) € R? tel quea <1,b<1eta+b=2.
Supposons par Uabsurde a # 1. Alors on aurait a < 1, et puisque b < 1, on obtiendrait
a+b <2 : contradiction. Ainsi, |a = 1|. Par suite, comme a +b =2, on a aussi .

(b) Résoudre l’équation f(x) = 2.

Analyse. Soit © € R vérifiant f(x) = 2.

Comme cos(x) <1 et cos(ax) <1 et sont de somme 2, on peut utiliser la question précédente
et en déduire que cos(x) =1 et cos(ax) = 1. D’od

x =0 [27] et ax =0 [27]

Alors on peut trowver k, £ € Z tels que v = 27k et ax = 2nl.
Ainsi a2rk = 2ml, donc ak ={ (car 2w #0).

Si k était non nul, alors « serait un rationnel (égal a £/k).
Donc k est nul. D’ou = 0.

Synthése. On vérifie aisément que 0 est solution de [’équation.

’L’équation f(x) =2 posséde une unique solution, d savoir x = 0.‘

(c) En déduire que f n’est pas périodique.

Raisonnons par ’absurde.

Si f était périodique, on pourrait trouver un T > 0 tel que f soit T-périodique.

Comme on a f(0) = 2, on aurait alors f(T) = 2, et on obtiendrait au moins deuzr solu-
tions pour léquation (qui n’admet qu’une unique solution!). D’ou la contradiction! Ainsi,
’f n’est pas pém’odique.‘

3. Qu’a-t-on démontré dans cet exercice ¢

On a montré I’équivalence : ’f périodique <= a € QQ ‘
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Exercice 14. Croissance. Soit f : R — R vérifiant

V(e,y) €R?  flaty) 2 f@)+ fly) et flay) £ F@)fy).

Montrer que f est croissante.

Correction. Soit (z,y) € R? tel que = < y.
Montrons que f(x) < f(y), c’est-a-dire f(y) — f(x) > 0.

Avant cela, remarquons que .
En effet, on a f(0) = f(04+0) =2f(0) donc f(0) =0, et pour tout t € R,

0=f(0)=f(t+(=1) = f(t) + f(-=1) donc f(=t) = —f (@)

Ainsi, on a :

fly) = f(z) = f(y) + f(—=) par imparité de f
=fly—z) d’apres S
= f( y—x2) cary —x >0
= f( y*$)2 d’apres P

0

car f est a valeurs réelles.

Exercice 15. Composées et monotonie.
Soit f: R — R une fonction telle que f o f est croissante et f o f o f est strictement décroissante.
Montrer que f est strictement décroissante.

Correction. Soit z < y. Montrons que f(z) > f(y).

Raisonnons par l'absurde et supposons que f(z) < f(y).
D’une part, comme f(x) < f(y), on a, par croissance de fo f :

fof(f(x) < fof(fy)).
D’autre part, comme x <y, on a, par stricte décroissance de fo fo f :

fofof(x)>fofofly) : contradiction.

Exercice 16. « s’annule » VS « est nulle ».
Soit f : RY — R une fonction décroissante telle que la fonction g : x — x f(x) est croissante.
Montrer que si f s’annule, alors f est la fonction nulle.

Correction. Supposons que f s’annule. Il existe donc a € R tel que f(a) = 0. On a aussi g(a) = 0.

* D’une part, la décroissance de f implique que la fonction tauzr d’accroissement de f en a est

négative :
f(z) — f(a)

Tr —a

V& # a, <0.

En effet, si x < a, alors f(z) > f(a) et si x > a, alors f(z) < f(a).
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En utilisant le fait que f(a) = 0 et en multipliant par x > 0, on obtient

Y& # a, /(@) <0.

Tr — a

* D’autre part, la croissance de g implique que la fonction taux d’accroissement de g en a est positive :

g9(x) — g(a)

YV #a, > 0.

En utilisant le fait que g(a) = 0 et la définition de g, on obtient :

Vo #a, zf(2) >0
T —a
On obtient donc
oz @ _
T —a

d’otl

Ve #a, xf(x)=0.
Comme x est non nul, on obtient

Vr#a, f(z)=0.
De plus, f(a) =0.

On obtient donc  Vzx € R, f(x)=0 ie. .

Etude de fonction

Exercice 17. Fonction nulle. Soit f : Ry — Ry, dérivable, telle que f(0) =0 et Vo € Ry, f'(z) < f(x).
En considérant la fonction g : x — e~ * f(x), montrer que f est la fonction nulle.

Correction. Posons g : x — e~ *f(x). g est dérivable sur Ry en tant que produit... et pour tout x € Ry,
g (x) = e *(f'(z) — f(x)). D’aprés Uhypothése, ¢'(x) < 0 sur lintervalle Ry donc g est décroissante sur
Ry. Ainsi, Vo € Ry, g(z) < ¢g(0) = 0. Une exponentielle réelle étant > 0, on obtient Vo € Ry, f(x) < 0.
Or, par hypothése, f est a valeurs dans Ry donc finalement ’ f est nulle sur Ry |.

Exercice 18. Une inégalité fonctionnelle.
Soit f : [a,b] = R, dérivable sur [a,b], telle que f(a) =0. On suppose que :

Vi € [a,bl, f(2)f(x) < S [f@)

Montrer que f est nulle sur |a,b].

1
Correction. En posant g : © + —[f(z)]?

2
0.
Idée : On multiplie par e~ £ 0, pour tout x. ‘
Ainsi : Y € [a,b], (¢ (z) — g(x))e ™ <0 <= (g(x)e™™) <0 < ge 14 décroit sur lintervalle [a,b].

,onadonc (I) <= Vz € [a,b],¢ () < g(x) <= ¢'(x)—g(x) <
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On pose h = ge~1%. h(a) = 0 et h décroit sur [a,b] donc h <0 sur [a,b]. Comme e 14 >0, on en déduit

1
que g <0 sur [a,b]. Or, g(z) = 5[]‘@)]2 >0 donc g =0 sur [a,b] puis ’ f =0 sur[a,b] ‘

Exercice 19. On pose f : x — x? + In(z).
1. Etudier les variations de f.
2. Montrer que f est bijective de R sur un ensemble a préciser.
3. En notant f~' Uapplication réciproque de f, montrer que f~' est dérivable sur son ensemble de

définition et exprimer (f~1) en fonction de f=1.

Correction.

20° +1
= est strictement croissante sur l’intervalle R |.
. +

1. f est dérivable surRY etVa € RY, f'(x) > 0. Ainsi,

2. [ est continue et strictement monotone sur RY donc d’apres le TBM f induit une bijection de R

R*) =R]|, car L =—o0 et li = .
sur | f(R%) , car lim () 0 e T—1>I—‘,1:100f<$) +o0

3. f' ne s’annule pas sur R donc fTL:R— R% est dérivable sur R et

1 f!

T fof U 202

(fY

T+ m
Exercice 20. Pour m € R, on pose fm, : & — ZL-l-l et on note G, la courbe représentative de f,.
x

1. Montrer que les tangentes auz courbes 6, au point d’abscisse O sont paralléles.

2. Montrer que les tangentes auzx courbes G, au point d’abscisse 1 sont concourantes.

Correction.
—22 _9mr+1
1. Soit m € R. fy, est dérivable sur R, f,(0) = m et Vo € R, f] (z) = ‘ e donc
b ('1'2 + 1)2
fn(0) = 1.

Ainsi, To(fm) : vy = f£,(0)(x — 0) + fm(0) = x + m : toutes les tangentes ont le méme coefficient
directeur donc ’ elles sont paralléles

1

2. SoitmeR. f](1) = L fm(1) = mrl ,
’ ’ 1 2 1
Ainst, Ty (f) g = F1 ()@ — 1) + fn(1) = — P pm 4 £ = M2+ 1

2 2 2
Méthode 1 : on remarque que le point (2, %) appartient a toutes les tangentes en 0, donc elles
sont concourantes.
Méthode 2 : Soit p # m. Déterminons Uintersection de Ti(fm) et de Ti(f,). Soit (z,y) € R?.
Ona:

ol— N

m 1
px+m+12 NN L
y=-—-5r+p+;

(z,y) € (T1(fm)) 0 (T1(fp)) & { S Y
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1
Ainsi, le point de coordonnées (2, 2) appartient da toutes les tangentes (T1(fm))mer donc

ces tangentes sont concoumntes‘.

2 +1

Exercice 21. Soit f : x — T Montrer que le graphe de f admet le point de coordonnées (1,2) pour

T —
centre de symétrie. Etudier les branches infinies de f, les variations de f et tracer sa courbe représenta-
tive.

Correction.

o [ est définie sur D =R\ {1}. Sur un dessin, on voit que

fA+z)+ f(1 - =)

Justifions la traduction d’une symétrie centrale d’un graphe. .
Pour cela, travaillons dans le plan compleze. Considérons trois complexes z, z',w et leurs images respectives M, M', Q. Ecrivons enfin les complexes
sous forme algébrique :

(1,2) est centre de symétrie pour €5 si et seulement si pour tout x € R*, =21

z =z + 1y, z':z/+iy' et w = a + 1ib.

Dans le plan compleze, on a :

M’ est le symétrique de M par rapport a Q) <= M’ est l’image de M par la rotation de centre 2 et d’angle ©
=z —w=(z— w)e“r
=z —w=—(z-w)

— 2 =2w—2

On en déduit que :

le graphe de f admet une symétrie de centre (a,b)ssi Vo € Dy, f(2a —x) = 2b — f(x)
fRa—=z)+ fl=) _
S
fla—t)+flatt)
SE——

ssi b est le miliew de f(a + ) et f(a — x) pour tout x tel que a £« € Dy.

ssi Vo € Dy, b

ssiVt |axt e Dy, b

Ici, on a, pour tout x # 0, f(14+z)+ f(1—x) =4, ce qui montre que (1,2) est centre de symétrie
pour €.

Il suffit donc d’étudier f sur ]1,4+o00[. Le reste de la courbe se déduit par symétrie centrale par
rapport au point (1,2).

2 _

Sinon. On montre que la fonction g : x — f(x +1) —2 = * est impaire, donc son graphe

admet le point (0,0) comme centre de symétrie. D’apreés le cours, on sait que le graphe de g s’obtient
a partir de celui de f par une translation horizontale de —1 et verticale de —2.

o lim f(z)=+oc0 et lim @ =1 donc €y a une asymptote oblique en +oo.
r——+400 rz—+oc0 I
1
Par ailleurs, lim [f(z)—z] = lim Tl 1 donc la droite y = x + 1 est asymptote oblique a €5 en +o0.
r——+00 r—+oo x — 1

2
De plus, f(z)— (z+1) = p— > 0 pour x > 1 donc €y est au dessus de son asymptote.

N.B. : le symétrique de la droite d’équation y = x + 1 par la symétrie de centre (1,2) est cette
méme droite (car elle passe par le point (1,2)).
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. £1L1111+ f(x) = 400, donc €; a une asymptote verticale en 1.

r? -2z -1
(z —1)?
Le numérateur s’annule en 14£+/2, mais 1—/2 < 1. Notons 1 = 1++/2. f est donc décroissante sur
Uintervalle 11, x1] et croissante sur intervalle [z1,+o0[, donc f admet un minimum local en x1,
qui vaut f(z1) =22+ 2~ 5. On a tout ce qu’il faut pour tracer la courbe de f.

[ est dérivable sur]1,4+o0| et Vo > 1, f'(z) =

25

20

Exercice 22. On consideére la fonction f : x — exp <

ln(Vlfsin(2x)+\/1+sin(2x)) )

In |2 cos(z)|
1. Déterminer le domaine de définition D de f.

2. Etudier la parité et la périodicité de f. En déduire que l'on peut restreindre I’étude de f & ’ensemble
DnNo,%].

3. Montrer que pour tout x € R, /1 —sin(2x) = |sin(x)—cos(x)| et /1 +sin(2z) = |sin(z)+cos(z)|.

4. En déduire une expression plus simple de f(x) pour x € DN [0,%] (on pourra distinguer deuz cas).

Correction.

1. Pour tout © € R, —1 < sin(2z) < 1 donc 1 —sin(2x) > 0 et 1 + sin(2z) > 0. Donc les fonc-
tions © — /1 —sin(2x) et x — /1 +sin(2x) sont définies sur R. De plus, pour tout x € R,

V1 —sin(2z) + /1+sin(2z) > 0 (car Uégalité ne se produit que si les deux racines carrées

sont nulles, ce qui exclu car sin(2x) ne peut pas étre simultanément égal 4 —1 et +1) donc
x+— In <\/1 —sin(2x) + /1 + sin(2x)) est définie sur R.

On en déduit donc que f est définie pour tout x € R tels que |2cos(x)| # 1 et 2cos(x) # 0
c’est-a-dire pour tout x € R tels que cos(z) # 1/2, cos(x) # —1/2 et cos(z) # 0, c’est-a-dire pour
tout @ € R tels que x # +% [2n] et & # £2F [2n] et v # +% [27], ou encore x % % [r] et x #

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé



PCSI 2 TD 5 - Fonctions de la variable réelle (Correction) Année 2024-2025

2 (1] et x # % [r]. Finalement, on en déduit que

2
D:R\({g+kw:kez}u{;+kw:keZ}U{;+kw:k€Z}).

2. Soit x € D alors —x € D et puisque cos est paire et sin est impaire, il s’ensuit que f(—x) = f(x).

Ainsi, . De plus, v+ 7 €D et f(xr+m) = f(x). Par conséquent, ’f est W—périodique‘.

Puisque f est m-périodique, il suffit de I’étudier sur une période i.e. sur ’ensemble DN [—%,5].

272
La fonction f est paire, il suffit donc d’étudier f sur I’ensemble DM [0, 5] = [0, T[\{5} .

3. Pour tout = € R, (sin(z) — cos(z))? = cos?(z) + sin?(z) — 2 cos(z) sin(x) = 1 — sin(2z). De méme,
(sin(z) + cos(z))? = 1+sin(2x). Donc en passant d la racine carrée dans les deuz égalités obtenues,
il vient

1 —sin(2z) = |sin(z) — cos(z)| et 1+ sin(2z) = |sin(x) + cos(z)]

4. Soit x € DN [0,5]. Alors z € [0, 5[\{5}, et \/1+sin(2x) = sin(z) + cos(z) car cos(z) > 0 et
sin(x) > 0.

o Sixz> 7%, alorssinz > cosx donc \/1 —sin(2z) = sinxz — cos .
On en déduit que pour x > 7,

) = exp (2

sin:c—cosa:+sinx+cosx)> (ln(2sinx))
=exp | —— =
In(2 cos x) P In(2 cos x)

o Sixz <%, alorssinz < cosz donc /1 —sin(2z) = cos(z) — sin(x) donc
pour x < 7,

In(2 cos x) In(2 cos x)

F(z) = exp (ln(—sinav—i—cosx—i—sinx—i—cosx)) ~exp <ln(2cosx)> el
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