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Faire ses gammes

Exercice 1. Calcul de dérivées. Soit (a,b) € (R* ). Déterminer l’ensemble de définition D, I’ensemble
de dérivabilité D' et calculer la dérivée des fonctions suivantes.

1. f:x s exp(—a/z?);

cos(az? + bx +1)

1. frxesin((22+5))

' 1
2. frx— sin ’ 15. f:xHarccos(li_i) :
a x
3.f::cr—><1+> : _
v 16.f:x»—>m;
4 f5$'—>\/m; ‘
17. f :x + arcsin (tanz) ;
5. f:xw— (ax+b)*;
18. f:x+—shzsinx;
6. f:x—z—ayz;
7. f:x — arctan(e”) ; 19. fix =z +T;
8. f:xHarCSin($2_1)’. 20. fl"—>ln(1—|—ch:[;)’
9.f:xr—>arccos( 1 ); 21. f:xw—a”;
14+
22. f:x > cos(z) In(l+x);

1
10. f:m»—)arctan”ﬂ;
1+sinz

3

23. f:z s In <tan (;)) ;

cos®

1. frax— (T —cos)? ; 24. f:x — arctan(ch(z)) ;
. 1 25. [z R S

12. f:xz+— sin <lnx + x) ; B sh(arcsin(z)) ’
z+1 sin

13. f:rxz ; 26. - .

Jie sin(2x)’ / (cosx +2)4
Correction.

2a
/ * N N

2.D=D'={zeRz#0(r]}, f(z)=—

exp(—a/z?) ;

sin?

9. D= D' =]—oc0.a[U]0, +00f, f(x) = <1n <1+ j) - ai%) <1+ j)

cosx sinx

V1+cos2x’

5. D=1D :]:mc{ , f(x) = <ln(a-r +b)+ —

4. D=D =R, f'(z) = —

(2az + b) sin(az? + bx + 1) sinz + cos(az?® + bx + 1) cosx
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6.

10.

11.

12.

15.

1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

D=R, D =R, fl)=1- -
+ +,f(l’) 2\/Ei
D=D'=R f’(:c):l-
’ chz’
2 .
—— st x>0
D= |:_\/§7\/§:|; D/:}—\/ﬁ,O[U}O,\/Q[, f/(.’L') - 2_1; .
~ e stx<0;
D:]_OO7_2]U[O7+OO[7 D/:]—OO,—2[U]O,+OO[, f/(l'): (+) x1+233 . .
—m Sl$<—2,
D:{xeR,xgé—g [QW}},D/:{xERw%g[W]},
r
) 1 —— sicosz >0
f(w):—581gne(cosat): 1 .
2 st cosx <0
. 2 S 73)
DD — R T ,,  _ sinz cos®z (cosx .
(oeRa# ] orl), o) = =)
. 11 1
D=D'=R, f'(z) = <x B > (ln“ ) "
o o sin(2z) —2(z + 1) cos(2x)
D=D ={zeRx#0[n/2]}, fl(z)= sin?(22) ;
D =D =R, f(x) = (8 + 10) cos ((2z +5)?) ;
D=R_,D=R", fl(a) = —
I N (e Ve
1 1 1
TP R —
2v1 — a2 arcsinx—g
s s s T 1+ tan®
D= ——|—7r]<:,—|—7rk},D/: ]—+7Tk,+7rk:[, ") = —m/——;
U[ TR U |7+ F @) = s

keZ

D =D"=R, f'(x) = ch(x)sin(z) + sh(x) cos(z) ;

. 1+2yzx
D:R+7D,:R+7 f/(l'):—;
4z + Jx

shx

D=D =R, f'(z) = :

D = D/ = Ri} f/({]j) = (lnm + 1)1,I ;'
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COST

22. D=D"=]-1,+00], f'(x) = Tz +sinz In(1 +x) ;
1
23. D=D"= U 12mk,m+ 21k, f'(z) = —;
sin x
keZ
shz
2. D=D' =R, fl(z) = ——

ch(arcsin z) ‘
V1 — 22 sh(arcsin x)2’
CoS T n 4sin? x
(cosz +2)* * (cosz +2)>

25. D=[-1,1], D' = |-1,1], f'(x) = —

2. D=D' =R, f'(z) =

Exercice 2. Tracé de graphes. Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes, puis
tracer rapidement leur graphe.

1 4
—9] . glx)=vV3x—-2-1; — )
f(z) Ny h(x) 5o 1T 3

Correction.

. x) est défini pour les x tels que > 0, c’est-a-dire si et seulement si x < 2. Donc

[ est définie sur Dy =] — 00, 2[|.

On constate que Yo € Dy, f(x) = —2In(2 — x), ce qui permet de tracer le graphe de la fonction
f en connaissant celui du logarithme, en lui appliquant une réflexion verticale d’axe x = 1 et une
dilatation verticale de coefficient a = —2.
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o g(x) est défini pour les x tels que 3v — 2 > 0, c’est-a-dire si et seulement si x > 2/3. Ainsi,

g est définie sur Dy = [2/3,+00[|. On peut aisément tracer le graphe de la fonction g en connais-

sant celui de la racine carrée.

o h(x) est défini si et seulement si x # —1/2. Donc ’ h est définie sur R\ {—1/2} ‘ On peut aisément
tracer le graphe de lapplication h en connaissant celui de la fonction inverse.

Lycée Sainte-Geneviéve 4 C. Vergé
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Exercice 3. Etude de fonctions. Etudier les fonctions suivantes (domaine de définition, parité, pério-
dicité, variations et limites.)

3 tan(2
(z')f::vb—>x2x_3 (v)f:x»—)%
(ii) f:xr—In(x —1)+In(x +1)

(i) f::nn—>ln(x2—1) (vi) f:a:»—>:carctan%
inls|

(i) [:o— (vii) f:x+— sin(3z) + 3sinz

Correction.

73

: définie sur R\ {£v/3}.
— 3 4 \ {£v3}
En tant que quotient d’une fonction impaire par une fonction paire, . Nous allons
donc Vétudier sur E =R, \ {V/3}.

La fonction f est dérivable par opérations.
Soitx € E. On a

i) L’expression donnée a un sens dés que x # +/3 donc iz —>

Le dénominateur étant > 0, f(x) est du méme signe que

322(2% — 3) — 2%(22) = 22(32% — 9 — 22%) = 22(2® — 9) = 2%(z — 3) (z + 3).
>0
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On obtient alors le tableau de variations suivant de f sur F.

x 0 V3 3 +00
10 - - 0 +
+00 400
~__ /
9/2
f 0
\
— 00

La seule limite un peu subtile est celle en +o00, que l’on obtient en fact{orisant numérateur et

dénomi z spondérants : quel tzcE AR NS
enominateur par les termes prépondérants : quel que soit x € E, on a 23 zl —3 - Comme
1 o :

on a —5 ——— 1, il s’ensuit f(r) ——— +o0.

: flx) 1 :
Montrons que Cy admet une asymptote oblique en +00. On a = 3 1 puis

€T 1— P T——+00
3x
fl)—z=..= — 0.

2 — 3 z—+o0

Ainsi, la droite d’équation y = x est asymptote oblique en +oo.

Voila enfin le graphe de f.
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i) f:xe In(z—1)+In(z + 1) est définie sur D =]1,400[.

, 2 : . .
Pour tout x > 1, f'(z) = + ==Y >0 donc [ est strictement croissante sur D.
-1 z+1 zl-1
¢ plus, lim f(x) o0 e xirilmf(x) +00
r |1 +00
f +

On en déduit le graphe de f.

i17) L’expression donnée a un sens si et seulement si 2?2 —1> 0, c’est-d-dire si et seulement si x* > 1,
c’est-a-dire si et seulement si |xz| > 1.

f:x—In(x? — 1) est donc définie sur D :=]—o0, —1[U]1, +oo].
Puisque , nous allons simplement ’étudier sur |1, +ool.
Sur 1,400, la fonction f coincide avec la fonction précédente.

Voila enfin le graphe de f.
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In |z|

iv) On wvoit directement que l’expression a un sens si et seulement st x # 0. Pour déterminer

quand cette quantité est > 0 (de telle sorte que sa racine carrée soit définie), on peut par exemple
procéder a une disjonction de cas :

o six € ]—oo,—1[, In|z| > 0 et x < 0, donc le quotient est strictement négatif et la racine
carrée n’est pas définie;

e size[—1,0[, In|z| <0 etz <0, donc le quotient est positif et la racine carrée est définie ;

e six €]0,1], In|x| <0 et x > 0, donc le quotient est strictement négatif et la racine carrée
n’est pas définie ;

o six € [l,4o00f, In|z| >0 et x > 0, donc le quotient est positif et la racine carrée n'est pas
définie.

L’expression donnée a donc un sens si et seulement si x € [—1,0[U[1, +00[, ce qui nous donne une
fonction
f: [-1,0]U[l,4<] — R
In |z|

xr —_—.
T

In(—z)
x
sur R, cette fonction est dérivable sur l'intervalle ouvert |—1,0].

Soit v € ]-1,0[. On a

. Comme la racine carrée est dérivable

o Sur[—1,0[, la fonction f peut se réécrire x

1 —1In(—x)
f/(l') = :E727
5 ln(;:c)

qui est du méme signe que 1 — In(—x), c’est-a-dire > 0.

Inx
o Sur[1,+o0[, la fonction f peut se réécrire x — | ——. Comme la racine carrée est dérivable
x

sur R, cette fonction est dérivable sur l'intervalle ouvert |1, 4-00].

Lycée Sainte-Geneviéve 8 C. Vergé
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Soit x € |1,+00[. On a

qui est du méme signe que 1 — Inx.

On obtient ainsi le tableau de variations de f.

T —1 0 1 e +o00
f/ _|_ + O .
+0o0
f 671/2
0 0 0

Voici enfin le graphe de f.
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v) L’expression donnée est définie si et seulement si x € Dyay et tan(z) # 0 et 2x € Diay.

Pour tout x € R, on a

T € Dian PN xig mod 7
tan(z) # 0 x#0 mod

< z#0 mod /2.

Ainsi, pour tout x € R, on a

tan(2x) T €D
bien définie <= < tan(z)# 0
tan(x) 9% € Din
r#75 modm
<— S x#0 modm

< x#0 mod /4.

Ainsi, si lon définit 1 D = {:1: €ER|z#0 mod 71'/4} = U }kz, (k+ 1)1{ , on a une fonction

keZ

D — R
tan(2z)
r — .
tanx

T
Le domaine D est (clairement) —-périodique et symétrique. Quotient de deux fonctions impaires,
la fonction f est paire. Quotient de deuz fonctions w-périodiques, f est m-périodique. On va donc

P 7T T
se contenter de l’étudier sur E = 0, —| U |—, —|.

4 4’2

Premiére méthode. La fonction f est dérivable par opérations. Soit x € E. On a (en utilisant
la formule tan’ =1/ cos?, ici plus judicieuse car elle donne des expressions plus factorisées)

1 1
f/(l,) _ 2m tanx — tan(2$)m

tan? x

Comme tan®z > 0 (car x € D), cette expression a le méme signe que son numérateur. On peut en
fait encore la simplifier davantage en multipliant par cos®(x)cos®(2z), également > 0 car z € D
(donc x,2x € Dyan) ¢ f/(x) est du méme signe que

2 tan(z) cos?(z) — tan(2z) cos?(2z) = 2sin(z) cos(z) — sin(2z) cos(2x)
= sin(2z) — sin(2z) cos(2x)
= sin(2x)(1 — cos(2z)).

Lycée Sainte-Geneviéve 10 C. Vergé
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Or, comme x € E, on a 2x € }0, ;T[ et sin(2x),1 — cos(2x) > 0.

On a donc montré que Vo € E, f'(x) > 0, ce qui montre que [ est strictement croissante sur
) . . . 7r T
chacun des intervalles qui constituent E, c’est-da-dire }0, 1 { et } i) {
Deuxiéme méthode.
La formule d’addition de la tangente permet de voir que
2

Vee D, f(z)= 1= tan’(a)’

La fonction f est la composée de fonctions usuelles dont on connail le sens de variations sur chaque
intervalle composant E. On obtient directement que f est strictement croissante sur chacun de ces
deux intervalles.

On obtient alors le tableau de variations de f sur E.

x |0 /4 /2
f! + +
400
2 /
f 0
—00

Justification des limites.

(a) La limite en 07 est la plus délicate a déterminer. Il y a au moins deux possibilités :

e on utilise la formule alternative que l’on a énoncée en remarque, en ajoutant que, par
continuité de la fonction tangente, on a tan(x) — 0;
T—

e on utilise le fait que la fonction tan (resp. x — tan(2z)) est dérivable en 0, de dérivée 1
(resp. 2), ce qui donne, par définition, les limites des tauz d’accroissement

tan x tan(2x)

—> —_—

1 et —— 2.
T z—0 xT x—0

En passant au quotient, on obtient

t 2
an(2x) 5
tanx z—0

Lycée Sainte-Geneviéve 11 C. Vergé
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(¢) On a, par exemple par continuité de tan en w, que

Kl

— 0.
T—r

tan(2x)

Comme en outre tanx ——— 400, on en déduit
I
2

tan(2x)

T—

tan x

également faisable (et facile) avec la formule alternative.

Encore une fois, c’était

é.

dicit

PETIO

Voici le graphe de f, prolongé par parité et

xT

— R

r +— xarctani.

R*

vi) La formule donnée a un sens pour x # 0 et définit une fonction f :

C. Vergé
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Cette fonction est paire en tant que produit de deux fonctions impaires (le deuxiéme facteur x —

arctan — étant impair comme composée de deux fonctions impaires). Nous allons donc l'étudier
*

sur R .

La fonction f est dérivable par opérations.

Soit x € R.. On a

1
f'(z) = arctan — + x%
1+ (1)
et 1 x
=arctan - — 1.

Déterminer le signe de cette expression n’est pas aisé, mais on peut constater que la dérivée de f
sur RY est a son tour dérivable par opérations (autrement dit, f est deux fois dérivable) et calculer

f// )

Soit x € R.. On a

f,/(x): :1:1 -

1 1— 22

142 (14 22)?
2

S —)
(1422 =

. . .. / . .
On obtient alors successivement un tableau de variations pour f', ce qui nous donne son signe, et
nous donne alors le tableau de variations de f.

z |0 +00
f// o
?
f/
0
1
f
0

Lycée Sainte-Geneviéve 13 C. Vergé
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Justification des limites.

(a) Commengons par la limite de f' en +oc.

(b) L’expression donnée ayant clairement un sens pour tout x € R, on obtient une fonction
f: R —- R
r +— sin(3z) + 3sin(x).
La fonction étant impaire et 2mw-périodique, on va l’'étudier sur la demi-période D = [0, |.
La fonction f est dérivable par opérations.
Soit x € D. On a

f'(z) = 3cos(3x) + 3 cos(x)
= 3 (cos(3z) + cos(z)) .

Commencons par déterminer les zéros de cette dérivée. Soit x € D. On a la chaine d’équiva-

lences
f'(z) =0 <= cos(3z) = — cos(x)
<= cos(3z) = cos(m + )
< 3r=n+2 mod 27 oudxr=—(x+m) mod2r
<5 2r =7 mod 27 oudr=n mod 27
= afzg mod 7 oux:% mod /2
&5 =T ou(ﬂc—7T ouag—gw)
2 4 4
e {7? T 37r}
TREle 2
Justifications.

* Cas d’égalité des cosinus.
*x Car —m =7m mod 2.
* %% Car x € [0,7].

En calculant des valeurs de f' (par exemple en 0, 7/3, 2w/3 et 7), on obtient donc le tableau
de signes de f', ce qui nous donne le tableau de variations de f.

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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z |0 /4 /2 3r/4 7r

fr + 0 - 0 + 0 -

/2\@\2/2\/5\
f

Voici le graphe de f, prolongé par imparité et périodicité. Attention, le repére n’est pas ortho-
norme.

vii) f x> sin(3z) + 3sinx est définie sur R, impaire et 2m-périodique.

Restreignons son étude a [0, 7].

f est dérivable sur R et pour tout x € [0, 7],
f'(z) = 3cos(3x) + 3cos x = 3[cos(3x) + cos x| + 6 cos(2z) cos x.
On obtient le tableau de variations suivant : A FAIRE.

ﬂ- Ve .
Bonus : on peut montrer que x = — est axe de symétrie.

Bonus : f'(0) = 7 donc on peut tracer la tangente au point d’abscisse 0.

Tracer la courbe de f.

Lycée Sainte-Geneviéve 15 C. Vergé
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Exercice 4. Des équations. Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

(i) In (:c+3> _ Inz+1n3 (iii) (\/;)w — VT

2 2
(ii) 3% — 9v+3 = 9vts _ 32—l (iv) m|2z+ 1|+ In|z+3| <In3
Correction.

(i) Notons Dy l'ensemble de définition de la premiére équation. Soit x € R. On a :

3
:I:GD1<:>ID(:E;> et Inx existent
-+ 3
T >0etx>0
<~— x> 0.

. .
Ainsi, | Dy = R |.

Considérons désormais x € D1. On a :

1n<$+3)—lnm+1n3<:>1n<x+3>—1n\/3w
2 2 2
r+ 3
x + _ V37
32
CEL

— (z+3)* =12z
=2 —6x+9=12
— (z-3)2%=0
<~z =3.

Ainsi, | S1 = {3} |.
(ii) On a et les équivalences suivantes :

321‘ o 2I+% _ 2m+% o 32:5—1 32:5(1 + 3—1) — 9%

ot la derniére équivalence se justifie par le fait que la fonction x — o = e*™% est injective, cela

Lycée Sainte-Geneviéve 16 C. Vergé
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pour tout a € R\ {1}.

Ainsi, | Sy = {g} .

(iii) On a|D3z =R7 |, et pour x € R} :

(VI)* = 2V% = " VT = eVElne
< xrlnyr=+rlhz

1
— 51:1111' =+rlnz
1
<~z {2\/5— 1} =0

1
& =0 ou ln:L‘:Ooué\/Eflz()

<= Inz =0 ou vz =2 car x # 0
<~ r=1ouzxz=4.

Ainst, .

(iv) Notons Dy l’ensemble de définition de cette équation. Soit x € R. On a :

1
re€Dy<= 2z+1>0 etw+37£0)<:>x¢{—3,—2}.

1
Ainsi, | Dy = R\ {3, 2} :

Soit désormais x € Dy. On a :

In2¢ +1|+Injz+ 3] <In3 <= In |2z + 1)(x + 3)| <In3
= |2z+1)(z+3)] <3
(2x+1)(x+3) <3

<~ et
(2x+1)(x+3) > -3
262 4+ 72 <0
= et
202 4+ 7x4+6>0
1’6}—%,0[
< et

x €] — 00, —2[U]-3/2, +00]

7 3
——, =2 —=.0].
<:>x€} 5 {U] 2,0[

Lycée Sainte-Geneviéve 17 C. Vergé
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Ainsi, puisque © € Dy (ne pas Uoublier!!!), on a

5= ]2 s[or-s 2] 2 2[] Lo]]

Exercice 5. Inégalités (polynomiales et rationnelles). Montrer les inégalités suivantes.

1
(i) Yx > 0, a:+;22;

(i) Yz €]0,4[\ {1},

Correction.

(i) Etudions la fonction f: R} — R

Vo eRY, flz)=1

(ii) La fonction g : [0,4]\ {1} — R

Ve e 0.4\ {1}, ¢'(z) = —>—

qui montre

ce qui conclut.

Lycée Sainte-Geneviéve

>2;

)

:c—i-Q‘
1—=x

x r—>x+%

1 z+1
g 1~
(iii) Vx € [0,2], 52213
. 1 r+1
(iv) Yz € R, _6§x2—|—3§

-
x 0 1 +00
f! -

42

xT

T —

—

est dérivable par opérations, et

. Elle est dérivable par opérations, et

ce qui permet d’obtenir le tableau de variations suivant, qui conclut

5l 2 > 0, ce qui permet d’obtenir le tableau de variations suivant,
—x

’V.’L‘E[O,l[7 g(aj)ZQ‘ et

Wr e]1,4], g(x) < -2

)

18/53
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z |0 1 4
f! + +
+00
2
f
/ -
—0

2?4+ 2+ 3
(iii) et (iv) La fonction h : R — R est dérivable par opérations et Vx € R, h'(x) = BN
T oo '
Le dénominateur de cette fraction étant strictement positif, il suffit de déterminer le signe du
numérateur (qui est un trinome du second degré de racines plus ou moins évidentes 1 et —3) pour
déterminer le signe de ' et donc le tableau de variations de f. Tout calcul fait, on trouve le tableau

de variations suivant, qui conclut.

T —00 —3 0 1 2 +o00
4 — + -
1/2
J7
1/3
h 0 0

~1/6
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Fonctions exponentielles et puissances

In(ln x)
Exercice 6. Simplification. Pour x > 1, simplifier l’expression x ne

Pourxz>1, ona :

€T Inx = eXxX

n(lnx 1 1 .
In(In z) (nl(nr;’;r) lnm) =exp(ln(lnz)) =Inz.

Exercice 7. Une inéquation logarithmique. Déterminer les réels x € |1,4o00| tels que

In(z—1)+In(x+1) <2lnz - 1.

Correction. Soit z € ]1,4+00[. On a la chaine d’équivalences

In(z —1)+In(x+1) <2lnz -1 <:>111(T—1)+1n(7‘—|—1) —2hnhzr< -1

A\

Justifications.

(a). Par stricte croissance de l'exponentielle (dans le sens direct) et du logarithme (dans le sens réci-
proque).

1 e
(b). Par stricte croissance de t — 7 sur R, et parce que <x2, 1) S (]Ri)?
e

(c). Par stricte croissance de v/ (dans le sens direct) et de t +— t* sur R*. (dans le sens réciproque), et
parce que les nombres en présence sont tous > 0.
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no_k
Exercice 8. Exponentielle et Taylor. Montrer que Vn € N, Vx € Ry, e* > Z %
k=0 "

Par récurrence sur n € N :

nok
x
Hy, : «VeeR,, &> ZE »
k=0
n_ ok
1l peut étre utile de poser fy : x+— e* — Z ol de sorte que H,, s’énonce :
k=0 """

H, o « la fonction f, est positive sur Ry »
Initialisation.
Par croissance de la fonction exponentielle, on a :
VzeR,, e >¢°

ored—1-3
re = _;)ﬁ

D’ou Hy.
Hérédité. Soit n € N tel que H,,. Montrons Hy11.

La fonction f,11 est dérivable sur Ry et on a :

Vz € R+7 f;H»l(‘T) =e" — Z kr

D’aprés Hy, la fonction f, est positive sur R, .

On en déduit que la fonction f, ., est positive sur Rj.
Donc la fonction f,4+1 est croissante sur R..

Or fn+1(0) = 0.

Donc fn41 est positive sur R..
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1\" 1\
Exercice 9. Encadrement de e. Montrer que pour toutn > 2, on a (1 + —) <e< (1 — —) .
n

Correction. Soit
v: ]=1,400[\ {0} — R
In(1+ z)
xT = —.
x

x—(1+2z)In(1+x)

22(1+ z)
étant > 0 sur le domaine considéré, le signe de v’ est le méme que celui du numérateur, que l’on peut
étudier également. Soit

La fonction v est dérivable par opérations et Vo > —1, v'(z) = . Le dénominateur

p: o ]=1,400] — R

x — x— (1+2)n(l+ ).
La fonction p est dérivable par opérations et Vo > —1, u'(x) = —In(1 + ). Cela permet de dresser le
tableau de variations suivant.
x —1 0 +00
!
" + 0 -
0

o | T

In(1+ )

Le fait que hl/(l) =1 donne v(xr) = ——— 0} 1.
xr T—

On déduit de tout ce qui précéde que

’Vmé]—l,()], v(x)Zl‘ et ’VIL’E]O,ﬂLOO[,U(:L‘)Sl‘.

1 1
On en déduil que pour tout entier n > 2, on a v (—) >1>w0 (), c’est-a-dire
n n

1 1
nln<1>212nln<1+).
n n

En passant a Uexponentielle (qui est croissante), on obtient l’inégalité voulue

1\ ™" 1\"
vz (1-0) zex (1) |
n n
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N

Exercice 10. Une inégalité. Montrer que Vz €]0,1[, 2%(1 —z)'"% >
(= Dol (= I) + 2ol <+ % soioso} ol ob amoiinitwy 2] 1oihitil
Correction. Posons

f:1]0,1] - R
r o 2"(1—2)"* =exp(zlne+ (1 —2)n(l —z)).

Posons enfin, dans un souci de simplicité,

g: 10,1 — R
x = zxhnzx+ (1—z)n(l— ).

La fonction g est dérivable sur |0, 1] (par somme de telles fonctions), et on a :

Vo €l0,1, ¢(x)=hz+1-In(l-2z)-1
=Inz —In(1 — z).
Par stricte croissance du logarithme, le signe de cette expression (c’est-a-dire la position relative de Inx

et In(1 —x)) ne dépend que de la position relative de x et de 1 —x. On dresse alors facilement le tableau
de variations suivant.

x |0 1/2 2
/
g — 0 +
? ?
g
lnl
2

1
Cela démontre Vx €]0,1[, g(z) > In 5

La fonction exponentielle étant croissante, on a : |Vx €]0,1[, f(z) >

DO | =
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Exercice 11. Une inégalité (délicate 7). Montrer que

VieR, e < e + t.

Correction. Posons f : 1+~ et2 +t—é' et montrons que [ est positive.
On a

VteR, ft)=2t" +1—¢ et f'(t) = (42 +2)e’” — ¢
o Sitd[0,1], on a f"(t) >0 cart® >t et donc (4> + 2)6t2 > 2¢t > el
o Sitel0,1], on écrit f'(t) = et’ (42 + 2 — et_tz).
2 _ 1 t—t2 1 7
Comme t — 1~ < 1 pourt € [0,1], on a e™" <er <2 et donc f"(t) > 0.
La fonction f' croit sur R.
Comme f'(0) = 0, la fonction f’ est négative sur R_ et positive sur R, .

Le minimum de f est obtenu en 0 et vaut f(0) = 0.
Ainsi :

VieR, e <et’ +t|

2
et +t
et

Autre stratégie. On peut aussi poser h :t ="t 4 te™!, et montrer que h est supérieure d
1.

La fonction h est dérivable sur R et h' it — (2t — 1)et2_t + (1 —t)e .

Comme e " > 0, le réel h'(t) est du signe de g(t) := (2t — 1)et2 + (1 —1).

La fonction g est dérivable sur R et ¢’ :t — (4t> — 2t + 2)et2 —1.

7
Le minimum de t — 4t> — 2t + 2 vaut 1 done, pour tout t € R, on a g'(t) > i 1>0.

Ainsi, la fonction g est croissante.

Comme g(0) = 0, la fonction g est négative sur R~ et positive sur RT.
Il en est de méme de h'.

Le minimum de h est obtenu en 0 et il vaut h(0) = 1, ce qui conclut.

Exercice 12. Utilisation du TVI.

1. Montrer que léquation x Inx = 1 posséde une unique solution dans R, .

22

2. Montrer que l’équation e = e* — 1 posséde une unique solution dans R.

Correction.

1. La fonction
f- R = R
r — zxlnx

est dérivable et Vz € RY, f'(z) =1+ Inz.

On en déduit le tableau de variations suivant (la limite en 0 étant déterminée par croissance
comparée).
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X 6_1 1 +00
& - +
400
f
—1/e

On en déduit que f prend des valeurs négatives sur |0, 1] et qu’elle induit une bijection de [1, 400

sur Ry

Ainsi, le nombre 1 admet un unique antécédent sur RY (dont on sait méme qu’il est > 1), ce qui

montre le résultat voulu.

Remarque. La solution de cette équation n’a pas d’expression en termes des fonctions usuelles.

2. On peut répondre a cette question sans aucun calcul de dérivée, notamment si on a une idée du

graphe des deux fonctions en présence.

'

Il est clair que ’équation n’a pas de solution sur R* (sixz <0, on a e > 0> e — 1). Il s’agit

donc de montrer que cette équation a en outre une unique solution sur R.

La fonction

g:

Ry
x

— R
e — et 1
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. Ve . . Ve —_ 2 . 7 .
est strictement décroissante, en tant que différence de x — e~ strictement décroissante sur R
(par composition), et de x — e* — 1, strictement croissante.

Puisque g est continue, que g(0) =1 et que g(x) —+> —00, le théoreme de la bijection monotone
T—+00

entraine que la fonction g est une bijection de Ry sur |—oo,1].

En particulier, il existe un unique x € Ry tel que g(x) = 0.

D’apres ce qui précéde, ’équation e~

2 . . . .
" =" — 1 posséde bien une unique solution sur R.

Exercice 13. Deux systémes d’équations exponentielles. Résoudre les systémes suivants.

(i) {iﬁ

= 1 T2y —
B 0y (i7) {e c B (11 (a est un paramétre réel)

oY 2xy

(i) Procédons par analyse et synthése.

Analyse. Soit (z,y) € R? tel que 8° = 10y et 2% = 5y.

1
Ainsi, | Uunique solution est x = 3 ety=—|

Posons € = 2%. On a alors € = 8% = 10y = 2 x (5y) = 2€.
Donc 0 = €* —2¢ = £(€2 = 2) = £(6 ~ V2)(§ + V2), doi € € {-V2,0,V2}.

Comme & = 2%, il s’agit d’un nombre strictement positif. On a donc & = /2.

Inv/2 1 V2

Puisque 2% = /2, on en déduit que x = = —, puis que y = —.
In2 2 5
1 V2
Ainsi =|=,—.
N L. .. . 1
Syntheése. Réciproquement, on vérifie que si x = 5 ety = = alors

2 =5y =+2 et 8 =10y =2V2.

V2

5

(i) Procédons par analyse et synthése.

Analyse. Soit (z,y) € R? tel que e*% = a et 20y =1 (1).

Distinguons deux cas.
e Sia <0, Uégalité €*?Y = a est une contradiction, car Uexponentielle prend des valeurs
strictement positives.

o Supposons donc a > 0. Les deux égalités (T) entrainent x+2y = Ina et x x 2y = 1. Ainsi,
les deux nombres réels x et y = 2y vérifient le systéme somme-produit

{w+y’—lna
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On sait que les solutions de ce systéme proviennent des solutions de l’équation du second
degré

22— (lna)z +1=0. (1)
Puisque les réels x et y' sont solutions de (1), le discriminant de cette équation doit étre
positif, c’est-a-dire que U'on doit avoir (Ina)? > 4, c’est-a-dire |Ina| > 2, c’est-d-dire
a> e oua < e~2. Dans le cas contraire, on a une contradiction.
Ina+/(Ina)? —4
Si la condition (Ina)? > 4 est remplie, les solutions de (%) sont <2 ) .

On en déduil que

(,3) = (1“ V(maP 1na+¢m>
) - 5 , 1

ou (z,y) = <lna+\/m lna\/m>
o 2 : . .

Synthése. Réciproquement, on vérifie que si a > 0 vérifie (In a)2 >4, les deux couples

<1na—\/(1na)2—4 lna+\/(lna)2—4> o <1na+\/(lna)2—4 lna—\/(lna)2—4>
2 ' 4 2 '

4

vérifient le systéme d’équations initial.

Ainsi, les solutions du systéeme forment [’ensemble

4

7= {(M— V(a4 ma+ m> (lnawm Ina - m)}
- 2 ’ 4 ’ 2 ’

st a € }0,672} U [62,+OO[ et ¥ = sinon|.

Exercice 14. Systéme d’équations logarithmiques. Déterminer les couples (x,y) € (R”jr)2 tels que

2lnz —3lny = In2
T—y 2.

Correction. On procéde par analyse et synthése.
Analyse. Soit (z,y) € (R%)? tel que 2Inz —3lny=1n2 (t) etz —y =2 (x).
2
En passant (1) a Uexponentielle, on obtient T—g =2 ou, ce qui revient au méme, x> = 2y (%).

L’équation (%) donne x = 2+y, que l’on peut réinjecter dans (1) pour obtenir (aprés développement)

23 —y? —dy—4=0. (®)
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Pour résoudre (®), on va étudier la fonction polynomiale

f: R —- R

Yy 2y37y274y74.

Cette fonction est polynomiale, donc dérivable. Sa dérivée est donnée par la formule

Vy €R, f'(y) = 6y* — 2y — 4.

On trouve facilement les solutions de f'(y) = 0 (qui sont —2/3 et 1), et on vérifie aussi facilement

que f(—2/3) < 0. On obtient donc le tableau de variations suivant pour f.

x | —o0 —2/3 1 +o0
f + 0 - 0
+00
—0 ?

Le tableau de variations montre qu’il existe un unique y € R tel que f(y) = 0, et que cet élément

vérifie y > 1. On vérifie alors que f(2) = 0.

Ainsi, (®) entraine y =2 et (%) entraine a son tour x = 4.

Synthése. Réciproquement, on a 2In4 —3In2 =4In2 —-3In2 =12 et 4 —2 =2, donc (4,2) est bien

solution du systéme.

Il w'y a qu'un seul couple (z,y) € (R%)? solution du systéme, @ savoir (4,2) |.

Exercice 15. Fonction W de Lambert. Soit W : Ry — Ry une fonction, que l'on ne suppose pas

dérivable a priori. On suppose que

Ve e Ry, W(z)e"® =g,

Déterminer les variations de W.

Correction. Introduisons la fonction g : Ry — Ry .

t = e
g est dérivable et V¥t € Ry, ¢'(t) = (1+1t)e! > 0, donc g est strictement croissante sur R..

De plus, g est continue, donc d’apres le théoréme de la bijection monotone, g induit une bijection de R
sur g(Ry) =] lign g, Em g[=]0,+00[=R4. On en déduit que g est une bijection strictement croissante.
[e.e]

La relation de I’énoncé se traduit alors sous la forme plus concise goW = Idgr, . En composant a gauche

par gt (qui existe d’apres ce qui précéde), on obtient

La fonction ’W est alors strictement croissante

W=g1|

, en tant que bijection réciproque d’une bijection stric-
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tement croissante.

Fonctions trigonométriques circulaires

Exercice 16. Des équations trigonométriques. Résoudre les équations suivantes.

(i) cos(2x — 7/3) = sin(x + 37 /4) ; (v) 3cosx —3sinx =6;

(it) cos(4x) +sin(4x) = 1;
(iii) si + sin(3z) = 0 (vi) 2sinx cosx+\/§cos(2x):();
iii) sinz + sin(3z) =0 ;

) sinx + sin(2x) + sin(3x) = 0; vii) cos®z +sin®x = 1.
(iv) ( ;

(i) On a :Vx € R, sin(x 4+ 37/4) = sin((z + 7/4)) + 7/2) = cos(x + 7/4).
L’équation se réécrit par exemple cos(2x — w/3) = cos(x + 7/4). En utilisant le cas d’égalité des
cosinus, on obtient que I’ensemble des solutions est ’ensemble des x € R tels que
T K

r=-—[27] ou xz=

1 3 [27/3],

c’est-a-dire

T Tm 257 497T}
— L —, =, —— ¢ X L} |
36" 127 36~ 36

{0+ 27k | (e,k:)e{

(i) On écrit le terme de gauche comme un cosinus déphasé : apreés calcul

Vz € R, cos(4z) + sin(4z) = V2 cos <4x — Z) ,

T T
Cela donne la forme équivalente cos <4x - 4> = cos 1 a notre équation. En utilisant le cas d’égalité

des cosinus, on obtient que ’ensemble des solutions est ’ensemble des x € R tels que
T
x=0[n/2] ou xz= S [7/2],

c’est-a-dire
5 9 37 137

<7 ) ) }XZ}
8 8§ 28

(iii) En faisant passer un terme de l'autre coté, notre équation est équivalente a sin(3x) = sin(—z). En
utilisant le cas d’égalité des sinus, on obtient que l’ensemble des solutions est [’ensemble des x € R
tels que

I
0420k | (0.k T
(6 +2r |(,)e{0,8,2,

3z = —x [27] ou 3z =7+ x [27]

c’est-a-dire
x=0 [r/2] ou T =

c’est-a-dire
x=0 [n/2],
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c’est-a-dire

7T
- Zy |
{k2ke }

(tv) On utilise la technique vue en cours pour calculer une somme de sin(kx). Aprés calcul, on obtient
que si x £ 0 : [27] (pour pouwvoir utiliser la formule pour la somme des termes d’une suite
géométrique, ce cas étant de toute fagon solution),

sin (%x) sin(2z) |

sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = :
S x

3
Ainsi, I’équation de départ est équivalente a sinx = 0 ou sin (2.7:) =0 ou sin(2z) = 0.

En utilisant le cas d’égalité des sinus, on obtient que [’ensemble des solutions est l’ensemble des
x € R tels que
x=0[r/2] ou x=0 [27/3],
c’est-a-dire
20332

{9+27rk:\(9,k)6{0 T A ?ﬂr}xZ}.

(v) On écrit le terme de gauche comme un cosinus déphasé :
Vz € R, 3cosz — 3sinz = 3v2cos(z + ),

pour une phase ¢ adéquate.

Comme 3v/2 < 6, un tel cosinus déphasé ne peut jamais valoir 6, et ’équation n’a pas de solution.

(vi) En wutilisant la formule du doublement du sinus, puis en écrivant la somme obtenue comme un

0
cosinus déphasé, on voit que le terme de gauche de notre équation est 2 cos (256 — >

6

En utilisant le cas d’égalité des cosinus, on obtient que l’ensemble des solutions est ’ensemble des
x € R tels que

z = g /2],

c’est-a-dire

{gk | ke 7).

(vii) Notons f : x cos®x + sindz. f est définie sur R, 2r-périodique. Réduisons Uétude d [0, 27].
Remarque : f est également impaire.

On trouve comme dérivée, pour tout x € R,

f'(z) = —3sin(x) cosz(x) + 3cos(z) sin2(:r) = 3\2/5 sin(2z) sin (a: _ Z) ’

ce qui permet facilement de tracer le tableau de variations de f.
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T 57 3w
0 Z 5 ™ Z 5 27
1 1 1
\ 7/

On obtient alors

Vr € R, cos®x +sin’r =1 <= (xEO [27] oux:g [277]) .

Exercice 17. Des inégalités trigonométriques. Montrer les inégalités suivantes.

. . 2
(7) ¥z €R, [sinz| < |z|; (iii) Vx € R, Ogl—cosxg%;
) T T
(ii) Vo € [-1,1], |arcsinz| > |z] ; () Vo € | =5, 5|, [tanz| > |z|.
Correction.
(i) L’étude de la fonction
R+ — R
r +— sinzx—zx
montre que
Vr e Ry, sinx < z. (X
Soit x € R. On montre alors l'inégalité de [’énoncé en distinguant les cas.
o Sixze|0,m], on a |sinz| =x et |x| = |z|, donc l'inégalité (1) montre que |sinz| < |z|.

o Siz € [l,+o0[, on a clairement |sinz| <1 < |x|.
Ces deux premiers points montrent [’inégalité voulue si x > 0.

e Six <0, on utilise les deux premiers points pour montrer

|sinz| = |—sinz| = [sin(—z)| < |—z| = |z|.
(ii) L’étude de la fonction
0,1 — R
T — arcsinxr — x,
dérivable sur [0, 1[, montre que Yz € [0,1[,arcsinz > x. On a par ailleurs arcsin(1) = g > 1, donc

on peut étendre l'inégalité précédente a [0, 1].
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Pour tout x € [0,1], on a alors |arcsin(z)| = arcsin(z) > x = |z|.

Pour z € [-1,0], on a enfin
larcsin x| = |— arcsin z| = |arcsin(—x)| > |—z| = ||
d’aprés ce qui précéde.

(iii) La premiére inégalité est une simple reformulation de l'inégalité Vx € R, cos(x) < 1.

Pour lautre inégalité, on introduit la fonction

f+ R - R
72
xr = 7—(1—cosx).

Cette fonction étant paire, il suffit de montrer qu’elle est positive sur R, .

La fonction f est clairement deuz fois dérivable. Pour v € R, on a f'(z) = x —sinz et f’(z) =
1 —cosz.

La fonction f” est donc positive, ce qui montre que f' est croissante. Comme f'(0) = 0, on en
déduit que f' est positive, et donc que f est croissante. Comme f(0) = 0, cela montre l'inégalité
Vo € R, f(z) > 0, et conclut.

(iv) Comme dans les questions précédentes, on étudie la fonction (dérivable) x — tan x—x pour montrer

T
l'inégalité sur {0, 5 [, ot tan est positive, et on conclut en exploitant l'imparité des fonctions.

Exercice 18. Un calcul. Calculer arcsin (sin (117_27r>>

T
Correction. La restriction de sin a ['intervalle [—2, 2} a valeurs dans [—1, 1] est bijective de réciproque
arcsin.
. T 6m 67 . )
arcsin(sin(x)) = x pour tout x € 55 T T 13| Il faut donc se ramener a une valeur comprise
A Q L. o, . . .
entre ) et 5 en utilisant les propriétés du sin. Comme sin(m — x) = sin(x), on a :

in (27 — T\ i (227 U
Sin 19 =sm |7 19 = sin 19 , avec o 29

e <m>_ e (—5%))_ 57
arcsin | sin 12 = arcsin | sin 12 = 12 .

12
Exercice 19. Montrer que 2arccos —— = arcsin —.

V13 13

donc

T
e Montrons que ces deux réels appartiennent d {0, 2}
1

Tout d’abord, par définition de arcsin, on a arcsin % e [o, g]
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De plus, puisque et que la fonction arccos décroit sur [0, 1], on en déduit que

3
0 = arccos 1 < arccos —— < arccos — =

Vs
/13 > 4

3 s .. 3
Donc arccos —— € [0, ], d’ou 2 arccos ik € [O, g}

V13 4
De plus,
12
Il suffit donc de montrer que cos(2arccos ——) = cos(arcsin — ).

V13 13

e D’une part, on a :

3 9 18 —13 )
cos(2arccos ——) = 2cos?(arccos ——) — 1 =2x — — 1 = =

V13 V13 13 13 13°

e D’autre part, on a :

12 122 132-122 169—144 25
cos?(arcsin — ) = 1 — sin?(arcsin — ) =1 — — = = =

13 13 132 132 132 132
12 12 12 12
Donc cos(arcsin — ) = £—. Mais arcsin — € {—W, W] donc cos(arcsin —) > 0 d’ot cos(arcsin — ) =
13 13 22 13 13
o
13

e On a donc 3
cos(2 arccos ——=) = cos(arcsin — ).

V13 13

Puisque arccos o cos = Id|(g 5 /9], on obtient en appliquant arccos a l’égalité précédente :

12
2 arccos —— = arcsin — |.

V13 13

Exercice 20. Des formules utiles.

1. Montrer que : Vx € [-1,1], arccos(—z) = m — arccos(x).

1
2. Simplifier l’expression arctan(x) + arctan (—) pour tout x € R*.
x

Correction.

1. Soit x € [-1,1]. On a : cos(m — a) = —cosa donc
cos(m — arccos(x)) = — cos(arccos(z)) = —z.

De plus, comme 7 — arccos(x) € [0, 7], en appliquant la fonctions arccos, il vient :

’ 7 — arccos(x) = arccos(—x) ‘
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Remarque. En particulier, la fonction arccos n’est pas paire !

1
2. Soit f : x — arctan(z) + arctan (), définie sur R*.
x

1
x — — est dérivable sur R* et arctan est dérivable sur R donc la composée & +— arctan () est
x x

1 1
dérivable sur R*, puis f est dérivable sur R*. Vo € R*, f'(z) + 22—

— 3 3
1+ 1+ <%>
La restriction de f est dérivable sur l'intervalle R et de dérivée nulle sur R, donc f est constante

1
sur Uintervalle RY . De plus, f(1) = 2arctanl = g Donc|Vx € RY, arctan(z) + arctan (aj) = g .
1
f étant impaire, pour tout x € R* | f(x) = —f(—=x) donc|Vx € R, arctan(z) + arctan (> = fg .
x
Ainst,
1 7 sixeRY
* -\ = 2 +
Vz € R*, arctan(z) + arctan (m) { 7 sizeRt
Exercice 21. Des identités. Soit z € R.
1
1. Montrer que cos(arctan ) = ————. Indication. Utiliser cos® = —.
1+ 22 1+ tan
1 1 1
2
cos”(arctanx) = = donc | cos(arctan z)| = ———.
( ) 1+ tan?(arctanz) 1+ 22 | cos( ) V1 + 22
C ¢ e}ﬁﬂ[ it (arctanz) > 0 et d (arctan ) !
omme arctanx € |——, — |, on sait que cos(arctan x et donc cos(arctanz) = ———.
22| ! Vita?
2. (a) En déduire une expression simplifiée de sin(arctan x).
X . T
Meéthode 1 : puisque arctanx € ]—2, 5 [, on a :
in(arctan ) = tan(arctan z) x cos(arctan ) =| =
sin(arctan x) = tan(arctan z) x cos(arctanz) = | — |.
V1+ 22
, .2 2 1 33'2
Méthode 2 : on a sin“(arctanz) = 1 — cos*(arctanz) = 1 — = donc
1+ 22 1+ 22
| sin(arctan )| ¢ t e}ﬂﬂ['(t)t t de méme si
sin(arctan )| = ———. Comme arctanx € |——, — |, sin(arctanz) et = sont de méme signe
V14 a? 2’2 g

x

V1+a22|

En effet, si x > 0, alors arctanz € [0, 7w/2] donc sin(arctanx) > 0 et si x < 0, alors arctanz € [—7/2,0[ donc sin(arctanx) < 0.

donc | sin(arctan x) =

1 — 322

b) Montrer que cos (3arctanz) = ——— .
(b) ( )= G
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Va € R, cos(3a) = T3(cosa) = 4cos® a — 3cosa (Tchebychev).

Donc cos (3arctan ) = 4 cos® (arctan ) — 3 cos(arctan ) =

3
(14 22)3/2 n (14 22)1/2

puis

4-3(1+2?)  1- 322
cos (3arctanz) = (112232 = (1+22)3/2 |

1 141 2
(c) Montrer que cos® (— arctan x) = &
2 2v/1 + a?

1
1+ —
1 5(2 1 1 s(arcte v/ 2
Va € R, cos?(a) = JFC(;M donc cos® (2 arctan x) _ COb(;rC anz) _ 21+ L
14+ vV1+a2?
2v1+a2
Exercice 22. Déterminer son ensemble de validité et montrer la formule :
arcsin < arctan x
r ———— =ar .
Vaz+1
Correction. Cette équation est définie sur R. Calculons le cos® de chaque terme.
x? 1

x T
e D’une part, on a : cos? <arcsin ) =1 —sin® (arcsin > — = .
g 2 +1 Va2 +1 ?2+1  22+1
1 1

1 + tan? (arctan z) T l4a

e D’autre part, on a : cos® (arctan x) =

x x
« Donc cos? (arcsin ) = cos? (arctan x) d’ou cos <arcsin > = =+ cos (arctan x).
z2+1 z?2+1
o) in —— e[ww}tt e}ﬂﬂ{d T >>0t (arctan z) >
r, arcsin ———— € |——, — | etarctanx € |——, = | donc cos [ arcsin —— | > 0 et cos (arctan z) >
’ 22 41 272 272 N

Ainst,
x

V2 +1

. T
FEn appliquant arccos et sachant que sur ] 3

cos (arcsin ) = cos (arctan x) .

{ on a arccoso cos = Id, on en déduit la formule

b |

souhaitée.
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Exercice 23. La fonction arctan o tan. Soit la fonction f : z +— arctan(tan(zx)).
1. Déterminer le domaine de définition de f.

La fonction f est la composée des fonctions arctan et tan. La fonction tan est définie sur R\

0
{2 +kn | k€Z; awvaleurs dans R et arctan est définie sur R. Par conséquent, f est définie sur

l’ensemble de définition de tan i.e. sur

D:ZR\{gﬂcﬂkeZ}: U}g+kﬂ,g+(k‘+1)w{: U}g+lm,g+kw
kEZ k€EeZ

2. Tracer la courbe représentative de f, en justifiant votre construction.

Puisque tan est w-périodique, pour tout x € D, x + 7 € D et on a tan(x + 7) = tan(z). Par

conséquent, pour tout x € D, f(x + m) = arctan(tan(x + 7)) = arctan(tan(x)) = f(z), ce qui
signifie que f est mw-périodique. Il suffit donc d’étudier f sur un intervalle de longueur w, par

T
exemple } 573 { La fonction arctan est la bijection réciproque de la restriction de la fonction tan

T
sur | =55 { Par conséquent, pour tout x € | =%, %[, f(z) = arctan(tan(z)) = x.
Ainsi, sur x € };r, g[ la fonction f coincide avec lidentité. Puisque f est w périodique, on finit

le tracé par translation de w. On obtient la figure suivante.

m 3w
3. Donner une expression simple de f sur l’intervalle ] 59 [

T T
——, =, on
55 | oma

T 3T T T
Soit x € }2, > {, alors v — mw € }—2, 3 [ Puisque f coincide avec l'identité sur
f(x —m) =2 — 7. De plus, comme [ est m-périodique, on a

f@) = fle—m+m) = fla—m) =z—m

R

o

[SIE]
w0
o

B
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Exercice 24. Une série télescopique.

1. Soit x € R. Simplifier arctan(z + 1) — arctan .

e On aimerait calculer la tangente de cette expression.
T
Or, la fonction tan n'est définie que sur R\ {2 + km, k€ Z}.

o Fludions la fonction f: R — R . La croissance de arctan montre
x +— arctan(l 4+ z) —arctanz
que f est une fonction positive. Par ailleurs, elle est dérivable sur R, de dérivée

1 1 —2x —1

f(@) = L+ (1+2)? 1422 (1+22)(1+(1+2)%)

1
La fonction f' est donc strictement positive sur }oo, —3 {, puis strictement négative sur

1 .
}—, 400 {, ce qui démontre que le maximum de f est

2
1 1 1 1
M=f (> = arctan <> — arctan <> = 2arctan —.
2 2 2 2

1 T 7
Or, arctan est strictement croissante sur R donc arctan 2 < arctan1l = 1 donc M < 5
Ainsi,

Vr € R, arctan(z + 1) — arctanz € }O, g {

e Comme tanoarctan = Idg, la formule d’addition de tan prouve que

1 — 1
tan (arctan(z + 1) —arctanz) = 7 +j21$+ :):r Tzl

En composant par arctan l’identité précédente, on en déduit le résultat voulu, a savoir

Va € R,arctan(x + 1) — arctan z = arctan () .
24z +1

- 1
2. Soit n € N*. Déduire d | préced jon de Sy, = t — .
oit n éduire de ce qui précéde une expression de kz:%arc an (k:2 Iy 1)

_ 1
Sn = Z arctan (]#—Fk—‘,—l)

k=0
n
= Z (arctan(k + 1) — arctan k) d’aprés la question 1.
k=0
S, = |arctan(n + 1) (télescopage).

3. Que dire de Sy, quand n — +oo ¢
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+00
1
On a donc | Sy, m g , ce que l’on notera plus tard kz:%arctan <k32+/€+1> = g

Exercice 25. Pour tout x € R, simplifier l'expression 2arctan(v/' 1+ 22 — x) + arctan(z).

Correction. Pour tout x € R, posons f(x) = 2arctan(v/'1+ 22 — x) + arctan(z). [ est dérivable sur R
en tant que somme et composée.

P = ()]
1+ (V1422 —x)? 2v1+ 22 1+ 22
2 z—V1+a2 1

1+(\/1+:1:2—33)2X At | 1+a?

—_———

développer
B 1 g—Vita? 1
Cla a2 -1+ a2 V1+a? +1+9L'2
x—1+22 1
(Vfiﬁ—xxy+ﬁ)+1+ﬂ

= ! + LR 0
1422 1422 7
f" est nulle sur l’intervalle R donc f est constante sur R. Or, f(0) = 2arctan1 = g donc|Vr € R, f(z) = g

1 —cosx
Exercice 26. Quand elle est bien définie, simplifier ’expression arctan (\ / —) .
1+cosz
. 1 —cosx
Correction. Posons f : x — arctan — .
14 cosx

e Ona:VreR, 1—cosx >0 etl+cosxz>0 donc f(x) est défini ssi cosx # —1.

Ainsi, | f est définie sur R\ (x + 2nZ) = | J |-7 + 2km, 7w + 2kn[ = | ](2k — )7, 2k + 1)n[|.
keZ keZ

o De plus, [ est 2m-périodique et paire donc il suffit de I'étudier sur [0, x].

o Soitxe[0,7]. Ona :
1—cosx

T x x
1 —cosz =2sin®= et 14 cosz = 2cos® = done ———— = tan® = puis
2 2 14 cosx 2

1 —cosx _ |
1+cosz

me{OW{P‘ me}””[ btient liquant arctan : f(z) = =
car — — . usque — — ., — on ootrent en a quant arctan . ) = —.
9 ' q 9 29|’ ppltq 9

Ainsi, |Vx € [0, 7], f(z) =

T T
an —| = tan —,
2’ 2

N8
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o Soit x € |—m,0[. Alors —x €]0,7[, donc f(x) = f(—x) L

x
o Finalement, |Vx € |—m, x|, f(x) = ‘2| . Ailleurs, on utilise la 2m-périodicité de f pour se ramener

a | — m,m| et utiliser cette formule, comme dans [’exercice : pour tout k € Z, pour tout x €
12k — V)7, (2k + 1)w|, alors x — 2kw €] — m, [, donc

F(x) = £l - 2m) = L2 20T

14 cosz
Exercice 27. Encore une identité trigonométrique. Soit x € R. Simplifier arccos 1/ +T

1
La fonction f : x w arccos 1/ y est définie sur R, dérivable sur D = U |k, (k+ )7 et on
—_—

keZ f
obtient par un calcul soigneuz

1
Vz e D, f'(z) = ésgn(sinx).
Cela permet de montrer que [ est la fonction affine par morceaux dont le graphe est

/2

—6r  —bm —4w 37 27 -7 I ™ 2 3T 4 5T 6m

En effet, notons ¢ cette fonction. Il est clair qu’elle est dérivable sur D, et que sa dérivée coincide

avec celle de f sur D. Ainsi, sur chaque intervalle Iy, [’écart entre f et ¢ est une constante.
11 suffit alors de noter

e que quel que SOithZ,f(kﬂ'—‘r;r) —gb(k7r+72T> :%
0 k=012
o et que quel que soit k € Z, f(km) = ¢(km) = SZ' 2]
5 sik=11[2]

pour en déduire f = ¢.

Exercice 28. Des équations trigonométriques inverses. Résoudre les équations

2 1 1
(i) arcsin (H—xxz) = 2arctanx (iii) arctan — = arcsin

Vi z+1
(ii) arcsinx + arcsin(v/'1 — 22) = g

Correction.

(i) Premiére chose a déterminer : l’ensemble de définition de l’équation.
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est a valeurs dans

Une petite étude de fonction montre que pour tout x € R, la fraction 1
[—1,1].

Donc l’ensemble de définition de I’équation est R.

T
1‘2

2
— ) = 2arctanz.
1+ :1:2)

Par définition de la fonction arcsin, on a

arcsin ( 2733)

Analyse. Soit x € R tel que arcsin (

1+ a2
D’ou
T
2arctanx € {—2, 2}
Puis
T
arctanx € [—4, 4}
Puis x € [—1,1].
Syntheése.
Soit x € [—-1,1].

Montrons que arcsin (1 ) = 2arctan x.

+ 22
Partons du membre gauche, mais avant remarquons que x peut s’écrire tant.

T
En effet, on a x € [—1,1]. Comme la fonction tan induit une bijection de [—4, 4] sur [—1,1],
o . T
il existe un (unique) t € [—4, 4] tel que x = tant.
On a alors
) 2x ) 2 tant
arcsin (72) = arcsin | ————
14z 14 tan®t
= arcsin(sin Zt) il faut se rappeler de cette formule de l’angle moitié
=2t car 2t € {—ﬂ,ﬂl
22
= 2arctan x.

L’ensemble solution de l’équation est donc le segment [—1,1].

(ii) Ensemble de définition de l’équation.

Soit x € R. On a les équivalences
arcsin(V'1 — 22) existe <= /1 —a? existe et appartient a [—1,1] <— =z €[-1,]1]

Donc l'ensemble de définition de l’équation est [—1,1].

La clé. On a : -
arcsin(V1 —22) = 5 arcsin x

€[0,3] €[0,7]
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Analyse. Soit x € [—1,1] tel que arcsinx + arcsin(m) T
Comme arcsin(v/1 — z2) € [0, g], on a g —arcsinz € |0, g]

D’ou —arcsinz € [—g,O}.

D’ot arcsinz € [0, g]

D’ou z € [0,1].
Syntheése. Soit x € [0, 1].

Montrons que

arcsin(v'1 — 22) = g — arcsinz

Ezraminons les sinus des deux membres.
e On asin (arcsin(v1 —22)) = V1 — 22
e Ona Sin(g —arcsinz) = cos(arcsinz) = V1 — 22 (la derniére égalité doit pouvoir étre
reprouvée, nous l'avons vue en classe).
Les sinus des deux membres sont égau.

™

2} (why ?).

T
Par injectivité de la fonction sinus restreinte d [—5, 57 on a l’égalité.

T
Or les deuxr membres appartiennent a [—2,

Ot a-t-on utilisé I'hypothése = € [0,1] 2

Exercice 29. Résoudre dans R I’équation : arcsin(2x) — arcsin(zv/3) = arcsin(z).
Correction. arcsin est définie sur [—1,1] donc "équation n’a de sens que pour x tel que

|2¢) <1 et lzV3| < 1 et 2| < 1.
1 1 , _ 11
Or, 1 <3 <2 donc = < — < 1 donc Uéquation n’a de sens que pour x € |— .

2 73 2°2

11
e Analyse. Soit x € [—2, 2} solution de l’équation.

En composant par sin et en utilisant cos(arcsiny) = \/1 — sin?(arcsiny) = \/1 —y2, il vient :
20V/1— 322 — 2V3V1 — 422 = 7.
En factorisant par x, on obtient : x(2v/1 — 32?2 — 1/3(1 — 4x2) — 1) = 0 donc

r=0 ou V1 =322 —4/3(1 —422) = 1.
Supposons maintenant que x # 0. Alors, 2/1 — 322 =1+ 1/3(1 — 422).
1

En élevant au carré et en simplifiant, il reste : 231 — 422 =0 d'ou 42 = 1 d'ou x = :I:i.
Finalement, x € {*%,O,%}, d'ot . C {7%707%}'
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o Synthése. Réciproguement, arcsin(0) = 0 donc 0 est solution.

3 1
arcsin(1) — arcsin £ =T T T aresin <> donc L est solution.
2 2 3 6 2 £

Comme arcsin est impaire, —% aussi est solution.

Ainst, {—%,0, %} Cc .

Finalement,

Exercice 30. Résoudre dans R [’équation : arctan(x — 1) 4+ arctan(x) 4+ arctan(x + 1) =

S

o arctan est définie sur R. Notons (E) l’équation a résoudre et ./ (E) l’ensemble de ses solutions.

o Remarque (utile selon la résolution adoptée...) : Pour x < 0, sachant que arctan est croissante,
arctanx <0 -
on a { arctan(z —1) <0 donc arctan(z — 1) + arctan(z) + arctan(x + 1) < — et
” 4
arctan(z + 1) < arctanl = 7
donc Uéquation n’a pas de solution sur R_. Ainsi, ¥ C RY.. Et on peut dans lanalyse remplacer

0 1 . L .
5~ arctan z par arctan —, mais cela ne simplifie par vraiment...
T

o Soitx € S (F). Alors, on a :

arctan(z — 1) + arctan(z + 1) = g — arctan(x) ().

Premiéere méthode. On voudrait appliquer tan mais elle n’est définie que sur ]R\{ +kw| ke Z}.
Or, arctan(z) e} ;T 5 { donc 5 — arctan(z) €0, 7[.

Si g — arctan(x) = g, alors arctan(z) = 0 d’ou x = 0 mais 0 ¢ (E). Ainsi, © # 0, donc
on peut appliquer la fonction tan da (x). De plus, arctan(z — 1) # g [7], arctan(x + 1) # g [7]
et arctan(x — 1) + arctan(z + 1) # g [7], donc on peut aussi appliquer la formule d’addition de

tangente.

Sachant que t (W t()) ! L et Vaba+b# T [x), tan(a + b)
achant que tan ( — — arctan(z) | = ——— = — et Va,b,a — [n], tan(a =

1 2 tan(arctan ) x o 2 7

tan(a) + tan(b)

btient :
1 — tan(a) tan(b)’ onovnen

(x—1)+(m+1) 1
—(z—1(z+1) 2z’

d’0ﬁ2_$2: doncxe{ \/7\/7} Ainsi, S (E )C{ \[, %}
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Deuxiéme méthode. Appliquons la fonction cos a (%) et utilisons le fait que pour tout y € R,

1

Vi

)
Vi

V0 € R, cos <72T — 9) =sin 6.

cos (arctany) =

sin (arctany) =

Alors

1 1 z—1 z+1 x
VIF(x—1)2 \/1 F@+1)2 I+ (x—1)72 \/1 @+1)2 Vita?

D’ou
1— (22 —1) oz

VA+@-1)0+@+1)?%) VI+a?
Or, 1+ (z - 1)1+ (z+1)?) = (24 2% — 22)(2+ 2° + 22) = (2 + 2?)? — 42? = 4 + 2%, donc

2 — g2 - x
Va4t V1+a?

En élevant au carré et en utilisant un produit en croix, on obtient, apres simplifications,
32t + 422 —4=0.

Or, Uéquation 32> + 4z — 4 = 0 a pour discriminant A = 16 x 4 donc VA = 4 x 2 =8 donc a pour
2 2
solutions —2 et 3 dans R, donc pour unique solution 3 dans Ry.. Ainsi, x = j:\/g.

2
o Réciproquement, évaluer (E) en \/; est délicat.
Posons f : t — arctan(t — 1) + arctan(t) + arctan(t + 1). f est impaire, dérivable sur R et pour
tout t € R, f'(t) = > 0 donc f est continue et strictement
FO =y tire Y v / B
croissante sur l'intervalle R. D’aprés le théoréme de la bijection monotone, f est donc bijective de

. . 3m 3w
R Sur}xgmoof(fﬁ)axggloof(fﬁ) [ = } ECRDY {
3 3
g € }—;, 771- { done = a un unique antécédent xo par f donc (E) posséde une unique solution xg.

Or, f(0)=0 et f(1) = % + arctan 2 > g donc 0 < xp < 1.

Comme 0 < \/§< 1< \/5, on a xg= \/z Ainsi, | S (F) = {\/z} )

Autre correction.

— Prouvons que ’équation posséde une unique solution. La fonction :

f x> arctan(z — 1) + arctan x + arctan(x + 1)
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est continue et strictement croissante (somme de trois fonctions croissantes dont l'une est
strictement croissante) et réalise donc une bijection de R sur } 1_1r£ 1, E{.%f[ = ] %, 3% {
L’équation donnée posséde donc une unique solution.
Comme f(0) =0, on en déduit que la solution est strictement positive.
— Délerminons cette solution.

Soit x € R telle que
arctan(z — 1) + arctan(z + 1) = g — arctan .

On veut appliquer la fonction tangente.
Pour cela, justifions que les deux réels sont dans Diay.

On a -
§—arctan:r € 10, 7|

De plus, gf arctan x # g

. . LT 71' . |
Raisonnons par l'absurde. Si on avait 5 arctanx = 50 on aurait alors arctan(z) = 0, d’od x = 0.

Mais 0 ne vérifie pas l’égalité initiale.
On a donc monitré que
T
5~ arctan x € Dian

On peut appliquer la fonction tangente a chacun des membres, ce qui donne :
T
tan (arctan(z — 1) + arctan(z + 1)) = tan (5 — arctan w)

1
tan@’

A gauche, on utilise la formule tan(a + b) et d droite on utilise tan(g —0) =

On obtient ’égalité
2z 1
222 z
2
Dotz =44/ =
ou T 3

2
Comme la racine cherchée est positive, on en déduit que x = \/;; il est inutile de faire une

réciproque puisque l’on a prouvé que l’équation donnée posséde une unique solution.

2
Bilan : l’ensemble des solutions est {\/;}

Exercice 31. La formule de Machin.

1
1. Montrer que : tang = V2 — 1 puis établir que 0 < arctan v < g

2t
e Déja fait dans le cours n°2. Notons t = tan (g) On a :1 = tan (Z) =1 g donc
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2. Montrer que : Vx € ]—%, g [, tan(4x) =

242 —1=0de t+1)2-2=0, doit=—1+2. Or,ge {oﬂ donc t >

t—tan<78r>—\/§—1.

0 puis

1 1
e On a0 < — < V2 —1 et arctan est strictement croissante sur R donc 0 < arctan — <

arctan(v2 — 1). Or, arctan(v/2 — 1) = arctan (tan g) = g, car g € }—g,g{

0 < arctan — < *
arctan — — .
5 8

4¢(1 — %) .
m out = tan(w).
W, T { Alors 4z € } —g7 g { donc tan(4x) est bien définie et t aussi.

2 tan(2z) 2 tan(z) 2t
0 ctan(4r) = ———5—2—. Or, tan(2x) = = :
n a : tan(4x) 1~ tan®(22) r, tan(2z) 1—tan2(z) 112
4t
| 1_2 4t(1 — 12
Done, tan(4x) = 1 ( of )2 = (1—2)2 — 42’
1—¢2

1 1
3. Montrer que : 4arctan (g> - % = arctan ( )

239

™ m™

Ainsi,

1 1
D’aprés la question 1., 4 arctan (5> € }O, T {, 4 arctan (5> —— € ]—4, 1 { donc sont non congrus

2 4

a — modulo 7 et on peut appliquer la formule tan(a — b) sachant que tan(m/4) = 1.

1
Avant cela, calculons tan (4 arctan 5).

s
Puisque 4 arctan R ce } -, = {, on a d’aprés la question 2.,

xix2 A2 20 x 24 20x6 120

1
tan (4 arctan 5) =

Ainst,
1 T g9 — 1 120 — 119 1
tan (4darctan { = | — — | = 55 == -
5 4 + 175 1194120 239

1
1
. 1 T T T T T
En appliquant arctan et sachant que | 4 arctan —— € |——, | CE 305 on a

(5) 1= et (535)
4arctan ( - | — — = arctan [ —— | |.
5 4 239

4
(24)2 4 (24)2_i 242 _4x25 24x6-25 119
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Remarque 0.1. Cette formule fut démontrée par le mathématicien anglais John Machin en 1706,
et lui permit de devenir le premier homme de [’histoire a calculer les 100 premiéres décimales

1 1
du nombre ™ grace a |m = 16 arctang — 4arctan2—39 , et le développement en séries entiéres de

arctan.

. 1
Exercice 32. Une étude de fonction. Etudier la fonction f : x — 2 arctan (1 mn )
x

Correction.

o Notons D :=R\ {—1}. f est de classe € sur D.

2

(1+2)2+1 -

1
o Vz € D, f'(z) = 2zarctan <$ " 1) - xg(x) ou

1 T
s x — 2arct —
g:x arcan(l_'_x) (1+x)2+17

est définie et dérivable sur R\{—1} (le but est d’isoler larctan pour le faire disparaitre en dérivant
donc on met x en facteur). Ainsi,

-2 (1+2)2+1-2x(x+1)
1+z)24+1 (1 +z)241)2
201+ 2+ 1)+ (1 +2)?+1—2z(1 +2)
(T+z)*+1)
22 +4x +6

ST atae <Y

g(!L‘)Z(

car la fonction polynomiale au numérateur n’a pas de racine donc est de signe fixe.

o Tableau de variations : f'(x) <0< z €] —1,0]. Ainsi, f est croissante sur intervalle | — oo, —1]
et sur lintervalle |0, 4+o00[, et f est décroissante sur lintervalle | —1,0].

T T
o Limites : li = 1l t =——; 1l = 1l t =+—.
imites l_ggllif(:r:) (Aim_arctany 2,$_§I_nl+f(x) A arctany —1—2
t arctan ——
Rappelons que lim arcant _ g (T.A.) donc lim % =1, dou : lim f(z) = —o0;
u—0 U T—F00 S T——00
lim (@) = +o0; f(0) =0.

e Il n’y a pas d’asymptote horizontale ni verticale mais il peut y avoir des asymptotes obliques en
to0.

o FEtude au voisinage de Uinfini :

1 arctan —— :
M::J:arctam = i Itz ! 1x1=1.
T 1+ e 1+ z—+c0
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x
Donc lirjrzl M =1 donc € peut admettre une asymptote oblique en oo de coefficient directeur
z—+o00 I

1. Dans ce cas, l'ordonnée a l'origine b = lir+n [f(x) — x|, mais on ne peut pas le déterminer sans
DL... . .
u
Posons u= —. f(x) = — arctan
T 1) u? <1 +u
Prévision des ordres : ordre 3 pour avoir de ’ordre 1.

“ =u(l —u+u?+ou?) =u—u®+u®+ o(u?).

0] =
" 1+u u1+u ,
 os _ : T 3
De plus, poisonsvfl_kumOetalctanvfu 3 —i—g(u ).
1 2 2 1
Apreés calcul =——1+= =z—1+— — .
prés caleuls, f(x) » +3u+0(u) x +3$+0<x)

2
Ainsi, f(x)—(x—1) 3 — 0. Donc’ la droite d’équation y = x — 1 est asymptote a Cy au voisinage de l'infini

De plus, |C; est en dessous de son asymptote en —oo et au dessus en +o0c|. Faire un dessin local.
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Fonctions trigonométriques hyperboliques

Exercice 33. Formules d’addition des fonctions hyperboliques.
Soit (z,y) € R2. Montrer les formules suivantes :

(i) sh(z + y) = shaxchy + chashy (7ii) ch(x + y) = chachy + shaxshy
(ii) sh(2z) = 2shachx (i) ch(2x) = sh’z + ch®x
Correction.
(i) On a
T - Y _ =Y T _ T LY —y
chx shy + shx chy = c Jr; ‘ 26 + ‘ 26 c +26
_ Zl {(e(mﬂj — ety + ey—T _ 67'1'7!/) + <€(L+y + eTTY _ gyt _ 67,1,751)}
eIty _ o2y
2
= sh(z +y).

(i) On applique la formule précédente a y = x.
(iii) On a

ef+eTeV+e ™ ef—e T e¥—eY

-ha chs shx shy =
chx chy + shx shy 5 5 + 5 5
_1 z+y T—y y—z —zT—y z+y r—y y—x —z—y
—ZlKe +e +e +e )Jr(e —e —e +e ﬂ
ety =Y
2
= ch(z +vy).

(iv) On applique la formule précédente a y = x.

Lycée Sainte-Geneviéve 48 C. Vergé



PCSI 2 TD 6 - Fonctions usuelles (Correction) Année 2024-2025

Exercice 34. Une espéce de formule de Moivre.
Rappeler la formule de Moivre chez les nombres complexes. Montrer :

VpeZ, V xR, (chz+shz)?’ =ch(pr)+ sh(pz).

Correction. Soient p e Z et x € R. On a

T —x z _ _—x\P
(Chm+shx)p=<€ J;e 2 -° )

=

:epI

ePT | 7P epr _ o

et chpx + shpr =
d’ou ’égalité.
Exercice 35. Justifier que la fonction sh est bijective de R dans R. On note argsh sa bijection réciproque.

Calculer aurgshzL .

Correction. Méthode 1.

. . . . / .
o sh est strictement croissante (c’est du cours, et se justifie car sh® = ch > 0) et continue donc

d’aprés le TBM, sh induit une bijection de R sur sh(R) = }lim sh, lim sh{ =] — 00 4+ oo[= R, donc
—00 —00

sh est bijective de R dans R ‘

3 e’ 3
e Posons x = argshi. On a donc shx = — =7 Donc en multipliant par e, il vient :

3
donc €® est une racine du polynome X2 — §X — 1 dont les racines sont 2 et —1/2. Puisque € > 0,

la seule possibilité est que ¢* = 2, donc x =1n2. On a donc montré

3
aurgshzl =1In2|

Méthode 2. On montre que sh est bijective et on détermine sh™' par équivalences.

Lycée Sainte-Geneviéve 49 C. Vergé



PCSI 2 TD 6 - Fonctions usuelles (Correction) Année 2024-2025

Soit (z,y) € R%. On a :

et —e %

2
= e —ye* +1=0

y =shr <=y =

= €% est racine du polynéme X% — 2yX + 1
(de discriminant 4(y* + 1) et de racines y + /1 +y2)

" =y+/1+ 92
Or, 1 +y* > y* donc \/1+y2 > |y| >y doncy —\/1+y2 <0, et e* >0 donc

y=shr<=e"=y+ 1+y2<:>x:ln(y+\/1+y2).

Ceci prouve que tout réel y posséde un unique antécédent par sh (qui est In <y+ \/1+y2)) donc

sh est bijective| et

argsh=sh™': R — R

y ln(y+\/TyQ)

3 3 9 3 25 3 5
argsh4—ln<4+ 1—1-16>—1n(4+ 16>—ln(4+4>—ln2.

Exercice 36. La bijection réciproque de sh. On considére les fonctions

En particulier,

f: R —- R et g: R - R .

et —e” xr = ln(m+\/x2—+1)

H
v 2

Montrer que g est bien définie. Déterminer fo g et go f. Que peut-on en déduire ?

Correction. Soit x € R.
e Ona:x®+1>2? donec Va2 +1> |z| dotz+ Va2+ 1>+ |zl
Or, |x| > —x donc x + |x| > 0. Par transitivité, on obtient x + x> +1 > 0, cela pour tout x € R
donc ’g est bien définie sur R ‘

e (gof)(x)=In <f(r) +4/f(x)? + 1). Or, f =sh donc f(x)?> + 1 = ch?(z) et puisque chz > 0, on

a\/f(x)?>+1=chz. Donc f(z)+/f(x)?+1 = shx + cha = e*. Ainsi, (go f)(z) = In(e”) = z,
cela pour tout x € R donc ,
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eg(m) + efg(w)

5 . Or, 9% =z 4+ /22 + 1 donc

o (fog)(z)=
1
9@ _ 9@ — 21— —
T+ V241
2
(:E+\/:B2+1) -1
- z+vVa+1
24+ 2evVe2+1+22+1-1
r+ Va2 +1
204 22Va? +1
r+ Vo +1

= 2x.

D’ou (f o g)(x) =z, cela pour tout x € R donc | fog=1dg|

e On en déduit que f est bijective et f~* = g i.e.

’sh est bijective de R dans R‘ et/sh™': R — R

r — In(z+ z?+1)

1
Exercice 37. Une identité hyperbolique. Montrer Yz € Ry, arctan(shz) = arccos (T)

chz
Soient f: Ry — R etg: Ry — R
x +— arctan(shz) T —  8rccos (L)
chx
. L. L chx 1
La fonction [ est dérivable sur Ry, de dérivée v ———— = —.
1+sh“r cha
La fonction g est dérivable sur R% (d cause de arccos qui n’est dérivable que sur | — 1,1[), de dérivée
_ shz 1 o
1\2 chx
1 (L
<chx>

Cela démontre que la fonction f — g est constante sur lintervalle RY. . Pour montrer que f et g sont
égales sur R, nous allons montrer que la constante vaut 0, en vérifiant que f et g convergent vers la
meéme limite en +00. On a

T
shr —— 400 donc f(x) = arctan(shx) —— —
T—4-00 r—+o00 2
et chy — 4+ donc —_——
x——+00 Chl’ T——+00
s glo) (o) s mvceos(o) = 3
uis g(x) = arccos | — arccos(0) = —
P g chz ) z—+ 2’

la derniere déduction étant une conséquence de la continuité de arccos. f et g sont donc égales sur RY .

De plus, un calcul direct montre que f(0) = g(0) = 0 donc finalement, les fonctions f et g sont égales sur R .
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Exercice 38. Sommes. Soient n € N* et (z,y) € R?. Calculer

n n

Cn =Y _ch(kz +y) et Sp=>_sh(kx +y).
k=0 k=0

Correction. Par définition de ch et sh, on a

n | Lo ,
Cpn = Z Ch(k)l’ + y) = 5 Z ekac-i—y 4 § Z e—kaz—y
k=0 k=0 k=0
et
n 1 n 1 n
Sn = Z sh(kz +vy) = 5 Z ety 5 Z e kr—y
k=0 k=0 k=0

n n

e |[Six=0, alors Cp, = Z ch(kx +y) = (n+ 1)chy et S,, = Z sh(kz +y) = (n + 1)shy|.
k=0 k=0

o Désormais, on suppose x # 0, d’ott €* # 1 (ce qui rend licite les calculs ci-dessous) :

n 1)z
1— e(n+

2 :ekz+y — Y : -

k=0 — ¢

(n+1)z ( _ (n+)z (n+1)1>
e 2 € 2 — e 2

ez ((375 — (55)
(n+1)x
L v —2Sh72
/ —2sh%
S13
(D)
_ Bty sh—
hZ
shg
On a donc pour tout (z,y) € R* x R,
n (n+1)x
kx+y _ 4y sh 2
e =e2 =
shZ
k=0 2

En appliquant ce résultat au couple (—x,—y) € R* X R, on a immédiatement :

n 1. —(n+)zx 1. (n+)x
Zefk:cfy _ ef%fybhf _ e—%—ybh 2

sh=Z / shi
k=0 2

car sh est impaire. Donc

2

shi 2 sh%

sthl)m ez TV 4e 7Y sthl)m nx
C, = = c Yy
2
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et de méme

g shi(ngl)x ez Y —em T Y
n = hZ hZ
shg 2 sh3

2

Jh () y
=2 2__sh (mc +y) .

Autre présentation (la preuve est la méme). On peut aussi avantageusement calculer sans
trop d’effort les deux sommes en méme temps, en considérant la somme et la différence des deux
sommes. D’aprés un calcul précédent, on a :

n sh (n+1)x
k ne 2
Cpn+Sp=> eV =¢21¥ e
k=0 2
et
n sh (ntD)z
_ — —kr—y _ =HF—y" 2
C,— 5, = Z e =e 2 e
k=0 2
Par somme et différence, on récupére donc
o ezt e Y shi(”gl)m h(nw N ) shi(”gl)m
" 2 sh§ 2 4 sh§
et
ez tY — e TV sthl)x nx sh (ngl)x
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