PCSI 2 TD 7 - L’ensemble des réels (Correction) Année 2024-2025

Borne supérieure, borne inférieure

Exercice 1. Pour chacun des ensembles suivants dire s’ils sont majorés ou minorés, s’ils ont un plus grand
ou un plus petit élément, s’ils ont une borne supérieure ou une borne inférieure. Si out, les déterminer.

1. A=1{0,2,3,4}. 4. D={z€eR|3IneN, z=1+n?}
1
2. B:{yER|EIwE]1,3], y:;}
N 1
3.02]0,1]U[2,3]. 5.EZ{$€R|3R€N,I=1—E}.

Rappels (cours). Un mazimum est en particulier une borne supérieure.
Si sup(A) ewiste et appartient a A, alors max(A) = sup(A).
Par contraposée, si sup(A) existe mais n’appartient pas a A, alors A n'a pas de mazimum.

o Pour A :

— A est majorée par 4 et 4 € A, donc ,

minA:()‘ donc’ian:()‘,

— A est minorée par 0 et 0 € A,

1
o Remarquons que | B = {% | z 6}1,3]} = {3,1{ donc :

— B est minorée par % et % € B min B =inf(B) = - |.

— 1 est un majorant de B.
Montrons que 1 est plus petit que tous les majorants de B.
Soit M un majorant de B. Montrons que M > 1.
Supposons par l'absurde que M < 1.
Comme % € B et M est un majorant de B, on a M
Posons by = I'EJ D’une part, M < 1 donc #
Ainsi, by € B.
Par ailleurs, by — M = % > 0 done M < by, ce qui contredit le fait que M soit un majorant
de B. Ainsi, M > 1.

On en déduit que 1 est le plus petit des majorants de B i.e. .

— Comme 1 ¢ B, on en déduit que B n’a pas de maximum (si ¢’était le cas, alors M = max(B)
et donc M =1 donc 1 € B, ce qui n’est pas).

> 1
- 3

s 14+M 2 1
< 1. D’autre part, d’ou +T >35> 3.

o Pour C :

— C' est majorée par 3 et 3 € C, donc |\ maxC = 3| et|supC = 3|

— 0 est un minorant de C.
Montrons que 0 est plus grand que tous les minorants de C' :
Meéthode 1. Soit m un minorant de C'. Montrons que m < 0.
Par l’absurde, supposons que m > 0. Alors 0 < 5 < m. Or, m est un minorant de C et 1 € C
doncm <1 d’ou g € C et 7 <m, ce qui contredit le fait que m soit un minorant de C.
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Meéthode 2. Soit € > 0. Montrons que € n’est pas un minorant de C' en trouvant ¢ € C' tel
que ¢ < €.

* Sie <1, alors on posec=5, ona0<c<1;

x Sie > 1, alors on pose ¢ = 1.
Dans tous les cas, on a 0 < c <1 doncceC etc<e.
Alternative a la disjonction. On peut poser ¢ = min (1, %) Puisque 1 et 5 >0, on ac > 0.
Par définition d’un minimum, on a aussi ¢ < 1. Donc ¢ €]0,1] d’ot ¢ € C. De plus, on a
aussi ¢ < 5 et puisque € >0, on a § <€, donc c < e.

Dans tous les cas, on obtient : .

— 0 ¢ C donc ’C n’a pas de plus petit élément‘ (sinon, on aurait min(C') = inf(C) = 0 donc 0

appartiendrait a C, ce qui n’est pas).

e D={1+n%|neN} donc :

— D est minorée par 1 et 1 € D donc ’minD =inf(D) =1 ‘

— ’D n’est pas majoré‘ : sinon, il existerait M > 1, tel que

VneN, 14+n%< M.

Meéthode 1. PPL quand n — 400, on obtient : M = +oo, ce qui est absurde car M € R.
Meéthode 2. Alors on aurait Yn € N, n < VM — 1, ce qui est absurde par exemple pour

ng = WWJ 1.

En conséquence,

D n’a pas de maximum‘.

De plus, D est une partie non vide (car 1 € D) et non majorée de R donc, par convention,

D= o]

1
o F = {1 —% | n € N*}. Remarquons que pour tout n € N*, 0 <1— — <1 donc|E C [0,1]|, donc

n

FE est une partie de R, non vide, minorée et majorée donc sup E et inf E existent.

— E est minoré par 0 et 0 € E (pour n =1) donc ’minE =0 =inf(FE) ‘

— 1 est un majorant de F.

Montrons que 1 est plus petit que tous les majorants de E.
Méthode 1. Soit M un magjorant de E. Alors : ¥n € N*, 1 —
PPL quand n — +o00, on obtient directement 1 < M.
M¢éthode 2. Soit M un majorant de E. Montrons que 1 < M.
Supposons par absurde que M < 1. Puisque 0 € E et M majore E, on a M > 0. Ainst,
M € [0,1].

On a : pour tout n € N*, 1—%§M, doncO<1—M§%, d’oun <

<M.

1
n

1
1-M

Pour ng = {ﬁJ + 1, on a une contradiction.

Ainsi, .

—supE =1etl¢FE donc ’E n’a pas de plus grand élément|.
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Exercice 2. 1. Quelle est la borne inférieure de R #
2. Soit a un réel tel que (Ve > 0, |a|] < ¢e). En utilisant la question 1., montrer que a = 0.
Correction.

1. 0 est un minorant de RY . De plus, 0 est le plus grand des minorants car si x > 0 alors x n’est pas
un minorant de R% (en effet, § € RY et § < x). Ainsi, |inf(R}) =0/|.

2. Soit a € R tel que (Ve > 0,|a| < €). Alors |a| est un minorant de RY.. La borne inférieure étant
le plus grand des minorants, on peut en conclure que |a| < 0, ce qui implique que |a| = 0 puis que

Exercice 3. Autour de la borne supérieure. Soient A et B deux parties non vides et majorées de
R.

Par hypothése, on peut trouver ag € A et by € B, et on sait que sup A et sup B existent et sont des réels.

1. On suppose que A C B. Comparer sup A et sup B.

Ona :Vbe B, b<supB.
Soit a € A. Puisque A C B, on a a € B, donc a < sup B.
Ainsi, Va € A, a < sup B, ce qui signifie que sup B est donc un majorant de A.

Or, par définition, sup A est le plus petit des majorants de A donc|sup A < sup B |.

2. Montrer que : sup(A + B) = sup A + sup B.

o Commencgons par justifier l’existence de sup(A + B).
ap+ by € A+ B, donc A+ B est une partie non vide de R.
Pour touta € A etbe B, onaa<supA etb<supB, donca+b<supA+ supB.
Ainsi, la partie A+ B est majorée par sup A + sup B.
En tant que partie non vide et majorée, on sait alors que sup(A + B) existe et est réel.
De plus, par définition, sup(A + B) est le plus petit des majorants de A+ B, donc

sup(A + B) < sup A + sup B.

o Montrons que sup(A + B) > sup A + sup B.
Pour tout a € A,b € B, on a a+ b <sup(A+ B). Fizons b € B. Donc,

Vae A, a<sup(A+ B)—b.
| —
indépendant de a

Ainsi, sup(A + B) — b est un majorant de A. Comme sup A est le plus petit, on a :
sup A <sup(A + B) —b. Puis, b < sup(A+ B) —sup A, cela pour tout b € B.

indépendant de b
Ainsi, sup(A + B) —sup A est un majorant de B, or, comme sup B est le plus petit, donc
sup B < sup(A + B) —sup A i.e.

sup A 4+ sup B < sup(A + B).
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Finalement, on a bien l'égalité : ’sup A+ sup B = sup(A + B) ‘

3. Montrer que : VA € R, sup(AA) = Asup A.
Soit A € RY..

o Commencgons par justifier l'existence de sup(AA).
AA est une partie non vide de R (car Aag € \A).
Soit a € A. Alors Aa € MA et a < sup A. En multipliant par X > 0, on obtient : A\a < Asup A.
Ainsi la partie NA est majorée par Asup A donc sup(AA) existe dans R. En outre, comme par
définition, sup(AA) est le plus petit des majorants de AA, on a : sup(AA) < Asup A.

o Méthode 1. Montrons que Asup A > sup(AA).
1

Soit a € A. On a : Aa < sup(AA), et comme X > 0, on a : a < Xsup()\A) , cela pour
—_———

indépendant de a

1
tout a € A. Ainsi, X sup(AA) est un majorant de A, mais puisque sup A est le plus petit on

obtient : sup A < %sup()\A), puis Asup A < sup(AA).

Méthode 1 bis. Dans le premier point, on a montré que Asup(A) est un majorant de \A.
Il suffit donc de montrer que Asup(A) est inférieur ou égal a tous les majorants de AA, ce
qui revient a utiliser la méthode précédente avec M un majorant quelconque de NA (et non
sup(AA)...), et de montrer que Asup(A) < M.

On sait que :Va € A, \a< M et A >0 doncVa € A, a < % Ainst, % est un majorant de
A. Donc sup(A) < %, puis Asup(A) < M.

Méthode 2. En utilisant la caractérisation epsilonesque de la borne supérieure.

On a déja que Asup(A) est un majorant de NA.

Soit € > 0. Trouvons ag € A tel que Asup A — e < A, i.e. tel que sup A — 5 < ao.

Puisque 5 > 0, on a supA — 5 < sup A donc d’apres la caractérisation epsilonesque de
sup(A) il existe ag € A tel que sup A — 5 < ag. En multipliant par X > 0, on obtient
Asup A — e < Aag, ot Aag € \A.

On conclut que ’)\supA = sup(A\A) ‘

Finalement, on a bien l’égalité : ’sup()\A) = Asup A ‘

4. On suppose que A C]0,+oo] et B CJ0, +o0o[. Montrer que : sup(AB) = (sup A) x (sup B).

o Commencgons par justifier l’ezistence de sup(AB).
AB est une partie non vide de R (car agby € AB).
Soient a € A etbe€ B. Alors 0 <a <supA et 0 <b<supB.
En multipliant ces inégalités positives, on a : ab < sup Asup B. Ainsi la partie AB est majorée
par sup Asup B donc sup(AB) existe. En outre, comme par définition, sup(AB) est le plus
petit des majorants, on a : sup(AB) < sup Asup B.

o Montrons que sup Asup B > sup(AB).
1
Pour touta € Aetbec B, on aab < sup(AB) etb >0 (car B C R ) donca < Esup(AB) .

indépendant de a
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Fizons b€ B. On a .
Ya € A, a< Bsup(AB),

1
ce qui montre que b sup(AB) est un majorant de A. Or, sup A est le plus petit des majorants

1
de A donc sup A < Bsup(AB).
Puisque b > 0 et sup A > ag > 0, on a aussi :

sup(AB)

b <
- sup A

, cela pour tout b € B,

indépendant de b

sup(AB)
up A

d’ot sup Asup B > sup(AB).

ce qui prouve que

sup(AB)

sup A
Autre méthode. On montre que sup Asup B est le plus petit des majorants de AB.

est un magjorant de B. Or, sup B est le plus petit, donc sup B <

Soit M un majorant de AB. Montrons que sup AsupB < M (M joue le méme role que
sup Asup B dans la preuve précédente).

Finalement, on a bien [’égalité : ’supAsupB = sup(AB) ‘

5. Montrer que : inf(—A) = —sup(A4).

o —A={—a|aecA}. On sait que : Ya € A, a < sup(A) donc Va € A, —a > —sup(A) donc
—A est minorée. Comme de plus, —A est non vide, on en déduit que ’inf(—A) em’ste‘.

En outre, on vient de montrer que —sup(A) est un minorant de —A et on sait que inf(—A)
est le plus grand des minorants de —A donc inf(—A) > —sup(A).

o Deplus,Va € A, —a > inf(—A) doncVa € A, a < —inf(—A) donc —inf(—A) est un majorant
de A. Or, sup(A) est le plus petit donc sup(A) < —inf(—A) d’ov inf(—A) < —sup(A).

On en déduit que ’ inf(—A) = —sup(4) ‘

Exercice 4. « Longueur » d’une partie. Soit A une partie non vide et bornée de R.
On note A = {|x —y| : (z,y) € A%}. Montrer que

sup A = sup A — inf A.
Correction.
e sup A et inf A existent car A est une partie non vide et bornée de R.

e Montrons que sup A existe.
A est non vide donc on peut trouver ag € A puis |ag — agl € A. Ainsi 0 € A donc A n’est pas vide.
Soit (z,y) € A%2. On a :inf A <x <supA et inf A <y <supA, donc

infA<axz<supA et —sup A < —y < —inf A.
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En additionnant les deux inégalités, on obtient :
—(supA —inf A) <z —y <sup A —inf A4,

ce qui signifie que
|x —y| < sup A — inf A.

Ceci étant vrai pour tout (z,y) € A2, on en déduit que sup A — inf A est un majorant de A.

En tant que partie non vide et majorée de R, | A admet donc une borne supérieure réelle|.
De plus, la borne supérieure étant par définition le plus petit des majorants, on a :

sup A < sup A — inf A.

e Montrons que sup A — inf A < sup A.
Soit (x,y) € A2.
Ona:x—y<|r—y| <supA puis x < sup A+y, cela étant valable pour tout x € A, on en déduit
que sup A < sup A +y.
On a donc :Vy € A, y > sup A —sup A, ce qui signifie que sup A — sup A est un minorant de A.
Or, inf A est le plus grand des minorants de A donc sup A —sup A <inf A. On a donc :

sup A > sup A — inf A.

Finalement, on a l’égalité : |sup A = sup A —inf A|.

Exercice 5. Distance d’un réel a une partie. Soit A une partie non vide de R.
Pour x € R, on appelle distance de x a A le réel

d(z,A) =inf {|x —a|, a € A}.
Justifier que d(xz, A) est bien définie, puis montrer

V(z,y) €R?, |d(z,A) —d(y,A)| < |z—yl

Correction.

o Puisque A est non vide, on peut trouver ag € A.

La partie { |z —al, ac€ A} est une partie de R non vide (elle contient |v — ag|) et minorée (par

0), donc elle admet une borne inférieure réelle.

e Montrons que
V(z,y) €R?  —lz—y| < dz,A)—d(y,A) < [z—yl|.

Soit (z,y) € R2. Montrons l’inégalité de droite.

D’aprés inégalité triangulaire, on a
Vae A, |r—a|l < Jz—y|+|y—al.

Par définition de la borne inférieure, on a d(xz, A) < |x — al.
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Donc
Vaec A, d(z,A) <|z—yl+|y—al.

On a donc
Vae A, d(z,A) —|z—y|l < |y—al.

Ainsi, d(x, A) — |x — y| est un minorant de la partie { ly—al, a€ A} dont la borne inférieure est
d(y, A). Ainsi

On aurait aussi pu dire : par passage da la borne inférieure dans les inégalités larges, on en déduit

ac

On a donc montré l'inégalité de droite

d(w, A) —d(y, A) < |z —y]}

Montrons maintenant l'inégalité de gauche a l'aide de l’inégalité de droite.

On vient de montrer que
V(' y) €R?, d(2',A) —d(y, A) < |2’ — /|
En appliquant cela a 2’ =y ety =z, on a
d(y, A) —d(x, A) <[y — x|
En multipliant par —1, il vient
d(z, A) —d(y, A) = — |y — =
Comme |y — x| = |x — y|, on obtient l'inégalité de convoitée.
Exercice 6. Norme infinie. On rappelle qu’une application f : R — R est dite bornée si et seulement
si:AM € Ry, Vz € R, |f(z)| < M. On désigne par E l’ensemble des fonctions bornées de R dans R. Pour

f e E, onpose :
1flloe = Sup |f(2)] = sup{| f(2)], v € R}.

Le réel || f|| ., est appelé norme infinie de f.
1. Définition et séparation. On considére f € E.

(a) Justifier Uexistence de || f||,, et le fait que || f|| € R4.
(b) Etablir que : ||f|l,, =0<+= f=0.

(a) o Notons A= {|f(z)|, v € R}. Puisque |f(0)| € A, on sait que A # @. Par ailleurs, f est
bornée donc il existe M € Ry tel que : Vo € R, |f(x)| < M, donc la partie A est majorée
(par M ).
En tant que partie non vide et majorée de R,
On note || f||, = sup A.

A admet une borne supérieure réelle‘.
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e De plus, ||l > 1£(12)] > 0 done | £, € R

(b) e Supposons que | f| = 0. Comme : Vx € R, 0 < |f(z)| < ||fllo =0, on a : Vz €
R,|f(z)] =0 donc Vx € R, f(x) =0 d’ou f = 0.

o Supposons que f = 0. Alors {|f(x)], x € R} = {0} donc|| f|, =0]
[fl=0— 0]

Ainsi,

2. Homogénéité.

(a) Justifier que Vf € E, VA€ R, \f € E.
(b) Montrer que :Vf € E, VAER, || A flloo < A Fllo-
(¢) En déduire que :Vf € E, VAER, ||Aflloo = A fllo-

(a) Soient f € E et X € R. f bornée donc ||f|| ., existe et Vo € R,|f(x)] < ||f| - Alors :
Ve e R, [(Af)(2)] = Af (@) = A [f(@)] < [A] [ fll -

Ainsi, \f est bornée donc .

(b) Soient f € E et A € R. On a montré a la question précédente que : Yx € R, |[(Af)(z)] <
Al N flloo- Ainst, || || fllo est un majorant de B = {|(Af)(x)|, = € R}. Comme |A\f| . =
sup B est le plus petit des majorants de B, on a :

VieE, VAER, [Mlly < M Ifllo |

(c) Soient f € E et A € R.

e SiA#0, on peut appliquer le résultat précédent au réel % et a la fonction Af. Il vient :
1 1
=AMl < |=|IA
I3 < |5,

d’0t Al flloo < 1A flloo-
o SiA=0, alors \f =0 donc ||\f| . =0, et en particulier on a encore |A| || f|l o < M-
Ainsi, dans tous les cas :

A Nl < 1A lloo-

La question précédente permet de conclure que :

A lloo = ATl |

3. Sous-additivité. Soit (f,g) € E%. Montrer que f + g € E puis établir que ||f +gll < ||fll +
190l -

o f et g sont bornées donc ||f| . et |lgll,, existent et

Ve € R, [f(2)] <|[[fllo et l9(2)| <l9llo -
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Par inégalité triangulaire, il vient :
Ve e R, [(f +9)(@)| = |f(x) +9(@)| < [f(@)] +|9(@)] < | flle + 9l »

d’ou f + g est bien bornée et| f+g € E|

o De plus, || f|lo + 19l est un majorant de C = {|(f + g)(x)|,z € R}, et || f + g| o, est le plus
petit des majorants de C' donc

1+ 9lloe < [flle + llgll |

Les trois points précédents permettent de montrer que ||-||,, est une norme sur E.
4. Exemples.
(a) On considére f: R — R . Calculer || f|| -
1

v 1+ a2
Soitx €R. Ona:224+1>1 donc0< 722 <1 dou|f(z) = f(z) < 1. On en déduit que
[ est bornée et que || f||, < 1.
De plus, |[flloo > 1F(0)] = 1.
Finalement, | ||f|l =1/
(b) On considére g: R — R . Donner le tableau de variations de g puis établir avec soin
2x
e’ —1
'—) R
v e +1
que [|glloc = 1.
g est définie sur R car Vo € R, €*® +1 > 1 > 0. g est dérivable sur R et aprés calculs :
4 2x
Ve eR, ¢(x) = (2167_*_1)2 > 0. Ainsi, g est strictement croissante sur l’intervalle R.
e
Par ailleurs, | lim g(z) = —1|. En factorisant par €** au numérateur et au dénominateur,
T——00
1— —2x
on obtient : Vx € R, g(x) = = donc xgriloog(w) = 1| D’apres le tableau de variations,

il est clair que Vo € R, —1 < g(z) < 1 donc |g(x)| < 1 et a fortiori |g(x)| < 1. Ainsi, g est
bornée et | g/, < 1.

e2r — 1 1] —e 2
Par ailleurs, Vx € R, HgHoo > ’g(x” = o] = 14 2| Par passage a la limite quand
x — 400, il vient : ||g||, > 1. On a donc bien :|||g|, = 1|
xr __ /723 h
Remarque. Vz € R, g(x) = L

et 4+ e~ % chx
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¢) On considére, pour tout n € N, la fonction hy, : x — z" définie sur |0,1]. Déterminer ||hy| . .
e}

Soitn € N. On a : Vx € [0,1], 2™ <1 donc sup z" < 1.
x€[0,1]

De plus, pour x =1, on a sup x2" > 1" =1.
2€[0,1]

Ainsi, | ||hn|l = 1/

Partie entiére

Exercice 7. Propriétés de la partie entieére. Démontrer les assertions suivantes :

1. V(z,y) €R? 2 <y= |z]| < |y] 3. VreR,VneZ, |r+n]=|z]+n.
2. Vn€Z, |n] =n. 4. Yz e R\ Z, |—x] = —|z] - 1.
Correction.

1. Soit (z,y) € R? tel quex < y. Ona : |z| < x <y. Or, par définition, |y| est le plus grand entier re-
la fonction partie entiére est croissante sur R |.

latif a étre inférieur ou égal a y, donc |z | < |y]. Ainsi,
Alternative. On a aussi : |z]| <z <y < |y| +1 donc |z] < |y| + 1. Par propriété des entiers,
on a alors |z| < |y] + 1.

Remarque. La réciproque est fausse puisque |3,4] = 3 = |3] alors que 3,4 > 3.

2. Soitn € Z. Alors n <n <n+ 1. Par unicité d’un tel entier, m
Alternative. On a [n| < n < |n] + 1. Puisque ce sont des entiers, on a |[n| < n < |n], donc

n] =n|
3. Soientx eRetneZ. On a :

lz+n] <z4+n<|z+n]+1 et lz] +n<z+4+n<|z]+n+1
Z €L
€

Par unicité de la partie entiére, on a ’ |z +n|=|z]+n ‘

4. x €7 donc x| #x et [z] <z < |x]+1donc —|z] —1 < —x < —|x|, ce qui se ré-écrit

—|z]-1<—z<(—|z]-1)+1.

———
S/
Par unicité d’un tel entier, on en déduit que’ |—x| =—|z] — 1|
Remarque. Pour tout x € Z, on a —x € Z donc |—x| = —x d’aprés 2.
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1
1 {—J +x
Exercice 8. Limites. Calculer les limites suivantes : 1) lirr%) N3 {—J 2) liH(l) T .
o Lo = |1] -0

x

1 1 1 1 1
1) Soit x > 0. Ona;—l< LUJ doncﬁ—\/i<\/.5{xJ. Or, iléIé)(\/i—\/E) = 400 donc, par

o . 1
domination, | lim \/x { =400
z—0 x
x>0

1
2) Méthode 1. On a une FI du type 52 donc on factorise par {J (on factorise par le terme
x

prépondérant).
Pour x €]0,1], on a 1/x > 1 donc EJ # 0 donc

1 1 1 x
Or, pour tout © >0, — —1< {J , donc lim {J = +00, d’ot lim T .

z—0 i z—0 LlJ
>0 x>0 | —
€T
T
] ]+
Ainsi, lim ——z= =1 donc | lim =1
w0 L= 77 750 L;J —x
x

s [2f-rsre | a

="

car on a encore hHl — | = +4o00.
z—0
x>0

— 5 1+0=0,

{lJ — p =07t
x
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Exercice 9. Des études de fonctions. Montrer que les fonctions f : x — |3z] — 3z et g : © —
T VJ +1
2 2

J sont périodiques. Tracer l'allure des courbes.

Correction.

e SoitzeR. On a

Cela montre que la fonction f: x v+ |3x| — 3x est %—pém’odz’que.

Pour z € |0, %, on a 3z € [0,1[ donc |3z] =0 donc f(x) = —3z. Cela permet de tracer la courbe
3

de f sur {O, % { On obtient ensuite la courbe de f sur R par translation en utilisant la %—périodicité.

e SoitzeR. Ona

T+ 2 r+2)+1
gz +2) = 5 ( 2) J
T _m—&—l
=211 1
2+ L 2 J
T z+1
=—+1- -1
2+ 2 J
_x V—l—lJ
2 2

41
2

Pour x € [-1,1], on a 5L € [0,1] donc VTHJ =0 donc g(x)

Cela montre que la fonction g : x> § — L J est 2-périodique.

_z
=
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Exercice 10. 1. Montrer que : Vo € R, |z| + [z +1/2] = |2z].
2. Montrer que : Yz € R, Vne N*, |z]|+ {m+ %J +t {:c—i— "T_lJ = |nx].

Correction.

1. On note {x} = x — |z] la partie fractionnaire de x. L’égalité souhaitée devient alors :

2] + 2] + {2} + 1/2) = [2]2] +2{a})] .

En tenant compte du fait que |x]| est un entier, I’égalité précédente est équivalente d :

L] + =] + [{z} + 1/2) = 2[x] + [2{z}].

Le résultat sera donc établi si I’on montre que :

e} +1/2] = [2{z}].

On sait que {x} appartient a [0,1], il n’y a plus qu’a faire une disjonction de cas, suivant que
{z} €[0,1/2] ou {z} € [1/2,1], chacun des deuz cas étant trivial.

2. Généralisons le résultat de la question précédente. Soit n € N*.

n—1
, . k
Montrons que la fonction f:x — E {:c + J — |nz| est nulle sur R. Pour cela, on va montrer
n
k=0

que [ est 1/n-périodique et nulle sur {O, % {
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i
L

Vz eR, f(z+1/n) = ($+i>+iJL”<I+i>J
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Donc f est %—pém’odique,
De plus, [ est clairement nulle sur [0,1/n], puisque tous les termes que l’on écrit dans l’expression
de f(x) sont alors nuls.

Soit x € [0,1/n[. Alors nz € [0,1] donc |nz| = 0.
De plus, pour tout k € [0,n — 1], on a :

k 1 1
0<—-—<1—-— et 0<ax<—
n n n
donc
k
0<z+—-<1
n

d’ou Lx + %J = 0. Ainsi, | f(x) =0]|.

n—1
k
On en déduit que f est nulle sur R, donc |Vx € R, {a: + J = |nx|.
n
k=0

Exercice 11. Soient (z,y) € R? et n € N*.

1. Montrer n |z| < |nz].

na lz] <z <|z|+1 donc en multipliant par n > 0, on obtient n |x| < nz.
Or, nL J € Z. Et, par définition, |nx| est le plus grand entier relatif a étre inférieur a nx donc :
<

2. Montrer “ZEJJ = |x].

Rédaction 1.

[nz]

n

e D'une part, d’aprés 1., n|z] < |nz], et puisque £ >0, on a |z] <

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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Or, |x] est un entier < Lnz] et {
n

]

n

J est le plus grand donc

B {WJJ :

n

Sinon, on utilise le fait que x| € Z et || est croissante.

ne)| _ |na)

e D’autre part, par définition de la partie entiére, on a LJ <

)

n

et [nx| <nx etn>0
n

donc par transitivité

[na]

Puisque LJ € 7, et par définition de |x], on en déduit que {
n

J < |z]| (ou bien par

croissance de |-|).

Rédaction 2. Ona n|z| < |nzx| <nz, etn >0 donc

[na]

o) <

<z

Par croissance de |-|, et puisque |z| € Z, on a :

2] = |lo)) < WJ < la).

n

Par antisymétrie, on conclut que L%J = |z]|

3. Montrer |x]|+ |z + y] + |y] < [2z]+|2y]| . Indication : on pourra utiliser les parties fractionnaires.

Méthode 1 [avec les parties fractionnaires|. On écrit
r=|z]+dety=y|+pu

avec 6 =x — x| € [0,1] et p =y — |y] € [0,1]. Alors

|22 = |2 |x|+20| =2 |z] 4+ |2§],
=z
12y] = [2[y] +2u) =2 [y] + |24
et
[z +yl =[lel+0+ 1yl +u] =lz]+ 1yl + [0 +n].

L’inégalité demandée a la question 3. est alors équivalente a :

[0+ ] < [26] + |20,
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ce l'on vérifie aisément en distinguant successivement les cas ot (8, 1) € [0, 5[%, (6, p) € [5,1[% et
0<d<g<p<l
Méthode 2.

o Diaprés 1., 2 x| +2|y| < |2z]+|2y] donc [z]| + |y] < = (|[22] + |2y]).

DN =

1
o Il suffit donc de montrer que : | |x +y| < 5 (122 + [2y]) |

1
Ona:|lz+yl<z+y= 5(2m+2y).
Or, 2z < |2z| +1 et 2y < |2y|+1 donc 2z +2y < |2z] + |2y] + 2 d'ou

o y) S oty =g (n+2) < o ((20) + |29)) +1

1
Ainsi, comme les quantités en jeu sont des entiers : |x 4+ y| < 5 ([2z] + |2y]), ce qui conclut

la preuve.

Exercice 12. Comptage d’entiers dans un segment. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Montrer que
Card ([a,b]NZ) = |b] + [1 —a].

Correction. On distingue deuz cas.

e Supposons a € Z.
La partie [a,b] NZ = [a, |b]] posséde alors |b] —a+ 1 éléments.

Par ailleurs, dans ce cas, 1 —a € Z, donc |1 —a] =1—a, et on a bien
|b] + |1 —a] =|b] +1—a.

e Supposons a & 7.
La partie [a,b) NZ = [|a] + 1, |b]] posséde alors |b] — (la] + 1)+ 1= |b] — |a] éléments.
Par ailleurs, dans ce cas, |1 —a| = — |a].
En effet, on a, par définition de la partie entiére et puisque a ¢ Z, l'encadrement |a] < a < |a|+1,
donc — |la] <1—a< —|a|+1.
Ainsi, on a bien
|b] + 1 —a] = [b] —|a], ce qui conclut.
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Densité

Exercice 13. Densité des rationnels et des irrationnels dans R. Le but de cet exercice est de montrer
que Q est dense dans R i.e. qu’entre deux réels, on peut toujours trouver un rationnel.
Soit (x,y) € R? tel que x < y.
1. (a) Montrer qu’il existe ¢ € N* tel que qy — qx > 1.
(b) Montrer qu’il existe p € Z tel que qr < p < qy.
(c) Conclure.

2. Applications.

(a) Montrer qu’il existe £ € R\ Q tel que x < £ < y. On dit alors que R\ Q est dense dans R.
Indication : on pourra utiliser sans démonstration le fait que /2 € R \ Q.

(b) Justifier que tout intervalle non trivial de R contient un au moins rationnel et un irrationnel.

Correction.

1
1. (a) Il suffit de prendre |q = { J + 11
y—x

En effet,

>0d0nc{ JENpuiquN*.

y—x
(b) On prend p = |qz] + 1.
Par définition de |qx|, on a qx < p. De plus, |qx] < qx donc p < qx + 1 < qy d’apreés 1.

y—x

(c) En divisant par ¢ > 0 dans l'inégalité précédente, on trouve : | x < g <yl Or, (p,q) € Z x N*

donc }?; € Q. On a donc montré qu’entre deux réels distincts x et y, on peut toujours trouver

un rationnel, ce qui signifie que ’Q est dense dans R |.

A retenir. Pour montrer qu’il existe un rationnel L que © < b <y, montrons qu’il existe p € Z
q
et g € N* tels que qx < p < qy.
(a) Pour avoir un entier p entre deuz réels, il faut qu’ils soient distant de plus de 1. Donc on

1
1

y—x

1
montre d’abord : 3¢ € N*, qy—qx > 1 i.e. tel que ¢ > ——. Il suffit de poser q = {
y—x

(b) Dés lors, on pose p = |qx] + 1 qui permet d’avoir qz < p < qy.

(¢c) En conclusion : x < P Y.
q

2. Applications.

(a) Ona:x—+/2 < y—+/2 et par densité de Q dans R, il exister € Q tel que x—+/2 < r < y—+/2
donc

r<r+vV2<uy.
Vérifions que r ++/2 € R\ Q : si v+ /2 € Q, alors on aurait /2 = r + V24 (—r) € Q, ce
——
€Q €Q
qui est absurde. Ainsi, r ++/2 € R\ Q.
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On a donc montré qu’on peut toujours insérer un irrationnel entre deuz réels : ce qui signifie
que ’R \ Q est dense dans R ‘

(b) Soit I un intervalle non trivial de R. Alors il existe (xg,1y0) € I? tel que xo < yo. D’aprés
les questions précédentes, il existe alors r € Q tel que xy < r < yo. Ainsi, r € [xo,yo] et
[0, y0] C I (puisque I est un intervalle) donc I contient au moins un rationnel.

De méme, par densité des irrationnels dans R, il existe ¢ € R\ Q tel que ¢ € [zg,yo] C I.
Donc I contient au moins un irrationnel.

Exercice 14. Une équation fonctionnelle.

1. Soit f: R — R une fonction croissante vérifiant V(x,y) € R%, f(z +y) = f(z) + f(y).
Montrer que : Vx € R, f(z) =xf(1).

o Commencgons par remarquer que f(0) =0 et que f est impaire.

o Par récurrence sur n € N, on montre que Vo € R, f(nx) = nf(z). En particulier, pour tout
neN, f(n)=nf(1).

o On en déduit que Vk € Z, f(k) = kf(1). En effet, si k € Z~, k = —n avec n € N, alors
f(k) = f(=n) = —f(n) = —nf(1) = kf(1).

e On montre que Vr € Q, f(r) = rf(1). Soit r € Q. Alors I(p,q) € Z x N*, | r = g D’od

p=qr.
D’une part, puisque p € Z, on a f(p) = pf(1), et d’autre part, puisque ¢ € N*, on a f(qr) =
qaf(r).
On en déduit que pf(1) = qf(r) puis f(r) = %f(l) i.e. f(r)=rf(1).
' | 10"z |
e On montre que Yz € R, f(x) = xf(1). Soit x € R. Pour tout n € N, posons x,, = T et
1 N N -
=Tpt+—. ) n = = <z <Yp.
Yn = Tnt g Alors (zn) € Q% (yn) € Q7 lim 2y = lim y, =z et¥neN 2, <z <y,

Par croissance de f, on a :
vneN, flzn) < f(z) < flyn) de  znf(l) < flz) <ynf(l).

PPL quand n — +oo, il vient : xf(1) < f(z) < zf(1), dou |f(z)=xf(1)|

2. Déterminer toutes les fonctions croissantes de R dans R vérifiant ¥(z,y) € R?, f(z +y) = f(x) +

).

Procédons par analyse-synthese.

e Soit f : R — R croissante telle que ¥(z,y) € R?, f(z+y) = f(x) + f(y). Alors d’aprés la
question 1., pour tout x € R, f(x) = xf(1). Il existe donc a € R tel que pour tout x € R,

f(x) = ax.
f(x) = f(y)

De plus, f doit étre croissante donc pour tout x # vy, a = doit étre positif.

Les fonctions f solutions sont donc parmi les fonctions linéaires a coefficient directeur positif.

o Réciproquement, les fonctions linéaires vérifient [’équation fonctionnelle et sont croissantes.
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Ainsi, | les solutions du problémes sont les fonctions linéaires a coefficient directeur positif‘.
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