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Systemes linéaires

T+2y—=z = a
Exercice 1. Soient (a,b,c) € R? et le systéeme (S){ —2z—3y+3z = b
x+y—2z = c

A quelle condition (nécessaire et suffisante) sur (a,b,c) le systéme (S) admet-il des solutions ?
Résoudre (S) dans ce cas.

Matrice augmentée :

1 2 -1la 1 2 -1 a
M=| -2 -3 3|b |~ .. ~[l01 1] b+2a
1 1 -2 o EVo o0 0 lavb+e

e Sia+b+c#0, alors le systéme est incompatible et .

-3 | —3a—2b
donc{y_QcH_b_z ie.

1 0
e Sia+b+c=0,alors M~ | 0 1 1 b+ 2a .
Vo 0 o 0 x=—-3a—2b+ 3z
’5”:{(—3a—2b+32,2a+b—z,z) | ze R} = {(—3a —2b,2a+0,0) + 2(3,-1,1) | ze R} = A+ Ru|:

droite paramétrique passant par le point A et dirigée par le vecteur .

’ (S) admet des solutions, si et seulement si, a+b+c=0 ‘

Exercice 2. Résoudre, en fonction du paramétre m € R, le systéme (Sp,) suivant
2+m)x+2y—2z = 0
(Sm):8 2z+(m—-1)y+2z = 0
—x4+2y+24+m)z = 0
Le systéme est homogéne. Sa matrice associée est
24+m 2 —1 1 —2 —2—-m 1 —2 —2—-m
A= 2 m—1 2 fz 2 m—1 2 fZ 0 m+3 6+ 2m
~1 2 24m 2+m 2 ~1 0 6+2m m?+4m+3
1 —2 —2—-m 1 —2 —2—-m
Afz 0 m+3 2(m + 3) ~ |0 m+3 2(m + 3) =T.

0 2m+3) m+3)m+1)) "o 0  (m+3)(m-3)

o Sim € R\ {-3,3}, alors T est triangulaire sans 0 sur la diagonale donc inversible. Par conser-
vation de linversibilité par opérations élémentaires, on en déduit que A est inversible. Le systéme
homogéne AX = 0 admet donc une unique solution. Comme X = 0 est solution évidente, on a

S =1{(0,0,0)}]
1 -2 1
. Sim:—BalorsAfZ 0 0 0] et(S3):x—2y+z=0 (plan de R?) donc
0 0 O
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(75 =Ra+R¥, od i =(1,0,-1) et 5= (0,1,2)]

—1
2 donc’ygz{(z, —2z,2) | z€ R} =Rw ovw = (1,72,1)‘,
0

e Sim# —3 alorsA?

O O =
O = O

Ru+Rv sim= -3
Finalement :| S = Rw stm=3

{(0,0,0)}  sinon.

Exercice 3. Montrer qu’il existe un unique triplet (o, 3,7) € R3 tel que pour toute fonction polynémiale
P de degré inférieur ou égal d 3, on ait :

/2 " Pla)ds = aP(2) + BP(3) +1P(A)  (E).

Correction.

o Commencgons par remarquer que tout polynome P de degré inférieur ou égal a 3 est de la forme
P: 2 ax® 4 ba? + cx + d, avec (a,b,c,d) € R*.
Pour un tel polynome, calculons les quantités qui entrent en jeu :

4

; 4 a4, b ¢y 56
— d’une part, / P(z)dr = |—2" + -2° + -2 + dzx| =60a+ —b+6c+2d;
Ja 47 T3t Ty ) 3

— d’autre part, aP(2) + fP(3) + vP(4) = (8a+ 278 + 64v)a + (4o + 95 + 1679)b + (2a + 38 +
dy)e+ (a+ B+ v)d.

o Remarquons que 1’égalité (E) est vraie pour tout quadruplet (a,b,c,d) € R*, si et seulement si,
(a, B,7) est solution du systéme

a + B + 4 =2
20 + 38 + 4y = 6

S

() = 404—&-96—&-167:5—;’
8a + 278 + 64y = 60

(pour le sens direct, il suffit de considérer les quatre quadruplets (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0),
et (0,0,0,1) ; le sens indirect est évident).

o Résolvons le systéme (S) grace a lalgorithme du pivot de Gauss.
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Les opérations élémentaires Lo <— Lo — 214, Ly + L3 — 4Ly et Ly < Ly — 8Ly donnent :

o + ,6 + Y = 2 (L1<¥L]*L2)
B+ 2y = 2
S) <= 32
( ) 5ﬁ + 12’}/ = ? (Lg < L3 — 5L2)
196 + 56y = 44 (L4 +— Ly — 19L2)
« - 7 0
B + 2y = 2
<~ 2
18’)/ = 6 (L4 < L4 — 9L3)
(6 -y = 0 (Ll < L1 + Ld)
B +2y = 2 (Ly¢ Ly—L3)
— 2
2y = 3 (L3 + 1L3)
0 = 0
a=1/3
<< p[=4/3
vy=1/3

o Ainsi, Uégalité [} P(z)dx = aP(2) + BP(3) + yP(4) est vraie pour toute fonction polynomiale P

141
de degré inférieur ou égal a 3, si et seulement si, | (a, B,7) = (3, 3 3) .

Calcul matriciel

Opérations matricielles

2 5 -1 1 7 -1 1 2
Exercice 4. Calcul matriciel. Soient A=|0 1 3 |,B=(2 3 4 |,C=]|0 4
0 -2 4 00 O -1 0
Calculer les produits (A —2B)C, CTA, 0TB, CT(AT —2BT).
0 -9 1 -1 —-36
A-2B=|-4 -5 —5|: |(a—2B)c=|1 —28]||; |cTa= (2 / _5) . lcTB ( L7 _1>
0 . 4 14 10 10 26 14

-1 1 —4
CT(AT —2BT) = (A—2B)O)! = <36 g 8).
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Exercice 5. Montrer que VA € #,(R), AAT =0 = A =0.

Correction. Soit A € .#,(R) telle que AAT = 0. En calculant le produit matriciel, AAT, on trouve :

V(i j) € [1,n]? Y airajr = 0.
k=1

n

Pouri=j, ona :Vie[l,n], Z aik =0 puis a; . = 0 pour tout (i,k) € [1,n]? i.e. [A=0]|.
k=1

Quid de #,(C) ?

Exercice 6. Conséquences de ’associativité du produit matriciel.

1. Soient n,p > 2 deuz entiers, et (i) )e[1,n]x[1,p] ¥ne famille de nombres complexes. On définit les

1
1
matrices L = (1 1 .- 1) eM,(C),C=|.]|€Mpi(C) et A= (a;;)i1<i<n € Myp(C).
: 1<j<p
1

Parmi les différents produits que ’on peut écrire avec les matrices L, C et A, quels sont ceux qui ont
un sens ? Eerire de deux facons différentes le produit LAC' et retrouver ainsi un résultat connu.

2. Soit v, s > 2 deux entiers et (vy);_, et (ye)j_, deuzx familles de nombres complexes. On définit les

matrices
T
X2
X = . S Mr,l((c)a Y = (yl Yz ys> S Ml,s(©)7
Ty
1
1
R= (1 1 1) € My, (C) et S=|.|eMC).
1

Ecrire de deuz facons différentes le produit RXY' S et retrouver ainsi un résultat connu.

Correction.
1. Vu les tailles en présence, ont un sens :

e le produit LA, de taille 1 X p;
o le produit AC', de taille n x 1;
e le produit LAC, de taille 1 x 1.
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On va utiliser associativité du produit matriciel, on obtient d’un coté

[LAC)11 = [(LA)C]

=Y [LAL6[Clea

et de l'autre

2. On a que RX et Y S sont des matrices de taille 1 x 1. On a

r

[RX]11 = E[R]LAX}M

T
=2 @i
=1
s

et [YS]171 = Z[Y]l,ﬂ[s]é,l
(=1

S
= u
=1
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Ainsi, la matrice RXY'S € M 1(C) a pour unique coefficient

v (5) ()

i=1

Par ailleurs, le produit XY est une matrice de taille r X s. Pour i € [1,7] et j € [1,s], on a

1

[XY]Z] - Z[X]i,k[y]k,j
k=1

= ZiYj-
On a alors

[RXY S]i1 = [R(XY)S], ;4

)
r

=) [Rh:[(XY)S],,
=1

= Z ZS:[XY]M 15151

i=1 j—l

*ZZM

i=17=1

On retrouve ainsi la formule :

i=1j=1

Exercice 7. JMJ. Soit J € #,(K) la matrice dont tous les coefficients sont égaux d 1. Calculer JM.J
pour tout M € M, (K).

Correction. Soit M € #,(K). On a JMJ € #4,(K).
Soit (i,7) € [1,n]?. On a

[TMJ)i ;= [J)ik[M Ik
k=1

=1 _1
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Autrement dit, JMJ = oJ, c’est-a-dire

JMJ = (Z i[M]k,£> J|

k=1/¢=1

Exercice 8. Soient deux matrices A, B € M, (K) qui commutent et telles que A est inversible. Justifier
que les matrices A~ et B commutent.

Correction. Premiére rédaction. Il suffit d’écrire
AT'B=A"'B(AA™YY =AY (BA) AT = A7 (AB)A™ = BA™ !,

Deuxiéme rédaction. Par hypothése, on a AB = BA. En multipliant cette égalité d gauche et a droite
par AL, il vient : A TABA™' = A"'BAA~! ¢’est-a-dire ’BA_1 =A"'B

, et conclut.

Exercice 9. Commutant d’une matrice diagonale. Soit D une matrice diagonale de #,,(K) dont les
coefficients diagonaux sont deux o deux distincts.
Montrer que si A € M,(K) et si AD = DA alors A est diagonale.

Par hypothése, on peut écrire la matrice D sous la forme : D = Diag(A1,...,\,) avec les (Ag)i<k<n
deux a deux distincts.

Soit A € M, (K) telle que AD = DA. Montrons que A est diagonale.

L égalité matricielle AD = DA implique que : V(i,5) € [1,n]?, (AD);; = (DA); ;.

D’une part, (AD);j = > 51 AixDrj = > i1 Ai bk jNj = NjAi ;.

D’autre part, (DA)Z'J = ZZ;L:1 DinAkJ = 22:1 5i,k)\iAk,j = NA; ;.

Ainsi, V(Lh]) S [[1,71]]2, ()\7 — /\j)Ai,j =0.

Soit (i,7) € [1,n]? tel que i # j. Les (\) étant deuz a deux distincts, on a \j — \j # 0 donc A;; = 0,

ce qui signifie que ’A est diagonale‘.

Exercice 10. Commutant de ., (K).

1. Quelles sont les matrices de M, (K) commutant avec toutes les matrices de M, (K) ¢

2. Quelles sont les matrices de M, (K) commutant avec toutes celles de GLy,(K) ¢
Correction.

Lemme. Soit M € #,(K). Si, pour tout (i,j) € [1,n]?, ME; ; = E; jM, alors M est scalaire.
Montrons le lemme.

Supposons que ¥(i, j) € [1,n]?, ME;; = E; jM.

Fizons (i,7) € [1,n]%. Des calculs matriciels donnent (faire les dessins) :

e ME;; est la matrice de Mp(K) dont les colonnes sont nulles exceptée la j-iéme qui contient la
i-eme colonne de M.

o E; ;M est la matrice de 4, (K) dont les lignes sont nulles exceptée la i-iéme qui contient la j-éme
ligne de M.

L’égalité des matrices ME;; et E; ;M implique en particulier, ’égalité de leur j-iéme colonne. On
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obtient :
o m;; =m;; (en regardant le coefficient en position (i, 7))

o Vk #i, my; =0 (en regardant les autres coefficients de la j-iéme colonne.

Ceci montre que M est diagonale et que ses coefficients diagonauzx sont tous égauz, donc que M est une

matrice scalaire.

1. Soit M € #,(K) commutant avec toute matrice de .#,(K).

Alors, en particulier, M commute avec les matrices élémentaires F; ;, donc d’aprés le lemme, M

est scalaire.
Réciproquement, les matrices scalaires commutent avec toutes les matrices de My, (K).

Ainsi,

les matrices qui commutent avec toutes les matrices de M, (K) sont les {\I,, | A € K} ‘ i.e.

les matrices scalaires.

2. Soit M € #,,(K) commutant avec toute matrice de GL,,(K).

Les matrices E; j ne sont inversible... mais la matrice I, + E; ; € GL,(K) (il s’agit d’une matrice

triangulaire avec des 1 ou 2 sur la diagonale donc sans 0 sur la diagonale).

Par hypothése, on a M (I, + E; ;) = (I, + E; ;) M, dont on déduit que M E; ; = E; ;M. D’apres le

lemme, M est une matrice scalaire.

Réciproquement les matrices scalaires commutent avec toutes matrices donc en particulier avec

toutes les matrices de GL,(K).

Ainsi, | les matrices qui commutent avec toutes les matrices de GL,(K) sont les {\I,,, A € K} ‘ i.e.

les matrices scalaires.

n

Exercice 11. Cours spé. Pour tout A € #,(K), on définit la trace de A par Tr(A) = ZA”
i=1

1. Pour A = (1 2), déterminer Tr(A).

3 4
Montrer : V(A, B) € #,(K)?, YA € K, Tr(A + B) = ATr(A) + Tr(B).
Montrer : ¥(A, B) € #,(K)?, Tr(AB) = Tr(BA).

Montrer : VA € M, (K), Tr(AT) = Tr(A).

AT N

Montrer VA € My, (R), Tr(AAT) >0, avec égalité si et seulement si A est la matrice nulle.

Immeédiat.
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Puissances de matrices

2
Exercice 12. Soit K = 2 |. Calculer K™ pour tout n € N.
2

N DN DN
N DN DN

. Un calcul matriciel donne J? = 3.J. Une récurrence immédiate

—_ = =
—_ = =

1
Correction. On pose J = | 1
1

donne : ¥Yn € N*, J" =37~ 1]J,
Comme K = 2J, on a pour tout n € N*, K™ =2nJ" =2n3n"1J =2 x 6" 1J = 6" K.

Ainsi, KV = I3 et Vn e N*, K" = 6" 1K |

Exercice 13. Matrices de rotation. Pour tout 8 € R, on définit la matrice Ry = C9SQ —sinf .
sinf  cos@
1. Calculer, pour tout (0,p) € R?, RyR,,.

2. En déduire que toute matrice de rotation est inversible et que son inverse est encore une matrice de

rotation.

3. Déterminer les puissances d’une matrice de rotation.

Correction.

1. Grace auz formules de trigonométrie, on trouve que |Y(0, ) € R?, RoR, = Ry, |

2. Soit # € R. On remarque que Ry = Is, donc RgyR_9g = R_gRy = Is, d’ou Ry est inversible et
Ry'=R_y|.

3. Soit 0 € R. On en déduit, par récurrence sur n € N, que |Vn € N, Rf = Ryg | De plus, Vn €

N, R, = (R;l)” = R", = R_pp, d’aprés la premiére question.

Exercice 14. Calcul de puissances. Soit (z,0) € R%. Calculer les puissances de

(az—i—sm@ cosf >€//12(R).

cos x —sin 6

sinf cosf

) . Un calcul matriciel donne ]\/192 = Iy, donc
cosf) —sinf

Correction. Soit n € N. Posons My = (

Vp € N, ]W@Qp =1y et ]WHQPH = My. On cherche a calculer (xIy + My)™. Puisque x1s et My commutent,
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on a d’aprés le binome de Newton :

n
(wly + Mp)" = > (Z) " * Nk

k=0

-3 (Z) AL N R (Z) "k M,
kelo,n] kelo,n]
k pair k impair

= pnIZ + inMQa

o

n . n .
Pn = Z <k> 2k p - Z (k) 2k
ke[0,n] ke[0,n]
k pair k tmpair

" In
Encore d’apres le binome de Newton, on a pp + ip = Z <k 2" FE = (x4 1) et
k=0

Po—in= > (Z)aﬂkc—lﬁﬂ+ > (Z)w"k«—lﬁt—-EI (Z)aﬂkc—lﬁ*—<x-—1yk
ke[0,n] ke[0,n] k=0
k pair k impair

On en déduil que

(x+1)"+ (@—1)" (¢ +1)" = (@ —1)"

Pn = 9 et Iy = 9
Ainsi,
1) — 1) 1) — — 1)
(.7)]2+]\49)n:(x+ ) ;(x )IQ+(x+ ) 2($ ) My |.
2 10
Exercice 15. Soit la matrice A= |0 2 1]. Onpose D=2 et N=A—-D.
0 0 2

1. Calculer les puissances de D et de N. En déduire AP pour tout p € N.

2. A est-elle inversible 2 Si oui, calculer A~'.

Correction.

1. e Ona:|VpeN, DP =2P]]|

010 0 0 1
e« INN=I3, N=10 0 1|,N2=[0 0 0, et pour toutp>3, NP =0|.
0 00 0 0 0

o SoitpeN. On a N(2I) =2N = (2I)N, ce qui prouve que N et 21 commutent, donc on peut
appliquer la formule du binéme de Newton.

—1
Ap:(D+N)p:Dp+pNDp_1+p(p7)

2 N2DP=2 4 0. Donc
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2 0 0 010 (p—1) 0 0 1 2P p2r=l p(p —1)2P3
Ar=10 20 0|sp2rt|o 0 1|+B2 " Vo219 o o] =||0 2 p2p=1
0 0 2° 000 000 0 0 2P

2. A est triangulaire supérieure et ses éléments diagonaux sont égauzx a 2 donc non nuls, donc A est

inversible. Son inverse est une matrice triangulaire supérieure avec — sur sa diagonale.

1
% a b 2a + 5 =0
A7l =10 % c|. Légalité AA=" méne au systéme : 2b4+c¢=0
1 1
00 3 2¢c+ - =0
2
S
1 1 3 4 8 (4 21
Puis,a:c:zetbzé.Ainsi, A1 =10 % %1 =3 0 4 =2
0 0 3 0 0 4
2 p2rt p(p—1)2°77
Remarque : la formule | AP = | 0 2P p2P—1 est encore valable pour p = —1.
0 0 2P

Exercice 16. Considére les suites (un)nen €t (Un)nen définies par ug = vo = 1 et pour tout n € N,
Un+1
Un+1

On considére U, = Un ) op A = -1 )
Un, 1 3

1. On pose N := A — 2I5. Montrer que N est nilpotente.

= Up — Un

= uy, + 3v,

2. Pour tout n € N, calculer A™ en fonction de Is, A et n.
3. Montrer que pour tout n € N, U, = A"Uj.

4. En déduire une expression de u, et v, pour tout n € N.

Correction.

1. N = <_11 _11> Un calcul matriciel donne donc ’ N est nilpotente|.

2. A= N + 2[5, avec N et 215 qui commutent.
Soit n € N. D’apres la formule du binome, et puisque N> =0, on a

A" = (N 4 2L)" = (2L)" + nN(2L)" 1 +0

=2"[, + 2" nN
on 0 _2'n,—1n _2n—1n
0o 2n + 2n71n 2n71n
(22 —n) n
N 2n—1n 2=1(2 4+ n).

72n—1
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3. ¥n € N U,41 = AU, = donc par récurrence immédiate U, = A"Uy.

2"(1 —n)
2"(1 4 n)

4. Ainsi, pour tout n € N, U,, = ( ) donc ’ up, =2"(1—n) et v, =2"(1+n) ‘

Autre méthode. On peut aussi remarquer que la suite (U, + Vp)nen €st géométrique de raison 2, donc
Vn e N, up + v, = 2" Ainsi, Vn € N, upi1 = 2u, — 2" et vy = 20, + 27

U2 uv  uw

Exercice 17. Soit (u,v,w) € C3. On pose A= | wv v?> wvw |. Calculer A™ pour n € N.

uw  vw Uﬁ

U U
e Onéerit: A= |wv (u v w):XXT ou X = 1w
w w

o A2=XXTXXT =Xu?+v?>+w)XT = (u?2+v2+uw?)A.

o A3 = (u? 4+ 0?2+ w?)A? = (u? + v +w?)?A.

o On conjecture et on montre par récurrence que :| A™ = (u? +v? + w?)" 1A pour n > 1 et AY = I, |.

Remarque sur la multiplication par une matrice de taille 1 x 1. Considérons la matrice
1

X=|:|¢e€p1(K) et aeC. Le produit matriciel X x (a) est bien définie et donne une matrice de

xTL
M1 (K), dont les coefficients sont :

1
Vi€ [1,n], [X x (a)lix = >_[Xlixl(@)]e1 = [X]ial(@)]k1l = = x a.
k=1

Ainsi, multiplier X a droite par la matrice (a) revient & multiplier X par le scalaire a :

axriy X1
Xx(a)=] 1 |=a
axn Tn
De méme, multiplier Y = (y1 yn) a droite par la matrice (a) revient a multiplier Y par le scalaire
a.
En effet, Yi € [1,n], [(a) x Y]1,; = ay; donc
(a) xY = (ay1 ayn) :a(y1 yn) =aY.
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a b

Exercice 18. Un exo de I’X! Soit M = (c d) € Mr(R), avec 0<d<c<b<a et b+c<a+td.

Pour tout n > 2, on note M™ = (a" Zn> . Montrer que : Yn > 2, b, +c, < a, + dy.
mn

cn
ap+1 = aap + b Cn
Correction. Soit n > 1. En exploitant M™*' = MM™, on a brir = abn 40 dn . Par suite,
Cny1 = cap+dcy,
dny1 = cbp+ddy
anp+1 — bn+1 = a(an — bn) + b(Cn - dn) (*)
Cn+1 — dnJrl = C(an - bn) + d(cn - dn)

donc

(an+1 + dn+1) - (bn+1 + C7L+1) = (anJrl - bn+1) - (Cn+1 — dn+1)
= (an —cn)(a—c)+ (¢ — dp)(b—d).
>0 >0

Sachant a > ¢ et b > d, il suffit d’établir a,, > b,, et ¢, > d, pour conclure, ce que l’on peut faire par

récurrence.

Linitialisation est claire car on peut définir ay = 1, etc. et les hypothéses assurent que a; > by et ¢c1 > dy.
L’hérédité découle de (x) ot on rappelle que par hypothése a,b,c,d > 0.

Notons que 'hypothése b+ ¢ < a + d ne nous a pas été utile.

Matrices nilpotentes

Exercice 19. Stabilité des matrices nilpotentes. Soient deuz matrices A, B € #,,(K) qui commutent.
1. Montrer que si A est nilpotente, alors AB est nilpotente.
2. Montrer si A et B sont nilpotentes d’indices de nilpotence a et b respectivement, alors A + B est

nilpotente d’indice inférieur ou égal a a+ b — 1.

Correction.
1. Supposons A nilpotente. Alors il existe p € N* tel que AP = 0. Puisque A et B commutent, on a

(AB)P = APBP = 0,

2. Supposons que A et B sont nilpotentes d’indices de nilpotence a € N* et b € N* respectivement.
Comme A et B commutent, on a, en appliquant la formule du binome de Newton :

a+b—1

+b—1
N S
(A+B) ( !

> AkB{H_b_l_k.
k=0

Or A® = 0,, donc pour tout k > a, AF¥ = 0,.
De plus, B® = 0,, donc pour j > b, B = 0,. Or, pour k € [0,a — 1], a +b—1—k > b donc
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Botb=1=k — 0 Ainsi, en découpant la somme ainsi :

a—1 a+b—1
(A+ By =3 atb—1) potb-1-k Ly atb—1) path-1-k
= k —_— k ~—

=0n, k=a =0n

on obtient | (A+ B)*T~1 =0, |, ce qui prouve que

’A + B est nilpotente et que son indice de nilpotence est inférieur ou égal a a + b — 1.

Exercice 20. Nilpotence et inversibilité. Soit N € #,,(K) une matrice nilpotente, d’indice p € N*.
1. Montrer que N n’est pas inversible.
2. Montrer que I, — N est inversible et déterminer son inverse.

3. En déduire que I,, + N est inversible et déterminer son inverse.

Correction.

1. Méthode 1. Si N € GL,(K), alors N? € GL,,(K) donc 0,, € GL,,(K), ce qui est absurde. Donc
N n’est pas inversible‘.

Méthode 2. Si N était inversible alors on pourrait parler de N1 et puisque N et N~! commutent,
on aurait 0 = NP(N~1)P = (NN~ = [P = I,,, ce qui est absurde. Donc ’ N n’est pas inversible|.

2. On conjecture que (I, — N)™' =1, + N + N? + -+ NP~ et on le vérifie par calcul.
Puisque I, et N commutent, on a d’aprés la formule de Bernoulli

(I —N) (plek) =IP— NP =1, et (ple"") (In = N) = In.
k=0

k=0

p—1
Ainsi, |I — N € GL,(K) et (I, — N)™' = Z N*¥| (ou on fait le produit matriciel qui se simplifie
k=0

par télescopage...).

3. N étant nilpotente d’indice p, —N [’est aussi, donc d’aprés 2., I, — (—N) est inversible, c’est-a-dire

p—1
I, + N est inversible. Toujours d’aprés 2., on a : | (I, + N)™' = (I, — (=N))™' = Z(—l)ka .
k=0
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Exercice 21. Deux matrices simultanément inversibles. Soient A, B € #,,(K) ou B est nilpotente
et commute avec A.

Montrer que A et A+ B sont simultanément inversibles (i.e. A est inversible si et seulement si A+ B est
inversible).

Indication : on pourra utiliser les résultats des exercices précédents.

Correction.

o Supposons A inversible. On écrit :

A+B=A(I,+A7'B)|

Idée : justifions que A~'B est nilpotente.
Puisque A et B commutent, A~' et B aussi. En effet, on a

ATIB=A"'B(AA™Y = A"Y(BA)A™ = A" (AB)A™' = BA™ Y

Comme B est nilpotente et A~ et B commutent, on en déduit que A~'B est également nilpotente
(exercice [19).

D’aprés Uexercice précédent, on sait alors que I, + A" B est inversible.

La matrice A+ B = A(I, + A1 B) s’écrit donc comme un produit de matrices inversibles, donc
’A + B est inversible ‘

o Supposons A+ B inversible.
Premiére méthode. On vient de montrer que :

A inversible
B nilpotente = A+ B inversible.
AB = BA

En appliquant ce résultat aux matrices A+ B et —B (puisque A+ B est inversible, — B est inversible
et ces deux matrices commutent vu que (A+ B)(—B) = —AB—B? = ~-BA—B? = (-B)(A+B)),
on obtient (A + B) 4+ (=B) est inversible, i.e. | A est inversible].

Deuxiéme méthode. De méme, on écrit :

A=(A+B)-B=(A+B)(I,— (A+B)'B).

Idée. La encore, justifions que (A + B)~'B est nilpotente. Comme B est nilpotente, il suffit de
montrer que (A + B)™! et B commutent.

Or, B et A+ B commutent (car B(A+ B) = BA+ B?> = AB+ B? = (A+ B)B vu que A et B
commutent) et on a déja montré qu’alors B commute avec (A + B)™1.

Finalement, (A + B)™'B est nilpotente donc d’aprés lezercice précédent, I, — (A + B)™'B est
inversible d’o ’A est inversz’ble‘.
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Exercice 22. Les matrices triangulaires strictes sont nilpotentes.
Soit T' = (ti j)1<i,j<n € Mn(K) une matrice triangulaire supérieure stricte i.e. vérifiant

Y(i,7) € [1,n]?, j<i=t;;=0.
Montrons que T est nilpotente.

Correction. Phase de recherche, pour comprendre. D’aprés le cours, on sait déja que T? est
encore triangulaire supérieure stricte. Un calcul matriciel nous montre que la sur-diagonale de T? est
encore nulle, i.e. Vi € [1,n], (TQ)MH =0, ce que nous allons prouver par calcul.

Finalement, en rassemblant ces informations, il s’agit de montrer que

V(i,j) € [1,n]% j<i+1l= (T?%);;=0.

On a

n

n
2
(T%)ij =Y tir th;=0+ Z tik  trg =0
k=1 _o o k<i k=il o ar i<k

Ainsi, T? a sa diagonale et sa sur-diagonale nulle.

De méme, T? a « trois » diagonales nulles, et en itérant, .
Formalisation. Montrons que pour tout k € [1,n], T* est triangulaire supérieure avec « k » diagonales

nulles, par récurrence finie.
Notons pour tout k € [1,n]

P(k): «V(i,5) € [L,n]?, j<i+k—1= (T");; =0y
e On a P(1) car T est triangulaire stricte par hypothése.

o Soit k € [1,n — 1] tel que P(k). Montrons P(k + 1).
Soit (i,7) € [1,n]? tel que j <i+k. On a

n

(TF )iy = (TMT)iy =Y (TF)i g Ty

q=1
= E (T%)ig  Tyj+ E (T%)iq Ty.j car T est triangulaire sup. stricte
: —— - ~—
<ith— >
gsith—l =0 d’aprés P(k) qzitk =0 car j<i+k<q
=0.

o Par théoréme de récurrence, on a Vk € [1,n], P(k).

En particulier, pour tout (i,5) € [1,n]?, on aj <n etn <i—1+n donc par transitivité, j <i—1+n
et d’aprés P(n), on sait alors que (T™); ; = 0. Cela prouve que , et conclut.
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Exercice 23. Montrer que toute matrice de #,(R) peut s’écrire comme la somme d’une matrice symé-
trique et d’une matrice nilpotente.

Correction. Soit A = (a; ;) € #,(R).
D’apres lexercice précédent, les matrices triangulaires supérieures strictes sont nilpotentes.
On peut écrire A =S+ T avec S = (s;5) € Sn(R) et T = (t; ;) triangulaire supérieure stricte d’ordre n

données par
a;j Ssi1>7 0 si1>y
Sij = h . et ;= .
’ aj’,,; stmon ’ ai_j — aj’,,; stmon

ce qui prouve l’existence.

Matrices inversibles, calcul de ’inverse

0 1 0
Exercice 24. Un polyné6me annulateur. Soit A=|—-1 2 0
1 0 -1

1. Montrer que A — A2 — A + I3 = 03. En déduire que A est inversible et donner A='.
2. Que vaut (A%)71 7

Correction.

1. A3—A2—A+1I3 = 0 implique que I3 = — A3+ A2+ A donc A(—A2 + A+ I3) = (A’ + A+ [3)A = I3.

2 -1 0
Ainsi, | A inversible et A7V = —A2 + A+I3=11 0 0
2 -1 -1

2. Premiére méthode :|(A?)~!' = (A=Y)2| et on fait le produit matriciel.

Deuziéme méthode : on utilise encore I’équation matricielle : I3 = —A3+A? + A = A?(— A+ I3+
3 -2 0
AN = (A + I3+ AN A2 donc | A? est inversible et (A2)7] =-A+L+A1=]2 -1 0
1 -1 1
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2 2 3
Exercice 25. Trois méthodes pour calculer ’inverse d’une matrice inversible. Soit A= |1 1 4
1 -2 1
1. Vérifier que A est inversible et calculer son inverse en résolvant un systéme linéaire.
a
Soit B= | b | € #31(K). Résolvons AX = B, afin d’avoir une expression de X = A™'B. On a :
c
20 +2y+32z = a r+y+4z = b r+y+4z = Db
(S) r+y+4z = b e r—2y+z = ¢ L5 —3r—3z = c—b
x—2y+z — . eux échanges 21:+2y+32 S L32:L32:2L11 52 = a—2b
r+y+4z = b r+y+4z = b
— —3y—3z = c—b — y = 3a=b=5c
L:sF—éL:s 5 — 2b—a L2<——§L2—L3 y = 2b—a
- 5 - 5
r = :()aff%
. S y = Jafll?;E)c
1%L1—L2—4L3 - —3a+()b
2= 15
9a — 8b + 5¢ 1 9 -8 5
Ainsi, A7'B = 1—15 3a —b—>5c |. On en déduit que| A~ = B 3 -1 -5
—3a + 6b -3 6 O

2. Vérifier que A est inversible et calculer son inverse a l’aide de l’algorithme de Gauss-Jordan.

L [9 -8 5
AlL)~ (I, | A Y dou:|At=—|3 -1 -5
(
L 15
-3 6 0

3. Déterminer o € R tel que A3 — 4A% 4 oA — 1513 = 03. En déduire que A est inversible et calculer
son inverse.

9 0 17 35 —16 44 -16 —16 —24
A2=|7 -5 11|; A3=1|20 —-13 12|; A3-4A42-15I3=| -8 -8 -32|=-84
1 -2 —4 -4 8 -9 -8 16 -8

donc

1
De, A3 —4A%2+8A—15I3 = Os, on déduit que : A(A%2—4A+8I3) = 1513 i.e. Ax F(A2—4A+8[3) =
J

9 -8 5
1 1
I3. Ainsi, A est inversible a droite donc inversible et|A™' = — (A2 —4A+813) = —| 3 —1 -5
15 15
-3 6 0
20 +2y+32z = 15
4. Application. En déduire les solutions du systéme linéaire z+y+4z = 15 .
r—2y+z = 0
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15 1
Pour B = (15|, on a X = A7'B = | 2|, donc lunique solution de ce systéme est le triplet
0 3

(1,2,3)].

Exercice 26. Une mini matrice compagnon. Soit A = € My(K). Montrer que A est

o O = O
O = O O
= o o O
SO O OoOR

inversible si et seulement si x # 0.

Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de A, ce qui ne change par son caractére inversible.
En effectuant Ly <> Lo, puis Lo <> L3, puis L3 <+ L4, on obtient la matrice diagonale

o O O
o O = O
O = OO
8 O O O

qui est inversible si et seulement si x # 0.
Ainsi, | A est inversible si et seulement si x # 0 ‘

Exercice 27. Inversible avec paramétres. Pour tout (z,y) € R?, on note A, ,, = € #5(R).

— = =
=~ W N
<8 W

Représenter dans le plan 'ensemble des (x,y) € R? pour lesquelles la matrice Ay y n'est pas inversible.

Correction. Effectuons des opérations élémentaires sur les lignes de Ay, ce qui ne change par son
caractére inversible.

En effectuant Lo < Lo — L1 et Ly < Ls — L1, on obtient la matrice

1 2 3
01 -3
0 2 y—3
Puis en effectuant Ly < L3 — 2Lo, on obtient
1 2 3
0 1 x—3
0 0 y—2x+3

qui est non inversible si et seulement si y — 2z + 3 = 0.

L’ensemble des (x,y) € R? tels que Ay y nest pas inversible est la droite ayant pour équation y = 2x — 3 |.
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Exercice 28. Soit A € #,(K) telle que la matrice I + A soit inversible. On pose B = (I — A)(I + A)~1L.
1. Montrer que B = (I + A)~Y(I — A).

2. Montrer que I + B est inversible et exprimer A en fonction de B.
Correction.

1. Puisque (I + A)(I — A) =1 — A% = (I — A)(I + A), on a, en multipliant a droite et a gauche par
(I + A~ la relation

(I-—AI+A)P=T+A)I-A))|

d’ou les deux expressions de B.
2. Ona(l+A)B=1-A donc
I+A){I+B)=I+A)+{T—-A) =21
De méme, on a

(I+B)(I+A) =I+A)+BI+A)=I+A)+I—-A)=2I

donc| I+ B est inversible et (I + B)~' = 3(I + A) | puis

(I—B)(I+B)’1:%(I—B)(.HLA):%(IJrA)f(I—A):A.

Dou|A= (I -B)(I+B)!|

Exercice 29. La matrices des 1. Soit n € N*. On note J,, est la matrice de #,(K) dont tous les
coefficients valent 1. Déterminer a quelle condition nécessaire et suffisante sur n la matrice J, est inver-
sible.

e Méthode 1.
— Sin > 2, alors J, posséde au moins deuz lignes égales donc J,, ¢ GL,,(K).
— Sin=1, alors J1 = (1) € GL1(K) (d’inverse lui-méme).

e Méthode 2. On a
J2 =nJ,.

Raisonnons par l'absurde. Supposons que J,, est inversible. Alors en multipliant (d gauche ou d
droite) par J,; 1 dans ’égalité précédente, on obtient

1 ... 1

1 ... 1

Sin > 2, en se placant en dehors de la diagonale et en utilisant 'unicité des coefficients, on obtient
1 =0, ce qui est absurde. Donc J,, n’est pas inversible.
Sin =1 alors J; est inversible.
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Ainst, | J, € GL,(K) <= n=1 ‘

Exercice 30. Une matrice a coefficients complexes. Soit n > 2. On pose w = exp (217”) et A =
(k=1)(¢-1)
(w )1§k,£§n € ().

Calculer AA. En déduire que A est inversible et calculer A=1.

Correction. A = (ay) avec ajp = w*=DED.
A = (bry) avec by = ayp = w— (k=1)(¢=1),
AA = (cky) avec
n n n—1
Cke = Z ak,mbm_[ = Z w(k_é)("”/—l) — Z (W(lﬁf—f))'m/.
m=1 m=1 m=0
Or,
w(kfﬁ =1 «<— M
n

car —(n—1)<k—4<n-—1.

=02n|<=k—Vl=0n|<=k—-lenZ=k—-{=0,

k—

o Sik=1{alorswt=1 et cp = n.

) 1— k—0\n 1— n\k—~¢
o Sik#{alors Wt #£1 et cpy= 1 _(L:k_g =3 _(C:k)_g =0, carw” =1.

Ainsi, | AA = nl, |, donc AA est scalaire. En conjuguant, il vient AA = nl,,. Ainsi, A (%Z) = (lZ) A=

I, ce qui prouve que|A € GL,(K) et A~! = %Z .

Exercice 31. Matrice & diagonale dominante. Soit A € .#,(C) telle que Vi € [1,n], |ai| > > |aijl-
J#i

1. Montrer que : ¥V X € M, 1(C), (AX =0= X = O).

Indication : une fois le raisonnement lancé, on pourra s’aider d’un raisonnement par [’absurde et
considérer max |z;|.
1<i<n
2. On admet (pour l'instant) que

VX € Mn1(C), (AX =0= X =0) = A € GL,(C).

Que peut-on dire d’une matrice a diagonale dominante ?

7T -2 2
3. La matriccA=[0 —6 1 est-elle inversible 2 Donner une condition suffisante sur A € C pour
1 3 -10
A =3 2
que My =1 -2 X 2 soit inversible.
1 0 A
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Correction.

1. Soit X une colonne telle que AX = 0.
Montrons que X = 0.

La partie {|$1|, A ]:ﬁn|} est une partie de R, finie et non vide, donc elle admet un maximum.

Ainsi, il existe m € [1,n] tel que |x,,| = max (\:U1|, Ce \xn\)
Par hypothése, on a l’égalité matricielle AX =0 qui se réécrit :

Vi e ﬂl,nﬂ, Zaijszo
j=1

n
En particulier, pour i = m, on obtient Z am;T; = 0.
j=1
En isolant le terme d’indice m, on obtient

AmpymTm = — Z AmjTj.
j#m
Puis, en appliquant le module :
ammxm| = ’ Z amjxj‘-
J#m

Puis par inégalité triangulaire,
|amm||Tm| < Z |amgl|@;]-
j#m

Comme |x,| = lrg]%lgn |zj|, on a

|@mm || Tm| < Z |amj||$m|'
j#m
Supposons, par l'absurde, que X # 0. Alors |x,,| > 0.
En divisant par |x,,| dans l'inégalité précédente, on obtient |amm| < Z lamj|, ce qui contredit le
Jj#m
fait que la matrice soit a diagonale dominante.
D’ou X = 0.

2. On en conclut que ’ toute matrice a diagonale dominante est inversible‘.

3. A est a diagonale dominante, donc inversible.
Si |A| > 5, alors M)y est a diagonale dominante, donc inversible (condition suffisante).
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Melting-pot
Exercice 32. Une équation matricielle. Déterminer les matrices X € Mo(R) a coefficients entiers

telles que X?> + X = G i)

a b

Correction. Soit M = (c d) € Mo(R). Par opérations matricielles, on obtient

M2_< a®>+bc  ab+bd+b

2
done M2+ M — a*+bc+a blat+d+1) ‘
ac+cd+ ¢ be + d?

cla+d+1) be+d?+d

On procede par analyse-syntheése (les raisonnements qui vont suivre sont un peu trop compliqués pour
qu’il soit facile de raisonner par chaine d’équivalences).

11

Analyse. Soient a,b,c,d € Z tels que M = (CCL Z) vérifie M? + M = (1 1

>, On a alors

a?+a+bec=1
bla+d+1)=1
cla+d+1)=1
be+d*+d=1.

Un point important est alors que si «, 8 € Z vérifient aff = 1, on a nécessairement o = 3 = +1.
Ainsi, on en déduit b=c=a+d+ 1= =+1. En particulier, bc = 1.

Les deux équations extrémes du systéme deviennent alors

a’?+a=0
d> 4+ d=0.

Comme a®+a = a(a+1), la régle du produit nul entraine que a € {—1,0}. De méme, d € {—1,0}.
Comme on doit également avoir a + d + 1 = %1, les seuls possibilités sont (a,d) = (—1,—1) et

(a,d) = (0,0).
-1 -1 0 1
M = (_1 _1) ou M = (1 0) .

On obtient alors que
1 -1\ (2 2 0o 1\° (10
Synthése. On a (_1 _1> = (2 2> et (1 0) = (O 1), donc les deux matrices que l'on a

identifiées a la fin de la phase d’analyse vérifient M? + M = G 1 .

o . -1 -1 0 1
Ainsi, les deux solutions sont (1 1) et M = <1 0) .
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Exercice 33. Matrice triangulaire commutant avec sa transposée. Soit A € ., (K) une matrice
triangulaire supérieure commutant avec sa transposée. Montrer que A est diagonale.
Indication : on pourra écrire A par blocs :

montrer que C' est la colonne nulle, puis expliquer comment conclure.

Correction. On écrit la matrice par blocs

avec B € M,—1(R), C € My—1,1(R) et d € R.

Comme A est triangulaire supérieure, la matrice B l’est également.
D’apres Uhypothése, A commute avec sa transposée, donc on obtient :

T T T T
auT_ | BBT+CTC jdc| _| B'B | B"C | _ r,

dcT K& CTB |CTC + &

L’égalité des blocs en bas a droite fournit d> = CTC 4 d?, d’ow CTC = 0. Ce produit s’interpréte comme
(la matrice 1 x 1 dont l'unique coefficient vaut . ..) le scalaire 3 +c3+---+c2_; o CT = (c1,...,c0-1).
On obtient donc une somme de réels positifs de somme nulle, donc tous les réels sont nuls, donc tous
les ¢; sont nuls, donc C' = 0.

L’égalité des blocs en haut & gauche fournit BBT + CCT = BT B, et comme C = 0, on obtient que B
commute avec sa transposée.

Ainsi,

avec B triangulaire supérieure qui commute avec sa transposée.

Pour conclure, il suffit de montrer que B est diagonale, ce que l’on peut obtenir par récurrence sur la
taille de la matrice (on vient d’expliquer [’hérédité).
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2
1
-1

Exercice 34. Un mini-probléme. On considére A =

=
_ = O

1. Résoudre pour tout A € R, le systéme AX = AX, d’inconnue X € #5,(R).
En déduire trois vecteurs non nuls X1, Xo, X3 € M31(K) et trois réels i, 2, A3 € R, tels que
A1 < A2 < A3 et pour tout i € [1,3], AX; = N X;.

On note P la matrice de #5(R) de colonnes X1, Xo, X3.
2. Montrer que P est inversible et calculer P~1.
3. Déterminer, sans calcul, une matrice diagonale D € M5(R) pour laquelle AP = PD.

4. En déduire pour tout k € N, une expression de A en fonction de k, P et D, puis une expression
explicite de A* en fonction de k seulement.

Correction.

"
1. o Soient \eRet X =|y| € #:1(R). Ona:
z

1-A 0 2 x 0
AX =DMX <= (A-M3)X =0« | 0 1-x 1 yl=10
1 1 —1-x/ \z 0

Notons (Sy) le systeme AX = AX. En permutant la premiére et la troisiéme ligne, on obtient :

r + y —(14+XN)z=0
(Sy) <= 1-XNy+ =z =0
(1*)\)% + 2z =0 (Lg(*Lg*(l*)\)Ll)
z+ y — (1+XN)z=0
(S)) = 1-XNy+ =z =0
—(1=Ny+B—-2A)z=0 (L3 + L3+ Lo)
r+ y —(1+XN)z=0
(S)) = 1-XNy+ =z =0
(4—X)z=0
o Pour A = —2, on obtient le systéeme
r+y +2=0 N
(S_9) — 3y+2=0 z=2y
0=0 2=

L’ensemble des solutions de (S—2) est {(2y,y, —3y) | y € R}.
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e Pour A =2, on obtient le systeme

r+y—32=0 9
(S2) <=1 —y+2=0 <:>{ Y
z =
0=0
L’ensemble des solutions de (S2) est {(2y,y,y) | y € R}.
e Pour A =1, on obtient le systeme
r+y—22=0 -
(S1) = 2 =0 {S{Z—O
32=0 N
L’ensemble des solutions de (S1) est {(x, — ) | € R}.

o Pour A € R\ {—2,1,2}, les opérations L < 1 L2 et L3+ = )\2 L3 donnent :

r=0
(Sy) <=4 y=0
z=0

~2,1,2}.

L’ensemble des solutions de (Sy) est {(0,0,0)} pour A € R\

{

{2y,y,-3y) |y e R} si\=-2
{(z,—x,0) | x € R} sia=1
{(
{(

e En conclusion, | l’ensemble des solutions de AX = A\X est .
2y,y,y) | y € R} st A =2

0,0,0)} si A e R\ {-2,1,2}
2 1 2
e Finalement, on trouve| Ay = =2, Ao =1, Ag=2|et| X1 =] 1 |, Xo=]|-1] et X35=]1
-3 0 1
2 1 2
2. Par définition, P=1 1 -1 1
-3 0 1
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Utilisons des opérations élémentaires sur les lignes pour transformer (P|I3). On a :

1 21100
(P|I5) . 1 -1 1010
3 0 1,001
1 -1 1]010
— 2 1 21100
el 3 0 1,001
1 -1 1 1 0
her T 0 3 0|1 -20
Lot Lo—2L, 0O 0 4 1 1 1
1 -1 1] 0o 1 o0
L, 0 1 0 1/3 —2/3 0
2 L2
O 0 0 1| 1/4 1/4 1/4
100 | 1/12 1/12 —1/4
N 010 | 1/3 —-2/3 0
Li<Li+Lo—Ls3 0 1

[an}

1/4 1/4 1/4

= (1] P1).

1/12 1/12 —1/4

1
On en déduit que | P € GL3(K) | et|P71=]1/3 —-2/3 0 [=4|4 -8 0
3

1/4 1/4 1/4 3 3

3. AP est une matrice 3 X 3 dont les colonnes sont respectivement AX1, AX>, AX3 donc d’aprés la
question 1., M1 X1, AoXo, \3X3. On peut donc interpréter la matrice AP comme la matrice PD ot

A0 0 -2 0 0
D=0 X 0]=]0 10
0 0 A3 0 0 2

. e Montrons par récurrence sur k que pour tout k € N, Ak = ppkp-1,
4 p que p

— A" =13 et PD'P~! = PI3P~! = I3 donc A° = PDP~! et la propriété est initialisée.
— Soit k € N tel que A¥ = PD*P~1. D’aprés la question précédente, on a AP = PD donc,
puisque P € GL3(R), A= PDP~!. Ainsi,

ARt = AP A = (PD*P7Y)(PDP™') = PD*(P~'P)DP~! = PDF 1P,

ce qui montre que la propriété est héréditaire.

Le théoréme de récurrence permet de conclure que | pour tout k € N, A¥ = PDFP~1|.
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(-2 0 0 2(—=2)F 1 2kl
e Soit k€ N. On a D* = 0 1 0| donc|PDF=| (=2)F —1 2F || et
0 0 2F —3(-2)F 0 2k

ok (2(—1)’f + 6) 44 2k (2(—1)’f + 6) —8 3x 2kt ((—1)k+1 + 1)
Ak = % 2 ((-0F+3) =4 F((—)F+3) 48 3x2F((-)H41)
3x 2k ()M 41) 3x 28 ((~1)141)  3x 28 (3(-1)F+1)

Puisque (—1)F1 4+ 1, (=1)* +3, (=1)F + 1 et 3(~1)¥ + 1 sont des entiers pairs, on a

28 ((-1)%+3) +2 2 ((—1F+3) =4 3x 2k (DR 41)
Ak = % PL((—DF3) —2 2RL((—)F43) 44 3x 25 ((—1)kH 4 1)
3 201 ((—1)RH 1) 3wkt ((—1)P 1) 8 x 25 (3(-1)k 1)

(Formule vérifiée pour k =0 et k=1).

Exercice 35. Matrice symétrique de trace nulle.
1. Soit M € M, (K) telle que MT = M + Tr(M)I,,. Montrer que M est symétrique et de trace nulle.

2. La réciproque est-elle vraie ¢

3. Icin = 3. Montrer que les matrices de ’ensemble {M c M(K) | MT = M + Tr(M)Ig} s’écrivent
comme combinaison linéaire de 5 matrices a déterminer.
Correction.
1. Ona MT = M + Tr(M)I,,. En transposant cette égalité, on obtient :
M = MT +Tr(M)I,.

On obtient le petit systeme
MT = M+Tr(M)I,
M = MT+Te(M)I,

Effectuons L1 — Ly. On obtient MT — M = M — M7T, d’ou MT = M. Ainsi ’ est symetmque
Et en reportant cette information dans [’égalité initiale, on trouve Tr(M)I, Mn(K), donc
Te(M)=0|

2 [Oui!]

Soit M € My, (K) symétrique et de trace nulle, alors on a : M™T = M et Tr(M) = 0, d’ou l’égalité
MT = M + Tr(M)I,

3. D’aprés les deux questions précédentes, l’ensemble {M e #MK) | MT = M + Tr(M')Ig} est
exactement ’ensemble des matrices symétriques de trace nulle.
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Une matrice M carrée de taille 3 symétrique et de trace nulle est de la forme :

a b c
b d e avec a+d+ f=0.
c e f
donc de la forme
a b
d , avec a,b,c,d, e € K.
e —a—d
Ainsi M s’écrit
1 0 O 010 0 0 1 00 O 0 00
al0 0 0| + b1 0Ol +¢|0 O Of +d|0 1 O| +e|0 O 1],
0 0 —1 0 00 1 00 0 0 —1 0 10

avec a,b,c,d,e € K.
Ainst, les matrices de l’ensemble {]W c M(K) | MT = M + Tr(]VI)Ig} s’écrivent comme combi-

naison linéaire des matrices

1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 0

0 0 O 1 0 0 0 0 0 01 0 0 0 1

0 0 -1 0 0 O 1 0 0 0 0 -1 01 0
—_—— —_——

E11—E33 E12+E21 E13+E31 E22—FE33 Ea3+FE32

Exercice 36. Inversibilité pour les matrices carrées de taille 2. Soit A = (ch Z) € #,(C).

1. Montrer que A* — (a+ d)A + (ad — be) Iy = 0s.

2
Des calculs matriciels donne : A% = ((; :a?)cc gi?ﬁ) = (a+d)A — (ad — be)Iy. En faisant la

différence, on obtient la formule demandée.

2. Montrer que A € GLy(C) <= ad — bc # 0, et déterminer A~1 le cas échéant.

e Supposons ad — be # 0. D’aprés la formule précédente, on écrit
(ad —be)Iy = A(—A+ (a+ d)I2) = (—A+ (a+ d)I2)A.

Puisque ad — be # 0, on a A € GLa(C) et

1 1 d —c
A7l = —A L) = ——— .
ad—bc( +(a+d)h) ad — be <—b a>

o Supposons A inversible. Raisonnons par ’absurde, en supposant que ad — bc = 0.

Alors A% = (a + d)A.
En multipliant par A=Y, on obtient : A = (a + d)I5. L’égalité de leurs coefficients méne a
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a=b=c=d=0, donc A= 0y. On obtient une contradiction car 05 n’est pas inversible.
Ainsi, ab — be # 0, ce qui prouve l'implication directe.
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