PCSI 2 TD 9 - Suites (Correction) Année 2024-2025

SUITES REELLES

Exercice 1. Formule explicite. Déterminer les formules explicites des suites (un)n>0 0U (Un)n>0 définies
par les expressions suivantes.

—1 * Un
1. up =2 etVn eN, un—i-l:?ui; 3. uy =1 et V¥n € N*, un+1:un+1’
2. up=0¢etVn e N*, u, =u,_1+n; 4. up=1 et Vn € N, unﬂzgui,
Correction.
j 1
2 sin =0 ’ * -
1. \VneN, u, = sen ) 3. VrLEN,unfn,
-2 sin>0
: ~n(n+1)
2. VﬂleNy ,U/n—T- 4. V’)’LEN7 un:22n71.

Exercice 2. Limite. Déterminer les limites des suites (un)nen+ définies par les expressions suivantes.

1 & "k "kl
eyl n_g k) ; 2. unzgm; 3 up =Y —

I
k=1 k=1 =1

Correction.

1. Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], on a 1+n* < k+4+n* <n+n> La fonction inverse décroissante

sur [0,4o00], on en déduit que
1 1 1

< < ,
n+n? ~ k+n? = 1+n?
puis en sommant pour k variant entre 1 et n il vient

<up, < —5.
n+n2 = "7 1+n?

Les deux termes extrémes tendent vers 0 quand n tend vers +oo donc par théoréme d’encadre-

ment [~ 0]

2. Soit (n,x) € N* x R.
On a, pour tout k € [1, n], |kz] < kx < [kx] + 1. En affaiblissant l'inégalité stricte en une
inégalité large et en retranchant 1 de part et d’autre de cette inégalité, on obtient

kx —1 < |kz]| < kz.

En sommant ces inégalités (et en divisant le résultat par n2), on obtient

anZ(kw—l)SRQZ kx| < Z/u
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Le terme de droite vaut

n ., €z
2n?2 2n 2 7 notoo 27

1 T
Le terme de gauche vaut celui de droite —— donc tend aussi vers 5

n
D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit

X
— lkx] ——— — |
nc = n—+oo 2

—1 k n

e R

[ = oo},

— 400, donc par théoréme de minoration,

n k n—1 k'
4. On a :uy, = Z =1+ —
=1"" =1"
n—1 n—2 n—2
k1 k! k! —2)(n —2)! n—2
Et - Z =~ + Z — car 0 < Z - < (n=2)(n=2) - tend vers 0 par encadre-
—n n = nl = n! n! n(n —1)
—_———
—0

ment. Ainsi .

Exercice 3. Variations de suites. Etudier les variations de la suite (un)n>0 ou (un)n>0 définie par les
expressions sutvantes.

n 3 n! ~o 2k
— . C Uy = — —
1. u, = » (pour p € N); n= on . Un—klzll o+ 1
2. u En ! —1—1 4. Uy = 5" Ink—nlnn 3us,
n = w2 - Un = - ’ 6. >0 et = —
k=1 k n k=1 Ho e lntl =9 + 4u,,
Correction.

1. Méthode 1. Pour tout (p,n) € N, on a

Up+1 — Un = -
p p
(") " )= (" (formule de Pascal)
p p—1 p
n
> 0.

(1)

Cela montre que la suite ’ (Un)nen est croisscmte‘.
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Meéthode 2. Soit p € N. On peut également écrire :

n> nn—1)---(n—p+1)

- )

Van,< ol

ce qui écrit la suite (up)n>p comme produit de p suites croissantes positives, ce qui montre que
la suite est croissante]|.

(Un)nen est croissante d partir du rang p. Comme ug = -+ = up—1 =0,

2. Soitn € N*. On a

ntl g 1 11
==\t o ety

k=1 k=1
I U T
n+1)2 n+l1 n
1 1

T m+12 nn+l)
<0

1
car (n+1)? > n(n+1) et la fonction x — — est décroissante sur RY..
T
La suite est donc décroissante.
3. Déja, la suite (up)nen vérifie Vn € N u, > 0. Soit maintenant n € N. On a

(n+1)!
Up+1 on+1
2n
(n+1)n!
2 x 2n
n!
on
n+1
2 Y

cette quantité est > 1 dés que n > 1, donc la suite est croissante a partir du rang 1.

1 . .
Comme uy = 3 < 1=y, elle n’est pas croissante stricto sensu.

4. Soitn € N*. On a

n+1 n
Uptl — Up = (i Ink—(n+1)In(n+ 1)) — <Zlnk —n lnn>
k=1 k=1
=In(n+1)—(n+1)In(n+1) +n In(n)
(In(n) —In(n + 1))

n
0,

IN

donc la suite est décroissante.
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5. Déja, on constate que Vn € N*,u, > 0.

Soit maintenant n € N*. On a

n+1 2%

H2k+1

Unp+1 k=1

n 2]{:

Up, H
l2k+1

2n + 2 _
2n+3

donc la suite est décroissante.

6. On constate que, quel que soit x > 0, on a

3x?
> 0.
1+4x

Cela permet, par une récurrence immédiate, de montrer que Vn € N, u,, > 0.

Par ailleurs, si x > 0,

3z 3x2 — x — 422
1+4z 7 144z
_—.1'—.732
= qra U
3u2

n

= ——— —uy, <0, ce qui montre que la suite est strictement
1+ 4u,

Ainsi, pour tout n € N, up 1 — Up
décroissante.

Exercice 4. Soient (ap)nen et (bn)nen deux suites d’éléments de [0,1] telles que liIJIrl anby, = 1.
n—-—+0oo

Etudier la convergence éventuelle des suites (ap)nen €t (bp)nen-

Pour toutn e N, ona0<a, <1et0<b, <1 donc apb, <b, <1.

En passant a la limite et par théoréme d’encadrement on trouve que ,
De la méme maniére, on a .

Exercice 5. Soient (xn)nen €t (Yn)nen deuz suites réelles telles que EI_P (22 + zpyn +92) = 0.
n o0
Montrer que les suites (xn)nen €t (Yn)nen convergent vers 0.
Soit n € N. Ecrivons :

1 \? 3
‘T?L + Tnln + y,% = <17n + yn) + 7y72L — 0.

2 4
—_— =
>0 >0

3 3
Ona:0< Zy% < :1331 + TnYn + y,%, donc par théoreme d’encadrement, Zy,% — 0, puis y% — 0.

Puis, par continuité de la racine carrée, ou bien par définition de la limite, on en déduit que .
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1 2
De la méme maniére, par théoréeme d’encadrement, on a : <J,n + §yn — 0, ce qui implique que

1 1 1
Tn + SYn = 0. Or, z, = <xn+ 2yn> = 3¥n —0—0=0 donc .

Remarque. Les suites (x,,) et (yn) jouent des réles symétriques.

L k
Exercice 6. Limite d’un produit. Pour tout n € N*, on pose p, = H (1 + —2> .
n
k=1

2
Montrer que Yz €0, +oo[, = — % <In(1+z) < z. En déduire la limite de (pn)nen=-

e Méthode 1. La deuxieme inégalité est une inéqgalité de convexité vue en cours. Montrons seulement
2

T
la premiére inégalité en prouvons que la fonction h : x — In(1+ z) + 5 = x, est positive sur R .
En effet, h est dérivable sur RY de dérivée strictement positive sur R, donc h est strictement

croissante sur 'intervalle R’ . Puisque h(0) =0, on a Vo € RY, h(x) > 0, ce qui conclut.
Méthode 2. On a :

2 +2 r
-2 <(+a) <o [t—z < 1+ O <[4
0

xT xT 1 T
<:>/ (l—t)dtg/ —dtg/ 1dt.
0 o 1+1 0

Or,Vx e R, Vte [0,z], 1 -t < 1 <1 d’ou l'encadrement précédent et par équivalences on a

lencadrement souhaité.

< 1.

1
En effet, t > 0 donc T

1
De plus, puisque 1+t > 0, ona.'l—t§m<:>1—t2§1<:>t220, ce qui est vrai.

Méthode 3. « A la Taylor-Lagrange ». (plus tard)

. - k
o Etudions d’abord la suite (Inpy,) ot pour tout n € N*, Inp,, = Z In (1 + 2>.
n
k=1

k
Soit n € N*. En appliquant linégalité précédente @ x = — > 0 pour tout k € [1,n], 4l vient :
n

LR ()<
n2 2nt — n?) =~ n?

n
En sommant pour k variant entre 1 et n, et en utilisant les sommes bien connues Z k=
k=1

n(n+1)
2
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" 1)(2 1
etZkQ:n(n+ )6(n+ ),ilvz’ent:
k=1

nn+1) nn+1)2n+1) n(n+1)
_ <1 < — 2
92 12n* =Mbe =T
—1-0=1 —1
1

Par théoréeme d’encadrement, on obtient que : lim Inp, = —.
n——+o00 2

1
Par composition de limite et par continuité de l’exponentielle en > il vient :

lim p, = lim PP = lim e® =¢'/? = \Je.
n—+4o00 n—+4o00 x—1/2

Ainsi, | lim p, = el/? = Vel.

n—-+00

Exercice 7. Limite d’un produit trigonométrique. Soit a € R. Pour tout n € N, on pose
L a
P, = H cos ok
k=1
a
Calculer pour tout n € N, sin 2—nPn et en déduire la limite de (Pp)nen.

Correction. Soit n € N. En exploitant la formule sin(2z) = 2sinxz cos z, on obtient

i (57) 7= g () oo () ooon = oo

sin| — | P, = =sin | —— | cos ...C08— =--+ = —sina.

omn 2 2n71 2n71 2 on
. . a 1 . a )

On peut aussi remarquer que pour tout n € N, sin o P, = gsin{ ooy P,_1, ce qui prouve que la
a

suite (sin <2n) Pn> est géométrique de raison 3 et de premier terme sina (pour n = 0). On en

neN

déduit sa formule explicite :

1
Vn € N, sin <;> P, = on sin a.

On voudrait diviser par sin(a/2"), mais on ne commettrait pas laffront de diviser par zéro...

on om [ 4
c’est-a-dire si a vaut 0. Distinguons deux cas.

a a T
Comme — — 0, on sait que pour n assez grand, — € { 4] donc sin(a/2") ne s’annule qu’en 0,

e Sia=0 alorsVneN, P, =1 donc P, — 1.

sin(a)
27 sin (55)
sin(x) a » . sin(g%)
—— 1 et — — 0, on a, par composition de limites,
X z—0 2n on

e Sia #0 alors, pour n assez grand, sin(a/2") # 0 et P, =

Puisque

Puis
P - sin(a) . Q%a . sin(a) 1 sin(a)'
a sin (%) a a
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Sinon. Puisque @ — 0, on a l’équivalent usuel sin (a) ~ L donc 2™ sin (a) ~a et
2n 2n 2n 2n

. Par conservation de la limite par équivalents, on retrouve que P, —
a a

sina sin a

Pn, ~

Finalement,

a
n——+00 1 sta=20.

P { sin(a) g g £ 0

Exercice 8. Suite géométrique dérivée.

1. Soient g € C\ {1} et n € N*. Calculer S, = Z kq".
k=1
Soit n € N*.

Méthode 1. Calculons (1 —q)Sy. En effet, la somme demandée ressemble a la somme des termes
d’une somme géométrique pour laquelle lastuce est de multiplier par (1 — q) donc on s’en inspire
en calculant (1 — q)S,,.

n n
(1-¢q)S, = Z qu - Z qu+1
k=1 k=1
n n+1
= Z kg — (k — 1)qk changement d’indice
k=1 k=2
n+1
= " +q- (n+ 1)q”Jrl développement et simplification
k=2
n
_ Z qk o nqn+l
k=1
1—q" n41 . L. .
04— . —ng somme géométrique de raison q # 1

L q- (TL + 1)qn+1 + nqn+2
(1—q) '

Meéthode 2. Fuire le changement d’indice £ =k — 1.

n—1
Sp = Z(f + 1)¢" puis en découpant
=0
n—1 n—1
ZQZE(]€+ Zq“l
=1 £=0
n 1-— qn
SnZQ(Sn*WZ’)+q 1_q.
1— qn

Ainsi, (1 —q)S, = —ng" ™ 4 ¢ , comme précédemment.

1_
Méthode 2 bis. Trouver deux fagons d’exprimer S,i1 en fonction de Sy,.
D’une part, en découpant la somme, on a Spi1 = Sy + (n+ 1)g" .
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D’autre part, en faisant le changement d’indice k — k + 1,

n+1 n n
Spi1 = Z kq" = Z k+41)¢" ! = Z ¢+ Z k¢ ten découpant
k=0 k=0 k=0
1 o qn+1
Sny1 = qli + qSy.
—q

En rassemblant les deux égalités, il vient :
1— q’rL—i-l
1—q

donc (1-q)Sh=—(n+1)¢"" +¢

Sp+(n+1)g" T =g +qS,

1— qn+1 B nqn+2 o (TL + 1)qn+1 +q
l—q 1—gq

Meéthode 3. Utiliser une fonction. On se place d’abord dans le cas ot q € R.
On pose o : R\ {1} — R Donner une formule pour la dérivée o', et en déduire la valeur

z»—>Z:c

de Sy,.
n l.n—i—l o
Soit x € R\ {1}. On a : o(x) = Z zb = — 1 En dérivant cette égalité, de deux maniéres
T
k=0
différentes, on obtient :
n L n—1 2" — 1
d’ 1 o
une part, o' (x ka Z(k—i—l z" Zk‘x + 1
k=1 k=0 k=0
(n+ 12"z —1) — (2"t - 1)  na™tt - (n + 1)z" +1
d’autre part, o' (z) = @1 = @10 .

On en déduit que :

n—1 n+l D™ + 1 n_q — 1)t n
kak - (1(7141_)2)‘7: + _a;—l = (n )a(:m_l)Qna: e , cela pour tout x € R\ {1}.

Les propriétés des polynomes permettent d’affirmer que puisque cette formule est vraie sur l’en-
semble infini R\ {1}, elle lest également sur C\ {1}. Ainsi,

q— (n 4 1)qn+1 + nqn+2

pour q € C \ {1}7 Sﬂ - (1 _ q)2

2. Pour n € N*, on pose : p, H 9%/2" " Déterminer hm L Pn-
k=1
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n 1 k
Soitn € N*. On a : Inp, =1n2 Z k (2> . Or, d’apres la question précédente,
k=1

n k 1 +1
S k(3) = iprgm g nhl
2 (1) gn—1 " on

n . . .
car on — 0 (par croissance comparée). Ainsi,

Inp, = 2In2 = In(2%) = In4.

Par composition de limites et par continuité de l’exponentielle, il vient lir+n pn =4
n—-—+0oo

Exercice 9. Z est fermé. Quelles sont les particularités d’une suite d’entiers (relatifs) convergente ¢

Soit (up) € ZN telle que u, — £ € R (a priori).

1 1 1 2
3 > 0 donc il existe N € N tel que : ¥Yn > N,u, € [f - g,f + 3} Cet intervalle étant de longueur 3’

1 1
il contient au plus un entier. Par ailleurs, il contient l’entier uy donc {E - 3,6 + 3] ne contient qu’un

seul entier relatif.

Ainsi, Vn > N, u, = up i.e. ’(un) est stationnaire (elle est constante a partir d’un certain rang) ‘

Par passage a la limite dans [’égalité précédente, il vient : £ = uy donc £ € 7.

OU bien : up — un et u, — £. Par unicité de la limite, on a £ = uy € Z.

Ainst, | (uy) converge dans Z (sa limite est dans Z)‘ Ceci montre que l’ensemble Z contient les limites
de ses suites convergentes.

Exercice 10. N est bien fondé. Montrer que toute suite décroissante d’entiers naturels est station-
naire.

Correction. Soit (uy)nen une suite décroissante d’entiers naturels.

On considére l’ensemble E = {uy, | n € N} des valeurs de la suite.

Il s’agit d’une partie de N (par hypothése) non vide (car uio € E, par exemple), donc elle admet un
minimum m = min I.

On peut trouver N € N tel que uy = m. On va montrer ’Vn >N, up=m
est stationnaire.
Soitn > N.

, ce qui signifiera que (uy)

o L’entier u, est élément de E. Comme m est un minorant de E, on a déja u, > m.
e Par ailleurs, comme n > N et que la suite est décroissante, on en déduit u, < uy = m.

On a ainsi montré u, = m, ce qui conclut.
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Exercice 11. Discontinuités de la fonction partie entiére. Soit (u,)nen une suite convergente.
Que peut-on dire de la suite (|un|)nen ?

Correction. Notons ¢ € R la limite de (up)nen, de telle sorte que uy, —+> L.
n——+0o0o

o | Montrons que si £ & Z, alors |un,| —— |£] |
n—+400

Supposons £ & 7. Les deux inégalités de l'encadrement définissant [£] sont alors strictes :
|l <t<|l]+1.

Ces inéqgalités étant strictes, on peut trouver un rang N1 € N tel que

Vn > Ny, u, > [£].
De méme, on peut trouver un rang No € N tel que

Vn > No,up, < [£] + 1.
Si on pose N = max(Ny, N2), on a donc
VneN, || <u, < |l]+1.

En particulier, sin > N, on a [£] <u, < [£]+1, ce qui, par définition de la partie entiére, signifie
que [u,] = [£].
La suite (|un]),cn est donc stationnaire a [£], ce qui montre bien

|t ] m 14].

e En revanche, |si £ € Z, il n’y a pas de comportement défini|, comme le montrent les exemples sui-

vants.
x ona2 " ——0,et|27"] ——0;
n—-+4oo n—-+oo

x ona—2"" ——0, et |-27"] —— —1;
n——+o0o n—-+00

diverge (car les valeurs de la suite valent alternati-

*x ona(—2)7" o O €t ([=2)7"]) en

vement 0 et —1).
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Exercice 12. Q est dense dans R, version séquentielle. Soit x € R.

1. Montrer qu’il existe une suite de rationnels qui converge vers x.

10™x
Pour tout n € N, notons |z, = L Ton | . Par définition de la partie entiére, on a
1 1
xn§x<xn+r'n donc OSx—xn<ﬁ.

1
Or, Ton — 0 donc par théoréme d’encadrement, (v — xy,) tend vers 0, donc

De plus, il est clair que (zn)nen € DY done en particulier, | (x,) € QY |. On a donc exhibé une suite
de rationnels qui converge vers x.

(z,) tend vers x |.

2. Montrer qu’il existe une suite croissante de rationnels qui converge vers x.

Reprenons la suite (zy)nen définie précédemment. Montrons que ’ () est croissante|. Remarquons

que, pour tout n € N :
Ty < Tp4l < 10 LlO”xJ < \‘1071*“34 :

Soit n € N. Par définition de [10"x|, on a : [10"x| < 10"z donc en multipliant par 10 :

10 [10™z| < 10" g,

Mayis {10"“4 est le plus grand entier relatif d étre inférieur ¢ 10"z donc

10[10"z] < {IO"HmJ , PUuis Ty < Tpa.

3. Montrer qu’il existe une suite décroissante de rationnels qui converge vers x.

L . 1 10"z + 1 N )
Définissons la suite (Yn)nen par|yn = Tpn + o= 10n | Ona:|(y,) € Q" |et HEIEOO Yn =

. 1 ,
ngrfoo (ajn+ 10n> =x+0=uxie .

Il reste a montrer que (y,) est décroissante. Soit n € N. On a :

[10"z) +1 (10" Tz | + 1
T
Par définition de |10"z], on a : 10"x < |10"x| + 1, puis en multipliant par 10, il vient :

Yn > Ynt1 <= = 10[10"z| + 10 > pon“xJ F1 (%)

10"y < 10 [10"z] 4+ 10.

Or, 10 |10"z| +10 € Z et {10"“4 +1 est le plus petit entier relatif a étre strictement supérieur d
10" 2 done {10”“3@ +1 <10 [10"z] 4+ 10. D’aprés léquivalence (x), on a donc yn > Ynt1, ceci

étant vrai pour tout n € N, donc ’ (yn) est décroissante ‘

Remarque : ’((az’n), (yn)) est un couple de suites adjacentes|, car (xn)nen est croissante, (Yn)neN
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est décroissante et (xy, — yn) — 0.

4. Montrer qu’il existe une suite croissante d’irrationnels qui converge vers x.

{10”(1’ - @J

Notons pour tout n € N, 1, = V2 +
~~ 10™

—_— ——
ER\Q 0

iy —— V2 4+ (z —V2) =z, et (in)nen est croissante.
n—-+oo

V2

2
Sinon (sans imposer la croissance, z, = Ty + o Zn = Ty + 107 tendent également vers x et sont

. Alors, pour tout n € N, i,, € R\ Q,

des suites d’irrationnels.

Exercice 13. Caractérisation séquentielle des bornes supérieure et inférieure.
Soit A une partie de R non vide et bornée. Montrer les équivalences suivantes.

s est un majorant de A o i est un minorant de A
1. s=supA = J(an) € AN | lim a, =s. 2 i=infd < J(an) € AN | lim a, =i.
n—+oo n—+oo
Correction.

1. A une partie non vide et majorée de R donc sup A ewiste.

e Supposons que s = sup A. s est donc le plus petit des majorants de A donc en particulier s
est un majorant de A.

1
Vn € N,—— > 0 donc s — n’est pas un majorant de A donc il existe a,, € A tel que

n+1 n+1
s — < a, <s. On a donc construit une suite (a,) € AN telle que Vn € N, s — <
n+1 n+1
anp < s. lim (5 — > = s donc par théoréme d’encadrement, lim a, = s.
n——4o00 n+ 1 n——+o00
o Supposons que s soit un majorant de A et qu’il existe (a,) € AN telle que lim a, = s.

n—-400
Vn € N,a, € A donc a, <sup A. Par passage a la limite, on trouve que s < sup A.

s est un majorant de A et sup A est le plus petit donc sup A < s.

Finalement, par antisymétrie, on conclut que|s = sup A |.

2. Dans la méme veine.
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Exercice 14. Comparaison logarithmique. Soient (u,)nen €t (Vn)nen deuzx suites de réels strictement

positifs, telles que
Vn € N Un+1 < Un+1

Un, Un

1. On suppose que (Vp)nen converge vers 0. Montrer que (un)nen converge aussi vers 0.

2. On suppose que (up)nen tend vers +00. Quelle est la nature de (vp)pen ¢

Correction. Pour les deuzx questions, la clé est donnée par la formule suivante, qu’on prouve par récur-

rence sur n : u "
VneN, =<2,
up Vo
Preuve 1. La formule est en effet vraie au rang 0, et si elle est vraie au rang n, en utilisant [’hypothése,

on déduit
Un+1 o Un+1 v ﬁ < Un+41 % Ul o Un+1

uo B Un, uy  Up Vo Vo
Preuve 2. La condition donnée par l’énoncé entraine que la suite (u,/vy,) est décroissante.
. U P
1. Si (vy) converge vers 0, alors on a 0 < u, < vnv— et donc par le théoréme des gendarmes, (uy)
converge vers 0. !

. Vo
2. Si (uy) tend vers +00, alors on a 1—11% < v, et donc (vy,) tend vers +oo.
L0

Exercice 15. Cas particulier du critére de d’Alembert.

. . ; - Un+1 , . .
Soit (un)nen une suite de réels non nuls vérifiant "*L 0. Déterminer la limite de (Un)nen-
Un

Correction. Puisque |up41/un| — 0 < 1/2, il existe un rang N € N au deld duquel :

Vn >N, |up+1/un| <1/2

c’est-a-dire )
Unp,
Vn > N, |Un+1|§ 9
On a alors par récurrence immeédiate :
|un]|

VTL 2 Nv |un‘ é 2”,]\[7

UN P
| — | — 0, donc par théoréme d’encadrement .
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Exercice 16. Critére de d’Alembert. Soit (uy)nen une suite de réels strictement positifs telle que

Un+1
e N
Up n—-+4oo

1. Montrer que si £ < 1 alors u, — 0.
n—-+00

2. Montrer que si £ > 1 alors u, ——— +00.
n—-+00

3. Observer que dans le cas £ =1 on ne peut rien conclure.

Correction.

(41
1. Preuve 1. Soit p = % de sorte que £ < p < 1.

Un+1 . . \
Comme —L 1, il existe un rang N au dela duquel
Up,
U
n+1 < p.
Un,
On a alors

Up Un—1 UN+1 _
noon atibs uy < p" Nuy ——— 0.

Yn>N, 0<u,= .
Un—1 Un—2 un n—r+o00

Un+1 . L . . .
e -—+—+ ¢ < 1 donc la suite (uy,) est décroissante a partir d’un certain rang,
Uy — N—>+00

et minorée (par 0), donc convergente vers un réel x > 0.

Preuve 2. On a

. Un+1 .. ..
Six # 0, alors R P contradiction, donc x = 0. Ainsi, |u, — 0|.
Up M+ n—-+00

Un 1

2. Preuve 1. Comme dans le cas précédent, sauf que Vn > N, >petvVn> N, u, > p"iNuN —

n

400, donc | u, — +o0|.
n—-4o0o

Preuve 2. Comme dans le cas précédent, sauf que (uy) est croissante a partir d’un certain rang,
donc tend vers x € RU {+oo}. Si z € R, comme Vn € N, w, > ug, on a en passant a la limite,

. — ., Un+1 ..
x> ug > 0 donc x € R,. Mais alors, par opérations, on aurait "l s 1 : contradiction. Donc
Uy,
T =400 i.e |u, — +00|.
n—-+oo
. L U 1 o upaq 1
Preuve 3. On utilise le cas précédent. On a —— — -~ < 1 i.e. [tin+ — — < 1, avec
Up41 14 1/uy, l
1 . ) . . . . 1
— une suite de réels strictement positifs. D’aprés le premier cas, — —— 07 donc
Un /) neN Uy N—+00
Uy, — 00 |.
n—+00

3. ’un =n, u, =1 et u, = l/n‘ sont des exemples prouvant qu’on ne peut rien dire.
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Exercice 17. Une forme vraiment indéterminée. Soit ¢ € R.U{+o00}. Construire deux suites (up)nen

et (vn)nen tendant vers 1 et 400, respectivement, telles que u," T) L.
n o

Correction. Déja, on a u," = exp(vy, Inu,). Comme v, ——— +0o0 et Inu, —— 0 (par continuité
n——+o0o n—-+oo

de In en 1), on se retrouve avec la forme indéterminée « 0 X +oo » d lintérieur de ’exponentielle, et
on va pouvoir construire pour cette forme indéterminée différents exemples convergeant vers —oo, wvers
un nombre réel ou vers 4o0.

Pour plus de commodité, on va construire des suites (up)pnen+ €t (Un)nen+ définies uniquement sur
N*. Si l'on tient absolument a donner des exemples définis sur N, comme dans l’énoncé, il sera toujours
possible de considérer nos suites, mais décalées, c’est-a-dire (Un11)nen €t (Un41)neN-

Distinguons trois cas.

1. Si =0, posons (up)nen+ = (6_1/") et (Un)nen+ = (n2>n€N*. On a

neN*

1
Up N U, = n? x (— = -—n—— —09,
n n—+00

donc

uy = exp (v Inu,) — 0.
n——+00

. * L= lnﬁ/n) _ ( l/n) . = .
2. Sil e R, posons (up)nen (e en l en et (Un)nen (n)pen+- On a

un = —— /.
n—-+o0o

3. Sil =400, posons (Up)nen+ = (el/")neN* et (Un)nen+ = (n2>neN*' On a

1
v, Inu, = nx-=np— 400,
n n—-+oo

donc

uyt = exp (vy, Inuy,) m 4-00.

Exercice 18. Convergence presque monotone. Soit (a,)nen une suite bornée telle que
1
Vn eN, apt1 > ap — on

Montrer que (an)nen converge.

1
Correction. Le point clef est de voir on = Sn41 — Sp ot

n—1
1 1-1/2n 1
R = LI
kT 1-1/2 2n
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1
Grace a l'inégalité an+1 > ap — o on obtient
VneN, api1 + SnJrl > ap + Sp,

ce qui prouve que la suite (Sy, + an)n est donc croissante.

De plus, par opérations, (Sy) converge donc est bornée, et par hypothése, (a,) est bornée, donc la suite
somme (Sp+an)n est bornée. En particulier, (S, +ay)n est croissante et majorée, donc converge, d’aprés
le théoréme de la limite monotone.

La suite (ay) est alors la différence de deux suites convergentes, donc converge.

SUITES COMPLEXES

1
Exercice 19. Soit (z,) € CN telle que pour tout n € N, Zni1 = g(zn + 2z,).

Montrer que (zp)nen converge et exprimer sa limite en fonction de zg.

Introduisons pour tout n € N, x,, = Re(z,) et y, = Im(z,). On a, par unicité de l’écriture algébrique de

(Zn+41
N = Yn
VneN, zpy1 =2, et Ypr1 = -5

1 1
Ainsi, (x,) est constante égale a xqo et (y,) est géométrique de raison —3 et ‘3’ < 1 donc tend vers 0

d’ot ’ (zn) converge vers Re(zp) ‘

Zn + |Zn|

Exercice 20. Etudier la suite compleze (zn)nen donnée par pour tout n € N, z,41 = >

Correction. Premiére résolution.

o Sizy € RY alors z1 = zg donc (2p)nen est constante égale a zy donc ’ (zn)nen converge vers z ‘

o Sizp € R_ alors z1 = 0 puis donc (zn)nen+ est nulle donc ’ (zn)nen+ converge vers 0 ‘

o Supposons maintenant que zy € C\ R. En particulier, zo # 0 donc zy a une écriture exponentielle
et on peut écrire zo = pe’ avec p > 0 et § €] — 7, w[\{0}. On a alors :

1 60 0 .
z1=p +2€ :pcosﬁelem7
|z1] = ol - = A
z1—,06082 —pCOSQ, car2 5 5|
22:PCOS§+T€:pcosﬁcoszezg/‘l,...

On conjecture, et on montre par récurrence (laissée au lecteur), que :

n
y n 9
Vn € N*,  z, = pe'?/? H c08 o (également valable pour n = 0)
k=1
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Orvn e N, €?" = cos(0/2") + isin(6/2") et par continuité de cos et sin en 0, on en déduit que
(e"2") converge vers 1+1ix 0 = 1.
Soit n € N. Calculons le produit

- 0
Dp = H €oS o
k=1

sin(2a
par exploitations successives de la formule Va € R, cosasina = (2 ) .
Premiére méthode. On obtient que :
) 1. 6 1 .40 sin 6
Slnypn:pn_lislnzni_l:...:FSID§P1:27H7

ou bien sans itérer, on remarque que la premiére égalité assure que la suite (sin 2—npn)n€N est

1 1 0 1
géomélrique de raison -, donc Vn € N, sin —pp, = on sin —5po = .- sin 0.

2 2 2n
Or, —m <0 <7 et2" >0 donc

—Tr 0 T
7T < —< —< =<7

2n 2n - 2n
donc sin % =0 <= % =0<«<= 0 =0, ce qui est exclu dans ce cas vu que zy & R. Ainsi,
pour tout n € N, sin ;in #0 et
sin @

on sin 0 sin 0

Pn = — ~ ~
sin 2% 2”2% 0

6
Deuxiéme méthode. Comme précédemment, on remarque que Vk € N*, sin ok # 0, et on utilise

la formule de duplication du sinus pour écrire :

. 0 . . .
et g [ Lt Lind L
v P San 0 on 0 T om0 ono 0
iy 2singp 270 S sinop 2% sin 57 2" sin g5
car le produit est télescopique.
sin 6

Par opérations sur les limites, on conclut que | (z,) converge et que sa limite est pT .

la suite complexe (z,) converge, vers une limite réelle positive

Conclusion, on constate que, dans tous les cas,

(dont la valeur dépend du premier terme).
Deuxiéme résolution. En notant pour tout n € N, z, = Re(zy,) et y, = Im(zy), on a :

1
e VneN, ypy1 = %, donc (yn) est géométrique de raison 3 et donc ’ (yn) converge vers 0|.
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o Par IT, on a Vn € N, |z,41] < M

Comme de plus, elle est minorée, (|z,|) converge, disons vers r € R;.

< |zn|, donc la suite réelle (|zn|)nen est décroissante.

e Vn €N, 22 = |z,> — 42 — 12 donc par continuité de \/-, on a |x,| — 7, mais attention on ne
peut pas en déduire que (x,) converge (pensez par exemple a (—1)" qui converge en module mais
Ty + |Zn‘

n'a pas de limite sans). Vn € N, x,41 = 5

et |zn| > x, done Vn € N, zpy1 > xy, ce qui

prouve que (x,) est croissante.
De plus, pour tout n € N, z, < |z,|, et (|zn|) est majorée (vu qu’elle converge) donc (xy) est

magjorée. D’apreés le théoréeme de la limite monotone, ’(mn) converge vers un réel

Mieux : on a Vz € C, |Re(z)| < z donc —Re(z) < |z| donc ¥n € N, z,41 = n + |2

(Tn)nen= est positive. Puisque |xn| — 1, on a donc aussi|x, — 1.

>0, dou

o Ainsi, la suite complexe ’ (zn) converge vers un réel|, mais on ne connait pas sa valeur avec cette

méthode.
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RELATIONS DE COMPARAISON

Exercice 21. Recherche d’équivalent. Déterminer un équivalent simple des suites suivantes.

1 ~ n—1In(n) +4/n‘ 5w, = (1 B l>n 10. w, = et/ — /(1)

LUy = g

e n 1

11. u, = arctan | — |.
n

1 1
= = 6. =4/14+ ——1.
2. U, = arccos (n) Zn + m(n+1) .
12. u, = pour p € N fixé.
7. up, = ch (v/n). p
(n+ 41n(n))’ o
= g 1) (—1)n 13 2
— C Uy = .
(@n+n+1) 8 up=/1+ —1. "~ \ 5n+ 305
vn+2
3\" 1
4. up = 1+ﬁ . 9. v, =Vn+2— o+l 14. u, =1In ( cos ~)
Correction.
1. Soit N (resp. D) le numérateur (resp. dénominateur) de u,. N ~ n et D ~ e donc |u, ~ E ,
efL
d’ou| lim wu, =0]|.
n——+00
2. = 5 0etli sz == d ition, li =220 don T
- et lim arccosz = o donc par composition, lim u, = 0t | Un ~ .
t , 1
3. n+4ln(n) ~ n donc N ~ n3. 2n2 + n+1 ~ 2n% donc D ~ 2°0'2 puis |u, ~ 26,9 | d’ot
n

lim u, =0/
n—-+0o

3
3\ " nln (1 + ) 3 3
4. Pourtoutn € N*, u, = <1 + ) =e n/ . Etpuisque — — 0, il s’ensuit que In (1 + ) ~
n n n

3 3 3
— puis nln (1 + ) ~ 3. On en déduit donc que nln <1 + > — 3 et ainsi (par continuité de

la fonction exponentielle en 3), u, — e3 # 0. Par conséquent, .

1 1\" 1 1
Pour toutn >2,1—— >0 et u, = (1 — ) — enin(1-3) Cependant, In (1 — ) ~ —— (car
n n n

O

n

1 1 1
— — 0). Donc nln (1 — ) ~ —1. En particulier, nln <1 — ) — —1 et par continuité de la
n n n

1

fonction exp en -1, on en déduit que u, — e *. Puisque e ' # 0, on en déduit que |u, ~ — |.
e

1
6. Comme ——  — 0, il s’ensuit que

In(n+1)

1 1
tn =\ [l s -

In(n+1) - 2In(n+1)°
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1 o1 In(1+ 2 In(1+ 2+
De plus, on sait que In(n +1) ~ In(n) (car nf:(j{) e Tnélg T -1 ninot))

1
.D’ou| lim z,=0|

1+0=1) et donc ZnNan(n) Jm

7. Pour tout n € N,
e\/ﬁ — 67\/5 - e\/ﬁ

u, = ch (v/n) = (1 — e‘zﬁ) .

2 2
Jn
Orl—e2Vn 1, donc|u, ~ £ . Dou| lim wu, =400/
2 n——+o0o

Sinon : e~ V™ = o(e¥™) donc ch(v/n) ~

(=1)"
vn+ 2

lim u, =0/
n—-+oo

(=D"
2y/n

8. Pui 0 1+ (=" 1 (1" (=1)" d Do
. ulsque , 0N a Up = — ~ ~ onc | Uy ~~ . ou
1 " Jn+2 2/n+2  2yn "

9. Pour tout n € N,

2 1
oy =TVt T Vet ) =TS —— 1),
n+1 n+1

1 1 1 1
-1~ ULS Uy ~ . Or, ~
n+1 o+ 1) T T o U et

_l’_
ONC| Uy ~ . vec a quantite conjuguee, on aurailt eqgatement eu que 1m v mais
\/ﬁ; n 2\/ﬁ q ] s q n n Y

I’équivalent est plus précis.

1
De plus, puisque T —0,0na:/1+
n

10. Pour tout n € N¥,
w,, = el/m — /(1) — l/n (1 - e%ﬂ,%) .

1 . .
— — — 0, il s’ensuit que
n

1
De pl )
e plus, puisque 1

1 1 Ainsi . 1 1
. Ainsi, puisque ~—,0na:
pusa +1 n

1
Cependant, tout n € N*, = — =
epenaant, pour tout n n e 1 n(n+ 1)

1 1 1
—— ~ —. De plus, et/m 1, et donc e/" ~ 1. La regle sur les produits d’équivalents permet
n n+l n
1
de conclure que :|wp ~ —5 |.
n

n n

1 L 1 1
11. On a — — 0, donc, par équivalent usuel, |u, = arctan | — ) ~ —|.
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)| ) -1 ) — 1 p P
12. Pourn >p, on a : ") = ' " ':WX(’I’L )X'(ﬂ p+)~n7'd0nc unwﬂj,
p) p(n—p) p! p! p!
27L5 ! 2\" 1 " fnln(l+i) ) )
13. up = <5n+3n5> = (3> — 5 = ( ) e sn®) . Or, —nln <1 + 3n4> ~ 3,8 —
1+ 32

0. Ainsi, (par composition de limite et par continuité de l’exponentielle en 0), lim e

N L 2 n 2 n
e’ =1 donce "hl(Hsn‘*) ~ 1. En multipliant par (3) , il vient ;| Uy ~ () .D’ou| lim wu, =0|

—nln (1+
n—-+400

3

n—-+oo

1 1
14. — — 0 donc par continuité du cos en 0, cos <> — 1.
n n

1
Inu ~1 u—1 donc u, ~ cos <
n

—letetcoser—1 ~y —— donc|u, ~ ——=|. D’ou| lim wu, =0/
2

x2 1

2n? n—+o0

Exercice 22. Un équivalent peut servir a cela. On suppose que (nu,)nen admet une limite.
Montrer que la suite (nunt1)nen admet la méme limite.

Correction. Supposons que nu,, — L avec L € RU {400} U{—o0}.

Alorsn ~n -+ 1.

Multiplions par up+1, d’ot nugy1 ~ (n+ 1)ugyq.
Par hypothése, on a nu, — L, donc par décalage, on a (n+ 1)upy1 — L.

Par conservation de la limite dans les équivalents, on a |nu,+1 — L|.

Exercice 23. Recherche d’équivalent pour une suite implicite. Soit (u,)nen une suite décroissante

de limite 0 telle que (up41 + up) ~ —. Pour tout n € N, on note a, = n (upt1 + Up) -
n

Montrer que pour tout entier n > 2, a, < 2nu, <

n 7/ . Ve .
1an_1. En déduire un équivalent de u,,.

Correction. Soit n > 2. (up)nen est décroissante donc upt1 < up < up—1 puis en ajoutant u, et en

multipliant par n > 0, il vient :

n

ap < 2nUp < n(un + unfl) = —0an-1.

Par hypothese, on a a, — 1, donc a,—1 — 1 et

n —

n—1

n n
— 1 donc par produit ——a,_1 — 1.
1 n—1

La suite (2nu,) est encadrée par deur suites qui tendent vers 1, donc par théoréme d’encadrement, on a

2nu, — 1 d’ou 2nu, ~ 1 ou encore

[ n

1

on |
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Exercice 24. Négligeabilité. Classer les suites, dont les termes générauz sont les suivants, par ordre de
négligeabilité.

n
1. n, n%, nlnn, Vnlnn, —, —.
Inn’ Inn

1 1 1 1
9 nn Inn

1 1
n n2’ n’ n?2’ lnn’ nlan’

Correction.

1. Voici le classement :

2

n n 2
— << n<<nlnn << — << n

Vnlnn << )
Inn Inn

ot il faut comprendre que :

, PaT CTOISSANCES COMPATEES.

oy 2 _ (M
\/ﬁlnn—o(lnn), en effet, on a (Inn) O(\/ﬁ)
. %zo(n) ; en effet, on an =o(1).
nn

e n=o(nlnn); en effet, on a 1 =o(lnn).
n? n?

e nlnn = 0(1—) ; en effet, on a (Inn)? = o(—), par croissances comparées.
nn n

n?

1
= o(n2) ;en effet, on a on o(1).

2. Voici le classement :

1 Inn 1 1 Inn 1
72<<72 <<= << — << —,
n n nlnn n n Inn

ot il faut comprendre que :

1 Inn
— =o(—=); en effet, 1 = o(l .
o o( - ) ; en effet, o(Inn)
Inn 1
% = o(m) ; en effet, (Inn)? = o(n).

1 ) = 0(%) ; en effet, (ﬁ) =o(1)

nlnn
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SUITES ADJACENTES

Exercice 25. Suites simultanément récurrentes. On définit deuz suites (an)nen €t (bp)nen par by >

ag > 0 et pour tout n € N, apy1 = Vapby, et bpy1 =

an + by,
5

1. Montrer que les deuz suites (ap)nen €t (bn)nen sont bien définies.

2. Montrer que pour tout n € N, b, > a,. Indication : on pourra utiliser une preuve directe.

3. Etudier la monotonie des suites (an)nen et (bn)nen-

1
4. (a) En remarquant que pour tout n € N, b1 — apt1 < 3 (bn, — ay), montrer que (a,) et (by) sont

adjacentes et en déduire que (a,) et (by) sont convergentes et convergent vers le méme réel.

(b) En utilisant simplement la monotonie des suites (ap)nen €t (bn)nen, retrouver le résultat de

convergence précédent.

Correction.

1.

2.

On montre par récurrence sur n € N que Vn € N, b, > 0 et a,, > 0.

1
Pour tout n € N*, on écrit : b, — a, = 5(\/bn,1 — ,/an,1)2 >0 donc Vn € N*, b, > a,. Comme

c’est encore vrai pour n = 0 par hypothése, on a bien montré la propriété voulue.

Soitn €N. On a :

(b)

Qp — bn

bpi1 — by = < 0 donc | (by) décroit|.

a b
an >0 donc a, #0, et ntl _ [0 > 1 (car b, > a, et /- est croissante).

n a n

Comme a, > 0, on en déduit que any1 > ap, donc|(ay) croit|.

. 1
Soitn € N. On a : byy1—ant1 = =(vV/b \/an (\/bnf\/an)(\/anm/an) < i(bnfan).
1 n 1 n
En itérant : Vn e N, 0 < b, —a, < (2> (bo —ap). Or, <2> — 0 donc, par encadrement de
limites : lim (b, —ay,) = 0. Ainsi, ((an), (bn)) est un couple de suites adjacentes. D’aprés le

n——+00
cours, elles sont convergentes et convergent vers la méme limite.

On a :

VneN, ag < ap < b, < b

donc (ay) est croissante est majorée par by donc (an) CV.

De méme, (by,) est décroissante et minorée par ag donc (b,) CV. Notons a et b les limites
respectives des suites (ay) et (by).

(ant1) est extraite de (a,) donc elles convergent vers la méme limite a. Idem pour (bp41).

b b
On a donc : a = Vab et b = a; b= a;L implique que a =0 ((ay) et (by) ont méme

limite).
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Exercice 26. Théoréme des segments emboités. Démontrer le théoréme suivant.
Si ([an, bn])nen est une suite décroissante (au sens de l'inclusion) de segments non vides dont les longueurs
tendent vers 0, alors l'ensemble ﬂ [an, by] est un singleton.

neN
293519000 35102 135 (0) 39 rsw( D) 29352 29) 9u5p oot prsoq 1O

Par hypothése, la suite ([an, bp])nen est décroissante donc :
Vn € N7 [a’IL+17 bn+1] - [am bn]~

o En particulier, an41 € [an, by donc (a,) est croissante.

o En particulier, byy1 € [an, by donc (by) est décroissante.

e b, —an, — 0 par hypothese.

Ainsi, les suites (ay) et (by) sont adjacentes. Notons £ leur limite commune. Comme (ay,) est croissante
et (by) est décroissante, on a, d’aprés le cours :

vneN, a, <l <b,.
Le réel  appartient a tous les segments [ay,by|, donc il appartient a leur intersection. On a donc l'in-

clusion :
{6} € () [an, bn)-
neN

Soit x € ﬂ [an, by]. Alors : ¥n € Nya, < x < by,. En passant d la limite, on obtient que { < x < [ i.e.
neN

x =L ou encore x € {{}. Ainsi, ﬂ [an, by] C {l} puis on a ’égalité : ﬂ [an, bn] = {¢} |
neN neN
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Exercice 27. Suites adjacentes et notion de série, irrationalité du réel e.
n

Pour tout n € N, on pose u,, = Z — et pour tout n € N*, on pose v, = Uy + —.
= k! nn!

1. Montrer que ((tn)nen+, (Vn)nen+) est un couple de suites adjacentes.

2. En notant e la limite commune de (uy)nen+ et (Un)nen=, justifier que pour tout n € N*, u, < e < vy,.

3. On suppose que e € Q. Puisque e > uy = 1, il existe donc (p,q) € (N*)? tel que e = P
q

En remarquant que uq < e < vy, obtenir une contradiction puis conclure.

Correction.
1
1. e Ona:VneN, upy1 —uy = CES > 0 donc (uy) est (strictement) croissante.
n !

1 1 1 -1

e Ona:VneN, v,i1 —v, = —— == <0

T T T e Dk 1) ol n(nt D(n+ 1)
donc (vy,) est (strictement) décroissante.
e Onawv, —u,=——0.
nn!
Ainsi, | ((Un)nen+, (Un)nen+) est un couple de suites adjacentes‘.

2. D’aprés le théoréme des suites adjacentes, on sait que (Up)nen+ €t (Vp)nen+ convergent vers une
limite commune e € R, et
Vne N, wu, <e<u,. (%)

Reste a montrer qu’il ne peut pas y avoir égalité, en utilisant la stricte monotonie des suites.
Raisonnons par labsurde, en supposant qu’il existe ng € N* tel que u,, = e. Comme (uy) est
strictement croissante, on a ¥n > ng, un, > Un, = e, ce qui contredit (x). Ainsi, Vn € N*, u, <e.

On montre de la méme fagon que Vn € N*, v, < e. On a donc ’Vn eN*, wu,<e<w,

3. En application le résultat de la question 2. a ¢ € N*, on obtient : uy < e < vq, ce qui se ré-écrit,
en remplacant par leurs valeurs :
P 1
Ug < — < Ug+ —.
g T g
En multipliant par ¢! € N*, on a :

1
qlug < plg— 1! < qlug+ - < qlug+1 car ¢ € N*.
q

1 1 1
Posons N = qlug. Alors N € N (il suffit d’écrire : N = ¢! (1-1— T + a0 +--+ ') =q' +q'+
! ! q'

<+-+q+1) et on vient de voir que

N <plg—1)!'<N+1.
N
€
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Ainsi, p(q—1)! est un entier strictement compris entre deux entiers consécutifs, ce qui est absurde.

Donc .

SUITES EXTRAITES

no(_1)k
Exercice 28. Suite harmonique alternée. Pour tout n € N*, on pose u, = Z ( k) .
k=1
Montrer que (up)nen converge.
29351900 {hy Sstoe [@H(;Jﬂ\g\v) AR) 1;:/9“<Hgﬂ\i> 293552 29) 91p totistost wrnsog 1O
(_1)2n+2 (_1)2n+1 1 1 -1 / )
* U2p42—U2p = = — = < 0 donc (ugy)yn est décroissante.
ke 2 | 2nt1l  2m+2 2n4l ntD)@n+2) (t20)
(_1)2n+3 (_1)27l+2 1 1 1
o U —u = = — = > 0 donc
s e m+3 | on+2 13 Ttz (ni2)2n+3) -
(u2n+1)n est croissante.
(71)2714—1 1
. — = = — — 0.
U2n+1 — U2n on 1 1

Ainsi, les suites (uay) et (ugnt1) sont adjacentes et convergent vers la méme limite.
D’aprés la premiére question, la suite (u,) est donc convergente.

Exercice 29. Périodicité et convergence. Montrer que toute suite périodique non constante di-
verge.

Correction. Soit (uy)nen une suite périodique non constante. Soit T' € N* tel que Vn € N, w17 = up,.
Comme la suite (up)nen est non constante, on peut trouver deux indices ng et ny tels que Uy, 7# Unp, -
Par une récurrence immeédiate, on montre alors que

Vk €N,  (UngtkT = Uny €t Upy+kT = Un,) -
On définit alors les deux applications

v: N = N et p1: N = N
k — no+ kT k — ni+ KT,

qui sont clairement des extractrices. D’aprés ce qui précede, les sous-suites (ugpo(n)) . et (u@l(n)> .
ne ne

sont toutes les deux constantes, mais prennent des valeurs différentes.
La suite (up)nen admet alors deux sous-suites qui ne convergent pas vers la méme limite. Par contraposée

d’un résultat de cours, on en déduit que ’ (Un)neN diverge‘.

T
Exercice 30. Pour tout n € N*, on définit u,, = sin <§n> . La suite (upn)nen+ est-elle convergente ?

(s095) 9B 29525080 51954 estoiiomtins 29k T9shuId wrusoq O
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Correction. Pour tout n € N*, ug, = sin <§6n> = sin(2n7) = 0 et ugp+1 = sin (2n7r+ g) =

3 3
sin (g) = \2[ Donc et | ugnt1 — \2[ . On a donc deux suites extraites de (uy,) qui ont deux

limites distinctes. On en déduit que ’ (un) n'a pas de limite‘.

Exercice 31. On suppose que (un)nen est une suite réelle croissante telle que (ugn)nen converge.
Montrer que (up)nen converge.

Premiére méthode. La suite (uy)nen étant croissante, elle admet une limite (finie ou +00) d’aprés le
TLM. La suite (ugn)nen qui en est extraite admet la méme limite. Puisque (ugn)nen converge, il en est
de méme pour (Un)pen-

Deuxiéme méthode. (u,) est croissante donc : ¥n € N, ug, < ugpt1 < uopio. Or, par hypothése et
en tant que suite extraite, (ugy) et (ugny2) convergent vers ¢ € R. Par théoréme d’encadrement, on en
déduit que (ugny1) tend également vers €. Les suites extraites (ugy,) et (ugn41) ayant la méme limite £,

on sait par théoréme que ’ (up) converge aussi vers { ‘

Exercice 32. Soit (up)nen une suite complexe telle que (uan)nen, (Uon+1)nen €t (usn)nen convergent.
Montrer que (up)nen converge.

Correction. Supposons que us, — £, usni1 — £ et ug, — £".
(ugn) est extraite de (ugy) et de (usy,) donc elle converge vers € et £". Par unicité de la limite, " = (.

(ugnt3) est extraite de (ugny1) et de (us,) donc elle converge vers (' et £”. Par unicité de la limite,
=1,

En effet,  uen = U2(3n) = U3(2n) et Uen+3 = U3(2n+1) = U2(3n+1)+1-

Ainsi, £ =0 =10". Comme (ugn) et (uznt1) convergent vers la méme limite £, on sait par théoréme que
’ (up) converge vers ¢ ‘

1 1
Exercice 33. Suite harmonique. Pour n € N*, on pose H, =1 + 3 +--+—, ap,=H,—In(n+1)
n
et b, =H,—In(n).
1
1. Montrer que (Hp)nen+ tend vers +oo. Indication : on pourra montrer Vn € N*, Ho, — H,, > 3
- 1 "1 1
Hop — H, = >3 - =2
n " k; n—+k — 192::1 2n

1
H,.1— H, = ] >0 donc (Hy,) est croissante. Ainsi, (Hy,) a pour limite ¢ € R U {+o0}.
n

Raisonnons par l'absurde. Si (Hy) CV vers £ € R alors sa suite extraite (Ha,) CV aussi vers (.

Puis, en passant a la limite dans l'inégalité précédente, on obtient : 0 > 3 ce qui est absurde.

Ainsi, , on en déduit qu’elle n’est donc pas majorée et donc|(Hy) DV|.
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2. (a) Montrer que : Vx €] — 1, 4o0[, In(1 +z) < z.

1
(b) En déduire que : Vx €] —oo,1], z <In (1 —a:)'

2 1 1
(c) Déduire des deux inégalités précédentes que : Vn € N*, In (n i > < <In (n + ) .
n+1 n+1 n

(d) En déduire que les suites (an)nen= €t (bn)nen+ sont adjacentes. On note vy (la constante d’Euler)
leur limite commune.

Correction.

(a) On sait que Vy € R, Iny <y — 1.
Soit x €] — 1,400[. Alors 1 +x € R’ et d’aprés ce qui précéde, In(1+2z) < (14+2z) -1 ==x.
pour tout x > —1, In(1 + ) < x.

(b) Soit x € R tel que © < 1, alors —x > —1. Avec l'inégalité précédente, on en déduit donc que

1
In(1—x) < —x ou encore que x < —In(1—=x). Ainsi, on obtient bien que|Vr < 1, z <In (1 > .
-z

(c) Pourtoutn € N*, =1 <

1
< 1 donc, en utilisant la premiere inégalité, on a In (1 + ) <
n+1 n+1

1
11) , c’est-a-dire,

. 1
et en utilisant la seconde, —— < In
n+1 —m]

n

Vn € N*, ln<n+2> < ! gln(nJrl).
n—+1 n+1 n

(d) En utilisant les deux inégalités précédentes, on a :

o Pourtoutn €N, apt1—a, = Hpy1—Hp—In(n+2)+1In(n+1) =

1
—In <n+ 2) >0,
n+1 n+1

1 1
o Pourtoutn € N, b1 —by, = Hypy1 — Hy —In(n+ 1) +1n(n) = 1 In (n - ) <0,
n n

donc la suite (b,) est décroissante.

donc la suite (a,) est croissante.

o POUT’ t()ut n € N7 an _ bn — 111(/]’L) — hl(’l’L + 1) = lIl ( :L_ 1) — 0.
n

On en déduit donc que les suites’ (an) et (by) sont adjacentes‘ et convergent vers vy la constante
d’Euler.

Remarque. On retiendra que H, — —+00.

On pourra retenir que : H,, —In(n) — v donc H, —In(n) —v — 0 donc H, —In(n) —v = o(1)
d’ou

’H =1In(n) +v+o(1) ‘
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Exercice 34. Preuve du théoréme de Bolzano-Weierstrass par le lemme des pics.
Soit (un)nen une suite réelle. On définit E = {n € N | Vk > n, ug < up}.

1. Montrer que si E est infini, (un)nen posséde une sous-suite décroissante.
2. Montrer que si E est fini, (up)nen posséde une sous-suite croissante.

3. Déduire de ce qui précéde une nouvelle preuve du théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Correction.

1. Si E est infini, notons
ngo<ng <ng <---

la suite des éléments de E, rangés par ordre croissant.
Comme Vl € N, ny € E, l'inégalité ngy1 > ng implique up,,, < un,. La sous-suite (uw)[GN est
alors (strictement) décroissante.

2. Si E est fini, il est majoré. On peut donc considérer un entier ng strictement plus grand que tous
les éléments de E.
En particulier ng € E. On peut donc trouver un entier ny > ng tel que Uy, > Up,.
L’entier ny est alors lui-méme strictement plus grand que tous les éléments de E, donc ny € E.
On peut donc trowver un entier ng > ny tel que Up, > Up, .
De proche en proche, on construit ainsi par récurrence une suite strictement croissante d’entiers
(ne)een telle que V0 € N, up,,, > up,. Autrement dit, la suite (up,)een admet une sous-suite
croissante.

3. Considérons désormais une suite (un)nen Téelle bornée.
Il s’agit de montrer que (uy) admet une sous-suite convergente.
On déduit des deux questions précédentes, que E soit fini ou non, que la suite (un)neny admet une
sous-suite monotone. Cette sous-suite est alors bornée et monotone, et d’aprés le théoréme de la
limite monotone, elle converge, ce qui prouve le théoréme de Bolzano-Weierstrass.
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CESARO

Exercice 35. Théoreme de Cesaro généralisé. Démontrer le théoréme suivant.
Soient (up) € CY une suite complexe qui converge vers { € (C et (ﬂn) (R* )N une suite de réels strictement

positifs telle que hm Z B, = +o00. Alors la suite Z Bruk tend vers £.
o0 = o Br 05

neN
P tout n € N, C, ! }:5 ¢ ¢ lim C, ="/
reuve : pour tout n 0S0NS ug et montrons que lim =/
rreuve . p P z:k Oﬁ kUK q nosee 7T
Soit e > 0.
1
On peut ré-écrire : ¥n € N, C, — { = Z Br(ug — £) donc par IT,
Yoo B =
vneN, |C, — Brlup — €
|C Zk B ¢ Z | -
€
Par hypothése, u, — £ et £/2 > 0 donc il existe ng € N tel que Yn > ng, |u, — | < R
Ainsi,
1 e Shong Br €
Vn > no, |Cn— € < < Y Brluw — 0+ T x5
’ > k=0 Bk Z ShoBr
————
<1
< cste " €
T Yh=0Bk 2
De plus, S B — +o0 done <<= 0 done il eviste ny € N tel que vn > este ¢
e plus & 00 donec ——— onc il existe ny el que Vn >ny, ——— < —.
Pour n > max(ng,n1), on obtient |C,, — €| < &, ce qui prouve que liar_l C,=1]|
n—-+0oo

Remarques. Si pour tout k € N*, B, = 1, alors on obtient

—— Z Up ———> p— , dont on déduit :

1 & 1 & )+ 1 1
o |— up —— L ca’r'quk:NJr

Zu/ﬂﬁle—f

n n+1

—1 n—1
1% Up,
o | — up —— 4 (’(M’*g Up = g U — U = g U f—%éffx()—é
" =0 ¥ oo F T k=0 T Y=o '

n
. %Zukmﬁ CCN’*ZU/‘— /<ZUAU()>: Zukf“—oeif()—é

=1 k=1 k=0 k=0

e Théoréme de Cesaro (classique) On retiendra que si (u,) € CY converge vers £ € C, alors :

n—1
les suites ( Z uk> ( Z uk> convergent encore vers .
neN* neN*

k=1
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o Attention : la réciproque est fausse. Contre-exemple : en considérant la suite (up)nen dé-

0 st n pair

1 n
1 tout = (-1)". Al N, — = d
finie pour tout n € N par u, (1) ors, ¥n € N, n;uk { —L sinon. one

1 & . .
( Z U converge vers 0, alors que la suite (up)neny n'a pas de limite.
K k=1 neN*

Exercice 36. Autour du théoreme de Cesaro. Les questions 1., 2., et 3. sont indépendantes.

1. Soient (u,) € CN et £ € C.

. e i M
(@) Montrer lim (unsy —un) == lm %=t

Supposons que lim (upy1 —uy,) = €. Par télescopage, on écrit :
n—-+o0o

un  Spg(upg1 — ug) + uo
n

Vn € N¥,

D’une part, en appliquant le théoréme de Cesdro a la suite (Upt1 — Un)nen, on obtient :

Srzo (kg1 — ug)
n n—-+oo

l.

uo
D’autre part, — ——— 0.
n n—+oo

On conclut par somme de suites convergentes.

I . _ . Up /
(b) En déduire ngl-/li-loo(un—i_z —up) =0 = nll)rfoo — =3

Supposons que lim (upy2 —uy) = L.
n——+o00

Par propriétés des suites extraites, on a en particulier, usnio — Uy — £ et Uapis —

n—-+00
U2n 41 T> L. En notant pour tout n € N, p, = uo, €l i, = Unt1, ON G QUE Ppt1 —
n—-+0oo

P ——— L et inyy — iy — L.

n—-+00 n—-+0o0o )

, N . Pn in . U2n
D’aprés la question (a), on a donc —— et — —— { te. — —— [ et

n—-+o0o n n—-+oo n n—-+oo

U241 () 14 U241 U241 n 4
=/ done =2 = et L — 2% —.

n  n—=4oo 2n n—4oo 2 2n +1 n 2n +1 n—+oo 2
On en déduit que — , ce qui prouve l'implication souhaitée.

n—+oo 2
Un+1

(c) On suppose que pour tout n € N*, u, € R}, £ € R} et lim

n—+00 Uy
lim (u,)Y" = ¢.
n—>+oo( n)

= (. Montrer que

In(un)
On a, pour tout n € N*, (u,)"/" = e~ n

Notons pour tout n € N*, v, =1In(u,). On a :

* U’TL 1
Vn € N*, vpp1 —vp = In(upt1) — In(uy,) =1n ( UZ > — In(?),
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par continuité du In en £.
v

D’apres la question (a), on a donc — ———— In(¢).
n n—+oo

Ainsi, par continuité de l'exponentielle en In(f), on obtient : (up)"/™ — e =g,
n——+0o0

2. Soit (up)nen une suite complexe convergente.

1
On définit la suite (vy,)nen par pour tout n € N, v, = on ((g) ug + (T) up 4+ (n) un> )
n

Déterminer la limite de la suite (vp)neN.

Notons ¢ € C la limite de (up)nen. Par définition, on a :

n

1 n
o Py o()z<k>Uk Sh—o B 05 Zﬁkw%g

k=0

n
d’apres le théoreme de Cesdro généralisé, car g B = 2" — 4o00.
k=0

3. Soient (xp)nen et (Yn)nen deuz suites complexes convergentes.

Pour tout n € N*, on pose z, = —(x1yn+- - -+xny1). Déterminer la limite de la suite (2 )nens-
n

On conjecture que lim z, = xy.
n—-400

1 n
‘Zn —ay| = |= Z(mkyn7k+1 )
"=
1 n
- ﬁ Z [(-Lk - x)ynflﬂ»l + Jj(ynfk%l - y)}
k=1
1 n
< L5 (o @llgacial + lolltaisr — yl) par inégalité trianguiaire
k=1
n
<= — x| M Ccvd t bornée, di M
. kZ:l |z) — 2| M + |z| — Z lye — ((yn) onc est bornée, disons par M)
—0 par Cesdro —0 par Cesdro

On en déduit que| lim z, = zy|.
n—-+oo
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. . . . NP . r—sin(z) 1
Exercice 37. Une étude de suite récurrente non linéaire. On admet que hn%) % =5
T— X

T
On étudie la suite (un)nen définie par récurrence par uy € }O, 5] et pour tout n € N, wu,y1 = sin(uy,).

1. Montrer que Vn € N, u,, € ]0, g} .

2. Montrer que (un)nen converge et que u, — 0.
n——+0oo

3. Déterminons un équivalent de uy,.

. 1 1 1
(a) Montrer que lim ( 5 > =—.

n——+0oo un+1 u%
235093nusispd 29h 1928l prusog s1O
-1
o 1 1 1 1
(b) En déduire que lim — E - —— | ==

ot Mo\ Ugyy Ug

L01H290 9hH 95151096\ 15D 19259 prnsoq 1O

1
(¢) Déterminer un équivalent simple de el puis de uy.
n

Correction.

4 . . Lo . U .
Etudions la suite (uy)nen définie par récurrence par ug € ]0, 2} et pour tout n € N, u, 1 = sin(uy,).

1. Par récurrence sur n € N.

T
2. Posons D = }O, 2} .
e Remarquons que la fonction sin est définie sur D, que D est stable par sin et que sin est

croissante sur D donc on sait qu’on est dans le cas favorable ot (uy,) est monotone. Montrons-
le!

o Notons g la fonction définie sur D par g : x — sin(z) — x. g est dérivable sur D et Vx €
D, ¢'(x) = cosz —1 < 0 donc g est strictement décroissante sur Uintervalle D. Comme
g9(0) =0, g est négative sur D. Ainsi,

Vn €N, upp1 — up = sin(uy,) — up = guy,) <0,

donc (uy,) est strictement décroissante. Comme, de plus, (u,) est minorée par 0, on en déduit

que | (uy) converge|. Notons £ € R sa limite.
o D’une part, la fonction sin est continue sur R donc en particulier en ¢ et (uy) tend vers ¢
donc (sin(uy)) tend vers sin(f), i.e. (uny1) tend vers sin(f).
D’autre part, en tant que suite extraite de (uy,), la suite (up+1) tend vers L.
Par unicité de la limite de (up+1), on asin(f) = ¢, i.e. g(¢) = 0. Or, g ne s’annule qu’en 0,

donc .

On a donc montré que ’ (un) converge vers 0‘,
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3. (a)

2 2 . .
L1 up—upyy (U + Uny1)(Un — Unt1)  (Up +sinug,)(uy, —sinuy,)
2 2~ .2 - 2,2 - 2 (o 2
un+1 Un, Upu n+1 Unpt n+1 un(SIH “n)
. L . . 154
e Puisque u, — 0, on a les équivalents usuels : et | uy — sinu, ~ éun .
e Pour tout n € N, u,, >0, donc
Uy, + Sin Uy, 1  1sinu, 1 1 1
2u, 2 2 u, notoee 202 7
par opérations sur les limites. Donc | u, + sin u, ~ 2u, |.
o Ainst,
s,
1 1 2u, x 1
2o, w2l Ty
unJrl n n
11 s 1 1
(b) Ona —5——— donc d’apreés le théoréme de Cesdro : | — Z — =
Uppq Uy notoo 3 ukJrl uk’ n—+oo 3

n—1
1 1 1
(¢) Pour tout n € N*, la somme Z < — 2) est télescopique, égale a T

e Pour toutn € N, on a :

k=0 “k+1 Uy,

alors de la question précédente que

1 1 N 1
nu?  nujd 3
Or, —5 — 0, donc par somme :
nug
1_(1 1>+1H1+0_1
nuZ  \nu?  nud nu? 3 3
Ainst,
1 1 ; 3
—_—~ — (A Uy N~ — |
nu2 3 " n

n

1
—5- On déduit
U
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SUITES IMPLICITES

Exercice 38. Une suite implicite.

1. Montrer que, pour tout n > 2, l’équation d’inconnue x € R donnée par e* = x +n admet exactement
deuz solutions réelles que l’'on note x, et y, avec T, <0 < yy,.

Soit n > 2. Posons fn : v+ e —x —n. Alors f, est dérivable sur R et f} : x> e — 1.

o fn est continue et strictement décroissante sur | — 00,0] donc, d’aprés le théoréme de la
bijection monotone, f, induit une bijection de | — 0o, 0] sur

fn(] - O0,0]) - [fﬂ(0)7xll>r_noo Jln(‘r)[: [1 - 7L7+OO[‘
Or,1—n < =1 < 0 donc 0 € fy(] —00,0]) puis : Az, €] —00,0], fn(zn) = 0. Mais

n(0) =1—n#0 donc x,, €] — 00,0] est tel que e = x,, +n.
a(

o fn est continue et strictement croissante sur |0, +o00[ donc, d’apreés le théoréme de la bijection
monotone, fn induit une bijection de |0,4+o00| sur fn(]0,+o0[) =]fn(0), lir_sr_l falz)[= 1 —
T—r+00

n, +ool.
Or, 0 € f,(]0,+00[) donc : Ay, €]0,4+00[, fulyn) =0 i.e. e’ =y, +n.
2. Pour tout n € N, on note f,, : x +— €* —x —n. Montrer que pour tout n € N, fr11 < fn.

Soitn € N. On a : Vo € R, fu(x) — fuy1(x) =1 > 0 donc fn > fay1 d.e. la suite de fonctions
(fn)nen est décroissante.

3. En déduire que les suites (xp)n>2 €t (Yn)n>2 sont monotones.
Soit n > 2.

o Ona: furi(xn) < fulzn) =0= fni1(xni1) et fni1 est strictement décroissante sur | — oo, 0]

donc Ty > xTpy1 (sinon ...). Ainsi,

(Tn)n>2 est décmissante.‘

o On a: fr(yn) = fot1(Un+1) < fu(Ynt1) et fn est strictement croissante sur |0, +oo] donc

Yn < Yn+1 (sinon ...). Ainsi, | (Yn)n>2 est cmz’ssante.‘

4. Montrer que (xy)n>2 n'est pas minorée et que (Yn)n>2 n'est pas majorée. Que peut-on conclure ?

o Parl’absurde. Supposons (x,)n>2 minorée. Alors elle serait décroissante et minorée et conver-
gerait vers x € R (Théoréme de la limite monotone).
On a, par définition de (xp)n>2 : Vn > 2, e =z, +n donc

Vn > 2, x, =™ —n.

Tn

Par continuité de ’exponentielle sur R (donc en x), on a € — €. Par passage a la li-

mite dans [’égalité précédente, on obtient © = —oo, ce qui est absurde vu que x € R. Ainst,

’ (zy,) n’est pas minorée. ‘

o Idem avec (yp).
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o (zp)n>2 est décroissante non minorée donc nEIfoo Ty, = —00 |

o (Yn)n>2 est croissante non majorée donc| lim y, = +oo|.
- n—-4o0o

Exercice 39. Une suite implicite, bis. Pour tout n € N*, soit f,: R — R
r — 2°+nr—1
1. Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique réel u,, tel que fy(u,) = 0.

2. Montrer que la suite (uy)nen+ ainsi définie est décroissante.

3. Montrer que la suite (uy)nen+ converge, puis que sa limite est 0.

sl — T4l 10550510}, ) tololnn wrsoq sto stoiieswp 9sdimeh ol ean

N——— o oup oMoy LA S Y ob 9o5r9eins’ ) 190t tHE TO0M9Nod HToq §10 9sdieiot »i 2npl
0O+ 4— st

Correction.

1. Soit n € N*. La fonction f, est dérivable par opérations, de dérivée

f!z— bzt 4 n.

n

En particulier, f! est strictement positive.

Par ailleurs, pour tout x # 0, on a

Ainsi, la fonction f, est continue (par opérations), strictement croissante (car f, > 0) et vérifie

fo(x) —— —0 et fp(x) —— +o0.
T——00 n——+00
D’apres le théoréme de la bijection monotone, on en déduilt que f, : R — R est bijective.

En particulier, I’équation f,(x) = 0 posséde une unique solution, a savoir u, = f;l(O).
2. Soit n € N*,

« Commengons par remarquer que f(0) = —1, c’est-d-dire f,'(—1) = 0. Comme la réci-
proque d’une bijection strictement croissante est strictement croissante, on en déduit que

un = £, (0) > f, ' (=1) = 0.

e On a donc

fn+1(“n) - fn+1(un) - fn(un)
= U, (car frn+1 — fn=1dr)

> 0.
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On a donc fry1(un) >0 = frii(unyr).
En appliquant la fonction (strictement croissante) fn_ﬁl, on en déduit que Uy > Upy1.
Cela montre que la suite (up)nen+ est strictement décroissante.

3. Comme (un)nen= est une suite minorée (par 0) et décroissante, le théoréme de la limite monotone

garantit que l'on peut trouver £ € Ry tel que u, — L.
n—-+o0o

Par construction, on a par ailleurs Yn € N*, f,(u,) = 0, ce que 'on peut réécrire

5
Vn e N nu, =1—u,.

Supposons par l'absurde que £ > 0. On aurait alors

nu, — +00 et 1—u2—>1—€5,
n—-+o0o n—-+4o0o

ce qui constitue une contradiction.

On en déduit donc que £ = 0, c’est-a-dire que u,, — 0.
n—-+o0o

Remarque. On peut avoir directement la convergence vers 0. Soit n € N*,
e On sailt déja que uy > 0.
o Par ailleurs, fr(u,) =0 se réécrit ud +nu, = 1.

- 1
Comme u, > 0, on a donc 1 = u, + nu, > nu,. En multipliant cette inégalité par — > 0,
n

1
on en déduit u, < —.
n

1
Cela prouve l’encadrement ¥n € N*,0 < u, < —.
n

. 1 . P
On a clairement 0 ——— 0 et — ——— 0. D’apreés le théoréeme des gendarmes, l’encadrement
n—-+oo n n—+oco

précédent montre donc u, ——— 0.
n—-+00
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SUITES RECURRENTES LINEAIRES

Exercice 40. 1. Exprimer le terme général et déterminer la limite de la suite définie par ug = 2 et
pour tout n € N, upt1 = Au, + 3, ot A est un réel fixé.

o SiA=1, alors (uy) est arithmétique de raison r = 3 donc |Vn € N, u, = ug+nr =2+ 3n

et| lim wu, = +oo|.
n—-+oo

o SiA#1, alors (uy) est arithmético-géométrique.
3
Soit £ € R tel que £ = N + 3, ce qui équivaut a ¢ = I
Pour tout n € N, posons v, = u, — L.

Ona:Vn € N, vpp1 = tpy1 — € = Mup +3 — (M +3) = AMup — £) = Ay, done (vy,) est

géométrique de raison X et de premier terme vg = ug—F = o Ainsi, Vn € N, v, = vgx A"
220 +1 3
d v N = A" .
onc|vn € N, uy PO +1_)\
A+

— Si A< =1, alors (\") n’a pas de limite et comme

1 1
7 = — — —1
1 # 0 (car sinon, \ 5 > ),

Uy,) non plus.
(un) P

— Si A€l —1,1], alors \* — 0 donc u,, — £ = Y

220+ 1
— Si A > 1, alors \" — 400 et puisque 3 +1

>0, on a u, — +0o0.

. . . 0si|\ <1
Conclusion : (uy) converge ssi A > —1 et dans ce cas limu,, = { —|—oo|sz! > 1
2. Exprimer le terme général de la suite définie par ug = —1, up = 1 et ¥n € N, upi9 = 6upy1 —

Yu,,.

(un) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique : N> —6XA+9 = (A —3)2.

3 est racine double donc : Vn € Nyu, = (a+ fn)3", avec comme conditions initiales uyg = o = —1
4
etu; = (a+p)3=114e a=-1 etﬁzg.

4 .
Ainsi, [V € N, 1w, = (<145 ) 8" = (4n = 3)3""! | (OK pour n =)

Fy=0 F=1

Exercice 41. Suite de Fibonacci. Soit (F),)nen la suite définie par : { Wn €N, Fors = Fpiy + Fy

Pour tout n € N, exprimer F,, en fonction de n.

S
-
S

1—
et|ro = =@ € R\ Q (nombre d’or)|.

P=X?>-X—-1.A=5. P a2 racines |r, = 5 2

I, B) ER? | Vn N, F, = ar} + pry.
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1
Les conditions initiales permettent de trouver que f = —a et « = ———=. Ainsi,|Vn € N, F,, =

V5

[ry =71l

1
V5

Exercice 42. Déterminer la formule explicite de la suite (up)nen définie par

ug =2, wup =1, et VneN| upto — 2upy1 + 2u, = 0.

Correction. Le polynome caractéristique X2 92X + 2 a pour racines 1 £, que l'on peut metire sous
forme exponentielle : 14+i = /2% et 1 —i = /2e""™*. On sait alors qu’on peut trowver deuz réels U
et V tels que

VneN, u, = V2" (Ucos (nZ) + V sin <n1>> .

=2
U+V=1

Vn eN, u, = V2" (2 cos (nZ) —sin (n;r)) .

ug =0, u=1, wus =2,
Vn € N, 4un+3 — 8un+2 + 5un+1 — Up = 0

Grace auz conditions initiales, on obtient le systéme { dont lunique solution est (U, V) =

(2,—1). On en déduit que

Exercice 43. Soit (up)nen la suite définie par

Pour tout n € N, exprimer u, en fonction de n.

Correction. (uy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 3, et de polynome caractéristique
P =4X3—8X%2 45X — 1. On remarque que 1 est racine évidente de P donc P se factorise en

P=(X-1)(4X*-4X +1) = (X - 1)(2X - 1)~

Ainsi, 1 est racine simple de P et 1/2 est racine double de P.
En mimant le cours sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2, on pourrait chercher un triplet (c, 5,7) €

R? tel que Vn € {0,1,2}, up, =al™+f <2> +yn (2) et espérer que ce triplet convienne pour tout
n € N c’est-a-dire Vn € N, u, = al™ + 3 (2) +n <2> )
Aprés calculs a Uaide des conditions initiales, on trouwve | = 4|, |8 = —4‘ et ’ y= -2 ‘

1 n 1 n 2
Posons (vn)nen la suite telle que pour tout n € N, v, = al™ + <2> + vn <2) =22 _ ;L::I et

montrons que Vn € N, u,, = vy, par récurrence triple. Faites-la seul, c’est un bon test sur les récurrences
et un bon entrainement de calcul (essayez d’avoir une stratégie de calcul...).
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Par construction de (o, 8,7) on a bien uo = vo, u1 = v2 et uz = v2 d’ou linitialisation.
Soit n € N tel que un = Vp, Unt1 = Unt1 €t Upt2 = Unt2. Montrons que uni3 = Un43 ou plutot que dup13 = 4vpy3.

5 )
D’une part, vp+3 = 2% _ 27:2 donc 4vp+3 = 4 X 22 _ n2—: .
D’autre part, on a :
AUpt3 = 8Unt2 — DUnt1 + Un par définition de (un)
= 8Up42 — DUnt+1 + Un par HR.
Or,
2 n + 2 2 n + 3 2 n—+ 4
Un = 2" = on—1 ! Un+1 = 2" - on et Un+2 = 2" = on+1 !
donc
23 4) 5 3 2
Mimps = (8—54+1) x 2% — 204 | 5 +3)  nit

2n+1 n 277,71
1
=4x2°— on [4(n+4) =5(n +3) +2(n + 2)]

:4><227i(n+5)

2”
- 4’[)n+3,
ce qui prouve l’hérédité.
. n-+2
Ainsi, |Vn € N, u, = v, = 2% — o1

Remarque. Notons E [’ensemble des suites récurrentes linéaires d’ordre 3 vérifiant la méme relation
de récurrence que (u,). On pourrait montrer, comme dans le cours que :

o sir est racine de P, alors (r") est dans E ;

o sir est racine double de P, alors (nr") est dans E ;

e FE est stable par combinaisons linéaires ;

e deux suites de E qui coincident sur leurs 3 premiers termes sont égales.

On pourrait ainsi retrouver que les suites (uy,) et (v,) sont égales.
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SUITES RECURRENTES DU TYPE up4+1 = f(un)

1
2+ U,

Exercice 44. Considérons la suite récurrente (un)nen+ définie par ugp € R et Vn € N, upqq =

Montrer que la suite (un)nen+ est convergente.

Indication : on peut parfois démontrer directement la convergence d’une suite récurrente vers un des points

fizes € de la fonction f. 1l s’agit de démontrer directement que |u, — ¢| 4+> 0 grice a une inégalité sur
n—-+0o0

la fonction f du type « Ik €]0,1] : V(z,y) € R%, |f(x) — f(y)| < klz —y| »).

Posons la fonction f: R} — RYL

€ = 24z

o Si(upn) converge vers ¢, alors la suite extraite (un41) converge aussi vers €. Or, f est continue sur
RY donc f(un) — f(€). Par unicité de la limite de (un41), on obtient £ = f(€) i.e. £ est un point
fize de f.

De plus, une récurrence immédiate, montre que ¥n € N,u, > 0 donc PPL : £ > 0.
On observe que lunique point fize positif de f est £ = /2 — 1 (A = V8=2V2,r=—-1+V2 et
—1—+2<0). Ainsi, en cas de convergence, (u,) converge vers £ = /2 — 1.

o Soit (z,y) € (R%)% On a :

1 1 _‘(2+y)—(2+x) lz—yl  _lr—yl
2+ 2)(2+y) 24+x)2+y) - 4

2vz 2+y| -

@)~ fy)] = \

o Sachant que f(¢) = ¢, on a, pour tout n € N*,

’un—l - E‘

[un — €] = |f(un-1) = F(O)] < —

Par une récurrence immédiate, on a : ¥n € N, |u, — €] < 47" |ug —£|. Or, 47" |ug — £| — 0, donc

(un) CV vers £ ‘

par encadrement,

U02—§

Exercice 45. Etudier la suite définie par .
VneN, upi1 =+2u, +3

Considérons la suite (up)n>1 (définie a partir du rang 1). Alors uy > 0 et une récurrence immédiate
montrerait que Vn € N* u, > 0.

Posons upt1 = f(uy) ot f:x— 2x+ 3, est strictement croissante sur Ry (en tant que composée de
fonctions croissantes), on sait qu’on est dans le cas favorable ot la suite (u,) est monotone donc (uy) a
une limite (finie ou +00). Montrons le!

1. Commengons par tracer la fonction f pour conjecturer le comportement de la suite (uy,) (voir
brouillon).

2. Trouwvons la limite potentielle de (uy) :
Supposons que (up) CV vers un réel £. Alors £ > 0. De plus, la suite extraite (un+1) convergerait
aussi vers { et en méme temps, upy1 = f(un) tend vers f(€) car f est continue sur R’,. Par unicité
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de la limite f(¢) = ¢ donc £ est un point fize, positif, de f. Or, pour x € Ry,

f@)=reV2r+3=are2’-2r-3=(@+1)(z-3)=0&2=3.

Donc ’ si (uyn) converge, ce sera vers 3"

3. Etude du signe de x — f(x) —x sur Ry : soit x € Ry,

f@)>reV2r+3>ze2c+3>2° e (z+1)(z—3) <0<z €]0,3.

De meme :
flz) <z e x>3.

4. Etude de la suite (uy) :

ler cas Siuy € I; :=1[0,3] :
f est strictement croissante sur [0,3] et f(3) = 3 donc Iy est stable par f. u; € I donc par
récurrence immédiate : ¥Yn € N* u, € I;.
Or,Vz € I, f(x) > x doncVn € N*, f(un) > up < Uns1 > uy donce (uy,) est strictement croissante.

’(un) est une suite réelle, croissante et majorée (par 12) donc (uy) converge, vers 3‘

2éme cas Siuy = 3, alors (uy) est constante égale @ 3 donc ’ (un) converge vers 3‘

3éme cas Siuy € Iy :=|3,+o0] :
[ est strictement croissante sur |3,+o0] et f(3) = 3 donc Iy est stable par f. Or, uy € Iy
donc ¥n € N* u,, € I5.
Or,Vx € I, f(z) < x donc¥n € N*, upy1 = f(un) < uy, d’ot (uy,) est strictement décroissante.

’(un) est une suite réelle, décroissante et minorée (par -12) donc (uy) converge, vers 3‘

’Finalement, dans tous les cas, (up)p>1 converge vers 3‘

UOGRi

2
n

Exercice 46. Etudier la suite définie par { Vn €N, Uni1 = —
U

Correction.

5 , . L
1. Cadre. Vn € N, up11 = f(uy) avec f:x — pol Par récurrence immédiate, on a Vn € N, u, >0

donc (uy) est bien définie.
[ est strictement décroissante sur RY. donc on wva étudier les deux suites extraites (ugn)nen et

(U2n+1)neN (on va notamment montrer qu’elles sont monotones, de monotonie contraire, et déter-
miner leurs limites).
Posons o = fof. On a :

Ve e R, (o) = F(f(a)) = g = =

x , plr) = )= —m=—.
; f@? "5

¢ est également définie en 0, ¢ est strictement croissante sur Ry (en tant que composée de deux
fonctions strictement décroissantes) et Vn € N, ugm 1) = ¢(u2n) €t Up(ni1)+1 = P(U2n+1)-
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2. Limites réelles potentielles ? Comme ¢ est continue, si (uz,) converge alors sa limite est un
point fize de p. De méme pour (ugny1). Déterminons donc les points fixes positifs de p. Soit £ € Ry.

On a :
4

Lp(é):€©%:€®€4—5€:0@€(€3—5):0<:>(£:OOUE:{‘75).
De plus, pour x E]Ri,

4

gp(:ﬁ)>1:<:>%>x<:>m4—5m>0<:>m(x3—5)>0<:>$>%.

On déduit des deux équivalences précédentes que :
o(r) <z < x €)0, V5.

Sinon : on détermine les limites réelles potentielles de (u,) qui sont soit 0, soit un point fize
strictement positif de f par continuité de f sur RY (i.e. V5).

3. Etude. Notons I, :=]0, V/5[ et I :=]V/5, +00|, et distinguons les cas.

ler cas : ug € I.
@ est strictement croissante sur Iy, p(0) = 0 et o(V/5) = V5, donc ¥z € I, o(x) € I
i.e. Iy est stable par . Comme ug € Iy, on a : Vn € N, ug, € I} donc Vn € N, p(ug,) <
ugy d’ot (ugy) est une suite réelle, décroissante et minorée (par 0), donc d’aprés le TLM
(u2n) converge, et d’aprés létude précédente, sa limite est 0 ou /5.

(ugp) €tant décroissante, on a : Vn € N ug, < uy < /5 donc PPL on obtient : lim Uoy <

n—-400

up < V5 donc lim wg, = 0. De plus, on a :
n—-+00

5
Vn € N, ugny1 = f(uz,) = —— — +00.
Uy

Ainsi, ug, — 0 et ugy 1 — +00. On en déduit que ’ (upn) n'a pas de limite‘.

2éme cas : Siug = /5 alors comme /5 est aussi un point fixe pour f, on a :¥n € N, u, = V5

donc | (uy) est constante égale a /5 donc (uy,) converge vers V/5 |.

3éme cas : ug € Io.
1ére méthode : En appliquant f qui est strictement décroissante et vérifie f(v/5) = V/5, on
auy € I1. Or, Iy est stable par ¢ donc ¥n € N, ug,+1 € I1. Comme dans le premier cas, on
montre que (uan11) est décroissante et minorée (par 0) donc converge vers 0 ou /5 et en fait
vers 0 (car Vn, ugp+1 < up < \75)
Par ailleurs,

5
Vn € N, ugpio = f<u2n+1) =5 7 X
Udn+1

donc (ugn)nen+ tend vers +oo.

Ainsi, ug, — +00 et ugpt1 — 0 donce ’ (un) n'a pas de limite‘.

2eme méthode : en utilisant la stricte croissance de @, on montre que Is est stable par ¢
et Yn € N, ug, € Is. D’apres l’étude préliminaire, on en déduit que Yn € N, uonpio > Uz,
ce qui prouve que (ug,) est strictement croissante. D’aprés le TLM, on sait alors que (uap,)
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converge ou Ug, — +00. Excluons le premier cas en raisonnant par l'absurde.

Supposons que (uz,) converge vers {.

La croissance de (ugy) tmplique que : ¥n € N, ug, > ug. PPL, on obtient : { > ug > V5, ce
qui est absurde vu que £ € {0, \3/5}

Donc ug, — +00.

5
Par ailleurs, ¥n € N, ugni1 = f(uzn) = — — 0 # +o0.
Uy,

(upn) n'a pas de lz'mz'te‘.

Ainsi,

. . o . 3
En conclusion, | (u,) diverge tout le temps sauf si ug = /5 (dans ce cas, (un) est constante)|.
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