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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiere année de Post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur
de maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que I'on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer régulierement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études Post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

e Un sommaire vous permettant d’avoir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches de ce cahier de calcul, et
de noter celles que vous avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables dés le début de la premiere année, et centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

e Une partie liée au programme de premiere année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calculs.

e Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calculs est organisée ainsi :

e Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)

e Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est

symbolisé par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser a 'issue d’'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutoét qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention & l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par soi-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progrés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, ¢’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études !

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a 'adresse cahierdecalcul@gmail. com.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

— Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul).
) 32 ) 2771 % 42
A) o i 0) o
10 © Aot
1 _9)2k+1 2k—1
B) 83X o e q EXTT xS
42 4k x 3—k+1
— Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
S — X — XD ..
9 173 ) 25X
2 2 6
b) = —0,2 ... d) ——+(—=) e
) 3 ) 15 ( 5)
Calcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
11 1 1
2 X 3 X D X T (2 o o o) e
a) 2x3x5xT)(5+5+5+3)
b) 136 28 n 62 o 21
15 =t 1o G TCTTTeTeeeeeeTeeteeneereesees
) 510 x 73 — 25° x 492
C) o e
(125 x 7)3 + 59 x 143
Q) 1978 x 1979+ 1 980 x 21 + 1958
T 080 X1 070 — L 078 )L 070~ ' " ottt
Calcul 1.4/ — Un petit calcul. ]
) 05—-—24+2 05—24+1-02
Ecrire — 517 37 = 73 74 sous forme d’une fraction irréductible. ..........
sty  s5-i1t3z—35
— Le calcul littéral a la rescousse. 00
En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.
) 2 022 ) 1235 x 2469 —1 234
a . ) —————————— ..
(=2 022)2 + (-2 021)(2 023) 1234 x 2469+ 1 235
b 2 0212 d) 4 002
) 202024202222 1000 x1002—-999 x 1001 "
Fiche n° 1. Fractions 3



— Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- — E N
a) CES AT pour n
3 _p3 b)2
b) ((Z_ el (C;tb) pour (a,b,c) € Z3, distincts deux & deux. ........................
6(n+1)
c) %ﬁn—% pour n € N \{L, 2}, oo
n2(n—1)2
— Le quotient de deux sommes de Gauss. L)
,n2
Sk
e k=0 X s plp+1)
Simplifier ~— pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+--- +p = R
Sk
k=0
— Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. ')
3 b
Soit k € R\{1} et x € R\{2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + — avec b < c.
c
29 k Jr —1
— .. b) —— ... ..
%) % U A
— Un produit de fractions. L)
. 1 1 9 9
Soit t € R\{—1}. On donne A = il sene et B= (1+t*)(1+1)°
Simplifier AB autant que possible. ....... ...
Comparaison
alcul 1.10] — Reégles de comparaison. L]
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 12 10 125 105
S e e b) —...— ...... —_— = ...
9 5 ETRRET 9 35 m
— Produit en croix. L]
33 215 104 348
Les nombres A = 66317 © = 508 341 sont-ils égaux? Ouiounon? .......................
— Produit en croix. )

100 001

ot 1 000 001
1 000 001

~ 10 000 001

On pose A = ca-tton A>B, A=BouA<B? ...........

Réponses mélangées

-1 ab 12 10 1 nd+n
- -7 2 3 il e - 247 1 000
n(n+1)32 a—"b A 117 12 2 . n+1
10 5 3 203 1 3 5
ot 2 022 _ Z id aid - Z 252
0 5 Stri s " 5 6 579
16 1 125
4 e 1 - 5 _ 3k—2 N 1 -
+ A>DB 3% 2 2x3 on + P—

25

o Ol

_ 105
21

» [Réponses et corrigés page [83)
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Fiche de calcul n°2 002A
Puissances
Prérequis
Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.
0o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)5
10°-10% .......... T, —_—
2) ) 1 ®) 05109
107° 3)=5. 105
b) (10°) ..o ) y Qo) 107
10_3 103 . 10_5 ......
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 6°
a) 3t.5% c) SECIRLLRLIREREE e) PRERREERTREIRPRES
— -~ (304)7
b) (%)% ... d) (=73 (=775 f) SIS R
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 37, ot n et p sont deux entiers relatifs.
23 . 32 322 + 321
Q) e e C)  moo oo e
34.28.6-1 322 _ 321
2 (_o9\4)8
b) 221 42% d) (3(—2))_2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
(=7 %)
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
817676 1272154
A) e e C) oo e
9—3.942 252 . 184
) 552 .12172.1252 a) 363 - 705 - 102
975 GOG=Z g5d e 148 982 56
000

Dans chaque cas, simplifier au maximum 1’expression en fonction du réel x.

T

2 2

a)

r—1 z+1 22-1

.............. c)

2 1 8 1 z+2 2
b T d) —4+ ==
) T+ 2 x—2+x2—4 ) ;z:+:c2—4 2 — 2%
Réponses mélangées
2z x
328 11 102 154 —7)72
rz+1 ( ) rx+1
238 . 326 27 26.5 2 2—4.371 1078 10%° 10*
2 1
310 56 35 22l .3 1072 108
x—2 xr—2

z? z3

22—z 3422 23—z

» [Réponses et corrigés page |36|
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Fiche de calcul n°3

Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables !

Développer, réduire et ordonner

003A

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement

le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 o
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.

13
a) (21;2) .................... d) (e+1)*@-1)(22+z+1) ...

2

b) (- 13 +a+1) e) (¢—1)(z+1)(@*+z+1) ...
C) (I+1)2($—1)(1‘2—I+1).... f) (1}2+LE+1)(1’27I+1) .......
o
Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de .
a) (x—2)°(-2?+32—1) = 2z - 1)@ +2) .ot
b) (2243)(5x —8) — (2 —4)(Bx — 1) vt
c) ((:L‘Jrl)Q(xfl)(xQ —z+1) +1)x7m6 —2P 2
) (@+D(@—1)2 =22+ 4F1) oo
e) <x2+\/§x+1)(1 —\/§m+x2) ........................................
£ (2% a4 1)
Factoriser
Calcul 3.3| — Petite mise en jambe. ]

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(62+T7)(6x — 1)+ 3622 —49 ..o
b) 25 — (102 4 3)% oo
¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ...

Fiche n° 3. Calcul littéral



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o

Factoriser les polynémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rapelle que la forme

2
<x+%> _b2——4ac] (ol a # 0).

canonique de az? + bz + c est a

4a?
a) 22 —20+1 ...l d) 322 +7x+1 ...l
b) a?4+4r+4 . e) 202 +32—28 ...l
¢) 2243 H2 . f) —bx?4+6x—1..............
— Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (z4+y)?2—2% . d) zy—z—y+1 ..o
b) x? + 6xy + 9y? — 16922 ........ e) a3 +afy+20t +2aytaty ..
©) wyt+zHy+l . f) y*(a®+b*) + 162 (—a® — b°) ..
— On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

¢) zt+ax?+1

d) (ac+bd)? + (ad — be)?

e) (ap+bq+cr+ds)* + (ag—bp — cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)? .

Réponses mélangées

2(3z — 4)(10z + 3) (a® + %) (* + d°) —2+ 122 — 172° + 82° — 32*

5z — 1)<x - %) (z— 1)y —1)

(a® + 02+ +d*)(p* + ¢ + 12 + %)

(x—1)(z+1)(2*+1) 2—x+a3 -zt — 2"

—8(2? +1)(z — 4)(z +4) (z+y—2)(r+y+2)

3 1
(x+1)(y+1) 82 — 6%+~ — = R N R | (2 +z+1)(z" —2z+1)

3<x—|— 7_6m> (x

(z +y)(z+1)°

74+ /37
++6\/_)

—1—3z—32% + 23

278
2° 4 22* + 2% — 2 — 22 — 1 (z +2)? —28 + 21z 1+ a2t ot 2% +1
(a® +0%) (y — 42%) (y + 42°) (14z + 3y)(—12z + 3y) —6(6z +7) (x—1)2

-2t —a?+1

1422+ 322 +22° + 24

2(m+—3_2/ﬁ><x+—3+2/ﬁ>

2 =22t 4 ad — 2?20 -1 (x+1)(z+2) 4(5x +4)(—=5x + 1) —8(x + 1)(z + 16)

» [Réponses et corrigés page [37|
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Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

004A

— Définition de la racine carrée. o
Exprimer sans racine carrée les expressions suivantes.
a) V(=5)2 o d) Q= VD2 .
b) (V3—=1)2 .. e) (B3—T)2
c) (V3—=2)2 ... f) (3—a)® ..
— Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2VB)2 ) B+VEI-B-VT)? . ...
4
b) 24V . f) ( 2\/3) ....................
2
¢) VA+2V3 g) (5 — ﬁ) ...................
V3

d) H6V2 o h) (V2+V3)2+(V2—V3)2 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
00
Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

2-3 1
A) e e €) o e

2+ V2 V23
b) V2-1 B V2+V3

;2 SSARERIELELERIELEE R T 7 1 SRSRREELEEEIELEERIELE
0 V2+V3+45 2 5+2V6 5216

V-2V SRNRLELERELLER LR AT BT ATA

o Vi-v2 b ( 5v2 )

JEB Bar1) e

oo

Fiche n°4. Racines carrées



Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

Calculs variés

calcul 4.5 — Avec une variable.

On considére la fonction f qui & « > 1 associe f(z) = vx — 1. Pour tout & > 1, calculer et simplifier les

expressions suivantes.

L f'(=@)
a) f(x)+ Ty d) Flay e
flx+2)— f(2) "
) flx4+2)+ f(x) e) flx)+4f"(x) oo
C) x -+ 2f(gg) _______________________ f) ff/’((xl?) ............................

— Mettre au carré. [
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) \/3+\/_—\/3—\/5 ................. b) \/3—2\/§+\/3+2\/§ ..............
— Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
a) ug ........................... d) Bexp 2P
2+V5
3+Vb
b) \/34+2V2 e) 2 2‘/_ ........................
2+/2 V241
C) A o f) —In—— ...
2-2 V2-1
alcul 4.8 0000

N 3 [ 125 125
Slmphﬁer\/?)—}- 9+2—7—\/—3+ 9+2—7.

On commencera par exprimer A% en fonction de A. .............. ...l

Réponses mélangées

G-l h(l4v3) a8 x/§+i—ﬁ _3+\/§+2\/§+\/6‘ .
(xf(f)—;% 1+v2 12 9—%\/5 3-2v2 1 3442
50 —25v3 |3 —aql —V3+2 127 10 20  V7-2
—~(V2+V3)  2V2 \/% 1+v3  —11+5/5  9+4/5 22
%xil —4(x —1)2 r—a2 -1 1+vVr—1 2—f—\/§+%\/6
VI5+VI0-V6—-2  1+v2  1-V1I0+V15 7-3  1+vV5 V3

» [Réponses et corrigés page |39
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Fiche de calcul n°5

Expressions algébriques

Prérequis
Identités remarquables.

Equations polynomiales

~ Cubique.

Soit @ un nombre réel tel que a® —a? +1 = 0.

005A

Exprimer les quantités suivantes sous la forme za? 4+ ya + z ol z, y, z sont trois nombres rationnels.

a) (a+2)3 ....... ¢) a'? ...,
1 1

b) a®—a® ... d) =+ ...
) a’—a ) a * a?

Jalcul 5.2| — Introduction aux nombres complexes.

Soit i un nombre tel que i2 = —1.

Exprimer les quantités suivantes sous la forme z + iy ou x,y sont deux réels.
a) (3412 ... c) (3—i)3 ...
b) 3—1)2 ... d) (3—-20)°% ........

Calcul 5.3

Méme exercice.

a) (4—5)(6+30) .......

b) (2+3i)*(2-3i)° .....

Calcul 5.4] — Puissance cinquiéme.

Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :
a) a’ —3a +4a® —a®+3a -1
4123

b) a1234 % a2341 % a3412

1234

c) H a”
k=0

e) Zak ....................................................................
f) H (2—ah)

c) (—4+i\/5>3

d) (—§+i§)3

S/

10
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Expressions symétriques

salcul 5.5 — Inverse. ]

Soient x un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
T
1 1 1
2 3 4

a) 74+ — ... b) z°—— .... c) 4+ — ...

) @t ) 2 ) o

salcul 5.6 — Trois variables. 000

Soient z,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose
a=r+y+z, b=zxy+yz+zz et Cc = TYz.

Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.

d) @YY+ 2)(ZHT) e

e) wryzdytrr 2Ty o

£) w4 R

0000

Méme exercice.

a) Y42+ +a)+ 2@ FY)

Y z

c) (x—y)(x—z)+(y—z)(y—x) Gon_y)
d a? y? 22

) ORI I 7 T i Rl s ey ST
.’13'3 y3 Z3

e) (m_y)x_z)—i_(y_z)y_x) (z—x)(z—y) .................

Réponses mélangées

—a®+1 —4 + 43iV5 8 — 6i ac a?—2b 8 + 6i a® + 3a a’—a—1
—9 — 461 39 — 18i a a®+2 1 0 31 a® — 3ab + 3¢ 0
a* — 4a%b + dac + 2b> 18 — 26i 1 -1 Ta? +12a+ 7 a’b — ac — 2b® 1

ab— ¢ 2197 ab — 3¢ 3 4a®> —a—3 a* + 4a®> + 2 1 —2ac + b2

» |Réponses et corrigés page [9]]
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles;;
e tous les parametres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du le discriminant
ne servent nulle part dans cette fiche d’exercices !

Recherche de racines

“alcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes. o

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2 —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —6r+9=0 ..., £) 202432 =0 ...t

b) 922 +62+1=0 ......cccvviin... g) 202 4+3=0 ..,

¢) 22 4+4r—12=0 ..., h) 2 4+42—-5=0 .....cccoeiiin..

d) 22 =52+6=0 ..ot i) 322 —1lz+8=0.......cccve...

e) 22 —Br=0 ..o j) b4+ 24x+19=0 ...,

— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) pP—1324+42=0................. d) 22 -8 —-33=0 ..........cuui...

b) 2 +8z+15=0 .................. e) 22— (a+br+ab=0 ............

¢) 2 F18T+T7T=0 ..o, f) 22 —2ax4+a®—b2=0............

— L’une grace a l’autre. )

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 14z +8=0 sachant que & =4 et TACINE ...........coveirriiieieaiiiiiieann,

b) 72?2 +232x+6 =0 sachant que £ = —3 €St TACING ... ......covrrrriiieeiiiiiiiaaannn,

¢) ma?+(2m+ 1)z +2=0 sachant que z = —2 est racine .....................oooii...

d) (m+3)2® — (m*+5m)x +2m? =0 sachant que x = m est racine .....................

12 Fiche n° 6. Equations du second degré



“alcul 6.4] — Racine évidente.

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du
trindme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

(b—c)a® +

(c—a)x+(a—=D) =0 oot

a(b—c)z? +b(c—a)T+c(@—D) =0 oo

1

xfa—i—xfb a b

Recherche d’équations

Calcul 6.5 — A la recherche de 1’équation.

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second
degré admettant comme racines les nombres suivants.

f)

S S
S S A
2 V3 et 2 =V

m+vVm2 =3 et m— VM2 =3

m+3 et
1
mtio o
m

Calcul 6.6 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la
valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2Mm A 3)T Mm% =0 oo
b) (m+2)2 —2(m — 1) +4=0 ..ottt
¢) (M43 2% +2Bm+ D2+ (m+3) =0 oo

Fiche n° 6. Equations du second degré
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Factorisations et signe

alcul 6.7| — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202 F T2+ 6= (T F2)(AT FD) ottt

b) —da? 44z — 1= (22 — 1)(@Z +D) oo

€) =322+ 142 — 15 = (2 —3)(aT D) ot iii

1 11
d) 5:102 + 2%~ 0= (2 =5)(AT +Db) <ot

e) 22T —21= (2 —VT)(ax+b) o o

— Signe d’un trinéme. L)

Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) 22— (V24 1) 2+ V2

b)  —a% 20 15

Réponses mélangées

2,3 a=1/2etb=38 —2/7 a—ba+bd ] — o0, —1] U [2/3,4+00]

222 — (4m + )z + (2m? +m — 15) = 0 m donc ab/m m=-3/4etz=23/4
m=—letzx=-2oum="7etz=2/3 1 donc —5 0, donc 5 a,b 2/3
a=-2etb=1 22 —2mx +3=0 22— 62 —187=0 22 —4x+1=0 —1/m
a=1etb=3V7 6,7 —1 donc —19/5 m?z? + (m —2m?*)z + (m* —m —2) =0
a=2etb=3 a=-3etb=5 1 donc (a —b)/(b—c¢) 1 donc 8/3
[—3,5] ] — 00, 1] U [V/2, +o0] 3,3 2,—6 m donc —(m + a + b)

-3,-5 1] 2m/(m + 3) 0, donc —3/2 1 donc ¢(a — b)/(a(b —¢))

x? =222+ 117=0 m donc m(a —b)/(b—c) ] — o0, —=1/2[U[4, 40| -1/3,-1/3

a + b puis 2ab/(a + b). m=letx=—-loum=—-letz=1 -3,11 -7,—-11

» [Réponses et corrigés page [94]
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Fiche de calcul n°7

Exponentielle et Logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

Logarithmes

006A

Calcul 7.1 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
1.1 1.1
a) 1n16 ........................... d) glﬂz*ilng ................
b) InbB12 ... e) n72—2In3 ...l
c) In0,125 ...t f) In36 ...
Calcul 7.2 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1
a) In I ERARRRRRRRERRERREETTEREERTE d) In500 ...
16

In(2,25) oo In— ...
b) Il( ’ 5) e) n 25
¢) In21+2In14 —31n(0,875) ..... f) In(6,25) ...ovinii
00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
ln7+lng+ +1n%+1nﬂ

5 3 99 TOO T
— Logarithme et radicaux. 00
7 1
a) On pose a = — In(3 4 2v/2) — 41In(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)? et
) D 76 I ) ( ) ( ) 1
En déduire une écriture simplifiée de a en fonction de In(v/2 —1)......oovvieeiieeeinn ..
b) Calculer 3 sachant que In 3 =1In(7 +5v2) + 8In(v2+ 1) +7In(v2 —1) .....oovniiiinn. ..
c) Simplifier v = ln((2 + \@)20> + ln<(2 - \/3)20) ............................................
1 -1

d) Simplifier 6 = ln<\/32+ ) + 1n(\/52 > ................................................
Fiche n° 7. Exponentielle et Logarithme 15



Exponentielles

Calcul 7.5

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Calcul 7.6

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Etudes de fonctions

— Parité.

Etudier la parité des fonctions suivantes.

2021 +x
: I
) friw— g
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo
e?r — 1
e
c) fs:w % 11
e’ —e "
d L o e

alcul 7.8 — Etude d’une fonction.
Calcul 7.8 Etude d’ f

e’ —e "

Soit f:axr— ———.
et +e 7T

a) Préciser 'ensemble de définition de cette fonction. ........ ... o i

fla) + f(b)
1+ f(a)f(b)°

b) Montrer que pour tous réels a et b on a f(a+b) =

c) Déterminer la limite de f en 400. ..ottt

d) Déterminer la limite de f en —00. ..o

16 Fiche n° 7. Exponentielle et Logarithme



00

On considere I'application

Rt — >R
| z——=In(l +2)

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e" —1) .o d) off () =1 oo
b) et @) e) ef’{:i)l) ...........................
o) —f(x*—2x)

Equations, inéquations

000

Résoudre les équations ou inéquations suivantes.

Réponses mélangées

1 2In5 —2In2 %ln(\/i—l) —2In2 —2In5 -17 —3In2 8
In3+411In2 1 -1 R impaire 3ln5+2In2 z+1n2 3In2
impaire %_T\/ﬁ 4In2 2In2+2In3 0 —% -1 impaire
ﬁ ok %mz —2 0 zel0,1]  17T+12V2 x21n1§+5 —lix
\/i_x T > g impaire % é o g In|z — 1] ?m(i+a)
—2In5+41n2 % 2In3 —2In2 —In3—2In2 x;—% 91ln2 e

» [Réponses et corrigés page |96|
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Prérequis

Fiche de calcul n°8

Trigonométrie

Relation cos” +sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin et cos.
Formules d’addition et de duplication. Fonction tangente.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

Simplifier :

) m n 3T n o7 n T

a s — — — — .
cos 1 cos 1 cos 1 cos 1

5 7
b) sin % + sin %

Propriétés remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.2
Simplifier :

a) sin(m —x) + cos(g + x)

b) sin(—z) + cos(m + z) + Sin(g - x)

Formules d’addition

Calculer les quantités suivantes.
) ‘ 5T ( T 4 T 571')
a cos12 ona6 1=1g)
T
b S e
) cos 1

Calcul 8.4

a) Simplifier : sin(4z) cos(5x) — sin(bx) cos(4x)

sin2x  cos2x

b) Simplifier :

sinx cosST

2 4
c) Simplifier : cosx + cos (x + ;) + cos <x + 7T)

d) Expliciter cos(3z) en fonction de cosx

(pour z € ]07 g [)

3

007A

o
)t 27r_|_t 37T+t 57T+t T
c) tan — + tan — + tan — + tan —
3 4 6 6
4
d) cos? & sin? S
3
o
) sin(5 — ) +sin(5 4 0)
¢) sin(-—x)+sin(=—+x) .........
2 2
d) cos(x—w)—i—sin(—g—x) ........
o
.o
c) B T e
™
d) tan-— ...
) tangg
4

18
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Formules de duplication

Calcul 8.5

™ ™
En remarquant qu’on a 1= 2 x 3 calculer :

Calcul 8.6
1 — cos(2x)

a) Simplifier : Sn(2a)

sin3r  cos3x

b) Simplifier :

sinx cosx

c) Expliciter cos(4z) en fonction de COST ...o..vuiin ittt

Equations trigonométriques

Calcul 8.7

Résoudre dans [0, 27], dans [—m, 7], puis dans R les équations suivantes :

c) sinz = cos YRR h) 2sin® z+sinz—

d) tanz=-1......... i) cosx:cosg.

Inéquations trigonométriques

Résoudre dans [0, 27], puis dans [—7, 7], les inéquations suivantes :

a) cosx>—7 ........ e) tanx>1 .....

(avec x € }0, g [) ...................................................

(pour z € ]0, g {) ...............................................

1=0

Fiche n° 8. Trigonométrie
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Réponses mélangées

{41 51} {%Jrkw,kez}u{ll—“Jrkw,keZ} R [0 3—”} [5—7T o ]

373 12 4 4’
o 3T _371' T 3 T 51 0 Tm 1lxw
4’ 4 47 474 4 26’ 6 6 6
T 137 Y " 9 ™ ™ \/6—\/5
{7,7} [5’?] 8cos®x —8cos”x + 1 {Z+k§,k€Z} —1
tan z {%—i—kw,keZ} {%Jrzkw,kez}u{%mkmkez} _sinz
T 5t s 5m 1
-, = 4dcos®x — 2 - —— [ —} —.2
{ 3,3} cos” x — 3cosx { R 6} 0,6 U{ﬁ, w] P
T T s 5t Tmw 117
{7+2k7r,k€-7[,} U {—?+2k7r,k€Z} -1-3 [O, g} U [F’F] U {T’%]
o [Ee] Gl e
"6 | 67 472 27 4 472 27 4 2
57 7w 37 bwiw V6 — 2
{ + km EZ}U{F-FICTF,kEZ} 2cosx {Z,I,Iz} T
g 1 © 7 T T T 37 0 5_71' z E 5_7T { E E}
R G Gl CI 676676 T
[ 37 37 T T T 117
- = —m,—=| U= RN z =T 49 z
0 4,4} [77, 3]U[3,7T] {6+k7r,ke }U{6—|—k7rke }

127127 127 12 66 6’ 4 4’ 2

_ _5_7r_ U {_E E} U 5_7T 5_7r 9_7r ].].7T T w 1lw S
76 | 66 6" 14’14 120 127120 12 14
T dw 3w T bmw 77r ].].’R' 157 V3 -
— =, — P 0 U , 2
6’6 2 373 8 \/_—1—1
3n w T s 97
{—— ——[u[— —[ {——i—k keZ} {—+2k7rk€Z} {ﬁ—i-ler,keZ}
@]

-{71' 17 137 237r} {w 5t Tw 117r} [0 371'] [777 27r] V2 4+ 12

o

T
14

,_n

4’ 2 4’2 6 3’
25_71' _3_71'2 [7r 7T|: b 3w 242
4’ 4 474 4’ 2 42 2
% T 3w Wi 27 -7 T T
S == — il Tyo Z T z
[ L R VL R = Y S ISP

» [Réponses et corrigés page |99

20 Fiche n° 8. Trigonométrie



Fiche de calcul n°9 008A
Dérivation

Prérequis
Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

Application des formules usuelles

— Avec des produits. o

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

a) TERet fl#) = (2?2 +324+2)(22 —5). oo

b) z€Ret f(x) = (2 +324+2)(@% —5). oo

¢) ze€Ret flx)= (2% =22 +6)exp(22). .ovvvriiii .

d) 2 €]2,+oofet f(z) =B —z)In(z —2) ..ot

Calcul 9.2| — Avec des puissances. O

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) zERet flm) = (2% —52) . .o

b) ze€Ret flx)=(22° +4x — 1) ...

¢) xE€Ret flx) = (sin(x) +2cos(z)) ..o

d) zeRet f(x) = (3cos(x) —sin(z))® ...

Calcul 9.3 — Avec des fonctions composées. o

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) ERet f(@) =In(@? + 1) oo

b) ze]l,+oolet f(z) =In(In(x)). «.cooviiiii

¢c) r€Ret fla)=2—m)exp(@®+2). .

d) zeRet f(x) =exp(3sin(2x)). «.ovniriiiiii i

Fiche n®9. Dérivation 21



Calcul 9.4] — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

222 — 1

R et = SIN ().
a) reRet f(x) bln(x2+1)
2c + 1

b) z€Ret f(w):cos(x2+4). ....................................

c) z€]0,mlet f(a)=/SIN(X). .oooii

d) z€]0,+oo[ et f(x) =sin(Va). ...

— Avec des quotients.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

2% 4 32

a) xeRetf(x):m.

b) z €]0,+00 et f(x) = e

cos(2x + 1)

c) vERet f(r) = —5———

2 +1

B 222 + 3z

d) ze|l,4oofet f() = ———— oo

In(x)

Opérations et fonctions composées

Calcul 9.6

Déterminer I'expression de f/(z) pour f définie par :

a) x€R*et f(x) =2’sin (%) ......................................

b) z€]—3,3[et f(z)=

¢) x6]1,+oo[etf(x):ln( iji) ..............................
d) ze€l0,mlet f(z)=1In (blzx) ...................................

22
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Dériver pour étudier une fonction

00
Calculer f’(x) et écrire le résultat sous forme factorisée.
) zeR\3,—2et f(x) L + !
a) ,—2et f(z) = e
33—z 24z

b) z€]—1,4oo[et fz)=a® —In(x+1) ..ooorriiiiiiii .

¢) ze]l,+oofet f(x) =In(a? +2 —2) — i+2. ....................

d) ze]—1,400[et f(m):xi—l—m—ﬂn(x—i—l). .................

+1
e) z€l0,e[Ule,+ool et f(z)= % ..........................

Réponses mélangées

5xt — 62% + 4z — 15 z cos(x? — sin(z) (22? — 2z + 10) exp(2z)
x sin(x)
8 cos?(z) — 6 cos(x) sin(x) — 4 6 cos(2z) exp(3sin(2x)) ﬁ
B (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1) oLy 1
2 RS 1 2z sin (E) cos (;)
(2z + 3)(2sin(z) + 3) — (z2 + 3z) X 2cos(x) 5.2 _ 2
(2sin(2) 1 3)2 T (2 dr—Dew@+a)
cos(x) x? 2 6z (2932 - 1) 2z
o sin(@) @412 pl-@)? (@412 Va2 41 2211
10z —5 (4 4+ 3)In(x) — 22 — 3 VI 9
CEFECRETE (n(2)? R N TR Y
23 ) 2 1++3 1-3
NG x—l—l(m—’_ 2 )(“ 2 )
2 2 _
% (62 — 1) In(z — 2) + ?’i - ; —3(3cos(x) — sin(z))?(3sin(z) + cos(x))
202422 -8 . 2r+1 cos(y/z) 3 5
R n(x2+4) s 4(22° + 42 — 1)(32* 4 2)

» |Réponses et corrigés page [101]
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Fiche de calcul n°10 009A

Primitives

Prérequis
Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

Pour chaque fonction a intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1 o

Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.

Calcul 10.2 ')

Meéme exercice.

a) VIFt—Vt....o. c)

Utilisation des formulaires

Calcul 10.3] — Dérivée d’une fonction composée. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

Calcul 10.4] — Dérivée d’une fonction composée — bis. 00
Méme exercice.
In®t 1
B) e d) ——=
) = ) 2/t
1 of 4ot
T e) o= SESEISRISNS
8e?t et
C) (3 — th)B .................... f) th ...........................
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— Trigonométrie. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

cost
a) cos’tsint....... g) tant ........... 1) A —smp?
i 1
b) cos(t)e™™"....... h) tan®¢...........| | ) ——
) 1+ 4¢2
tan® ¢ t
c) tant ............ ) n2 ........... ) c_
cos=t 1+ e2t
M P | Arcsin(y
1 —sint cos?(t) /tan t o e
sin v/t 1+ tan2t
e) N RREREE k) + a2n ....... D) 1
tan®? V1 — t2Arcsin(t)
p costmnd)
t
— Trigonométrie — bis. 000
Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.
9 sin(2t) 1
a) CoS“t............ —_— f) ——7+—...
) 1 +sin?¢ ) sin?(t) cos2(t)
. 1 1
b) cos(t)sin(3t) .... e) ————— ..., g)
S fcost S
c) sint.........
— Fractions rationnelles. 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.
?4+t+1 3 +1 t—1
a) ——5 e d) —— . 8) g
t t+1 t*+1
2 +1 t—1 t
b) ——— . —— h) ———.........
) t3 ¢) t+1 ) (t+1)2
1—1t6 3
C) 1—¢2" 777 f) PO T

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Calcul 10.8 000
Pour chacune des expressions suivantes :
e dériver puis factoriser I’expression ;

e intégrer ’expression.

a) t2—2t+5 ... e) e* et .
1 1 3t—2

b) t72+¥ ......... f) [

1 t2

C) \/-E_t? ........ g) m ..........
1 1 3t—1

d) —4+—— ....... h) —— .........

) t\V/t ) t2+1
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i) sin(t)cos?(t) ...

sin 2t
1+ cos?t

j) sinh(t)cosh(t) ..

sint
m P —
2+ 3cost

t
V1—1t2

— Bis repetita.

Reprendre I'exercice précédent en commencant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

Réponses mélangées

1 3cos?t —1 1
In |t +1 4+ — P ﬂc—iTﬂz puis — In(1 + cos?(t)) cost(3cos® t — 2) puis —3 cos® t
lnt - 1 t(t* +2) D R
puls lnt——ln t Zln|tan2t| In|t+1] RS TS puis gln(|t -1
1 4t
In|l—e ' +ef sinh(t)? + cosh?(t) puis = sinh?(t) —cost + = cos> t -—— _cos(t)
2 3 3t2 4
1 1
—et Int — Y5 t—2In|t+ 1| In(1 + sin? ¢) gArctan(3t) 3 In(1 + %) — Arctan(t)
3 45
In | tant| lsi1r1(7rhat) t+ i + i SR 1‘caJn21f+ln|cost| —2cosV/t
- 375 (1+32)2 2
- 3 2t B YRNRNTN SO TR v 1 . /
—1In |]_ — smt| —m 2e”" — 3e puis 56 — ge m puis — 1—12
2 2 1+1Int 1
— L T In|Int —V1-12 = (Arcsin(t))?
G —1e2t)2 1 5 T3 n|t+ 1| a2 Pusln |1n | 1 ; 2( 21"CSln( )1)
22 : 4 . 3
e— 6(1 +2t%)> tant — ¢ —Arcsin(2t) 1 tan® ¢ i + 74 buis §t2 + %2
2 t
ﬁ puis In(2 + ) Arctan(e’) —cotant + tant —In|cost|
e
1 t(a2t 1 t2 t3
2(t — 1) puis gts — 12 + 5t —%) puis Arctan(e') 2vInt t— 5 + 37
1 2tsin 4 cos 1 . 1/2 1
3e372 puis §e3t_2 —# puis cos n esint —3 (; + 1) puis -+ In [¢|
1 1 Int —sinlnt
(1- 2752)6_t2 puis —§e_t2 5Arctan(2t) w puis — cos(Int))
2 t in (2t 2_9t— 1
3 In|1 + 3| 3 Slni ) _% puis g In(t*> 4+ 1) — Arctan(t) -3 cos® t
1 1 1 3 2 2 3 3.4
- t+Int— - 2vtant —(1 t2)s —(14+1t)z —-t3
2 (1 —sint)? it an FAHTEE SR g
2cost+3 1 1 4t 2t
In |Arcsin(t)| % puis —3 In|2 + 3 cost| 1 In*t _cosé ) Cosi )
4 31 11 2 1 3 1
A S R 2 1n(1 + 3¢2 __9 L2t
B apn PU T3 g ghEst) tr2  2°

» [Réponses et corrigés page |104]
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Prérequis

Fiche de calcul n°11

Calcul d’intégrales

Primitives usuelles, composées simples.

Intégrales et aires algébriques

b
On rappelle que

a
repere lorsque les bornes sont « dans le bon sens ».

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3
a) / 2 +e¥da .
-2

-3
b) / |sin 7z| dx
5

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

Calcul d’intégrales

b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(z)dx = F(b) — F(a), que l'on note [F(x)] .

Calcul 11.3] — Polyn6mes.

Calculer les intégrales suivantes.

3
a) / 2dx o
—1

—1
c) / sin
0

8
d) / 1—2zxdx ..
2

Calcul 11.4)] — Fonctions usuelles.

Calculer.

§
a) / sinzdr ...

b) /6 coszdx ...

us
6

c) /de
E

100 1
d / —dz ...
A

dx ...

2
e) /sinxdm....
-2

010A

f(z) dz est laire algébrique entre la courbe représentative de f et ’axe des abscisses du

Fiche n°11. Calcul d’intégrales
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Calcul 11.5| — De la forme f(azx +b).

Calculer les intégrales suivantes.

alcul 11.6] — Fonctions composées.

Calculer les intégrales suivantes.

3
T —2
———dx ...
2) /1 22 _dz 15"

— Divers.

Calculer les intégrales suivantes.

1 ex
———dx ...
2) /0 ey 2er 11

3

b) / e +1|de ...
-2
2

c) max(1l,e*)dz ...........

Réponses mélangées

Positif 2 —e3 —1n3 0
1 s V2
-1 (1 —) g Y2
s nit 2 6
1 2
L2 s gy
30 4101 8
50 177 14 Positif

1
d) / chade ...
0

2(e® —1)
3e —4 18 78
0 Négatif
1 1
2 (1 B g> 1

00
d) /6 sin(3z)dx .............
e) - d
——dz ..
0 AV 3[6‘ + 1
P
f) /ﬂcos(g —x) de .........
00
3
d) / sinz(cosz)®dx ........
-z
1
e) / ze® “tdx
0
1
x
f de ...
) /0 (x2 +1)4 v
000
d) / Sez2me
1 x
e) /2 cos(2z)sin(z)dz .......
0
f) /4 |coszsinz|dz .........
-5
00

11 7
2 e+1 0 1 0 48
2 17 1 2
“ 2! In| -2
3 2 384 (ﬁ)
99 1

2 [ p—
¢ mwo ° 3 0
8 5 1 v3 1
3 2 2 2 3

» [Réponses et corrigés page |107|
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Prérequis

Primitives, dérivées, intégration par parties.

Fiche de calcul n°12

Intégration par parties

011A

On rappelle le théoreme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C'([a,b],R) et si v € C'([a,b],R), alors

Intégrales

Calcul 12.1
Calculer :

™

z
a) / tcostdt ...... .. ... ..
0

Primitives

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

a) x+— (—x+1)" ...

c)

x — arctan(z) ......

Fiche n° 12. Intégration par parties
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales. 000
! 3
a) / (243t —4)e®dt ..o b) / elsintdt ...
0 0
— Calcul de primitives. 000
Calculer des primitives des fonctions suivantes.
a) x> sin(x)sh(z) .... ¢) zr+— (zlnz)? .......
b) z—In®z ........... d) z+— grrecos(@) o

Réponses mélangées

In(2))%2"® — 21n(2) — 2 4 2 1
(In(2)) n(2) i dn@) - th@) -2 mE)-247
(In(2)) 2 2 2 2
R—R 2v/2 N 4 RY = R
1
z = 5(— cos(z)sh(x) + sin(z)ch(z)) 3 3 z— xln®z —2xlnz + 2z
1 2 8 4 J-L1 =R
T _“m2e-2 4 V2@ -ov24+- 1 )
4 2 32 3 9 9 N _earccos(x) (33 _ \/1_—$2)
2
. R% — R 5, R - R
- — ——e
2 x 3 1ln2ac—glnm+3 2 z = (—x 4+ 2)e”
3 9 27
R—R e +1 R—R
2 1
x — wxsh(z) — ch(zx) x — zxarctan(zr) — 5 In(1 4 2?%)
R? - R
TV * om2-> T_1
12 2 1+ 4 4 2
x

» |Réponses et corrigés page [111]
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Prérequis

Fiche de calcul n°13

Changements de variable

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

012A

Calcul 13.1 00
Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.
1
a) / V1—t2dt avec t =SINO ... ... ..
-1
S
b) / —dt AVEC U = VE oo e e e
1 VIV
'
c) / —dt AVEC U = €1
0 cht
z
d) / sin®t cos t dt AVEC U = ST T o vttt ettt e e e e e
0
bl
e) / sin® t cos® ¢ dt AVEC U = SINT .+ttt
0
v
f / dt AVEC U = VE ettt
) 1tV
00
Méme exercice.
T int
a) / LY AVEC U = COST v vttt ettt et et
0 34cos?t
L
b) / —dt AVEC U = € ettt ettt e et e e
0 2+et
o
¢ ——dt AVEC U = = — L ot
) /2 Vit — 12
L
d) A m dt AVEC & = 0AN U v v vttt e e e
/ RSN
_— AVEC 1 = o ettt ettt e
Vat/t? —1
92
Int
f) / % dt AVEC U = INE oottt e
e t+tln“t
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Changements de variable et intégrations par parties

alcul 13.3

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur

de l'intégrale.

4
a) /e‘/{dt avec u = V1t
1
Yn(yi— 1)
b /—dt avec u =/t
AN

Calculs de primitives par changement de variable

oo
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
i cosx +sinz
a) mG}O,—{»—>,— AVEC U = CAN T «vv e eeee e
2 sin z cos?
b) zeR+— L
X — AVEC U == € i ittt ittt ittt i e
1+ th(z)
c) reR — —— avecu=+ver* —1 ........ .. .. .. ..
et —1
d) xGR*H; avec u = v/x
Y g eusVE
1
e) T>1r— ——— avecu=+\/x2—1 .......... .. ... ...
zvr? —1

Réponses mélangées

R — R
eo(3) ' T
T 2arctan( e? — 1)
1 1 R* — R
57 - ) —2((V3-1)In(vV3-1)—4+2V3
x = éln(xg—i—l)
JI,+o0[ — R 7r 1. (2e+1 1 7 ™ 1
i L e
2 2 3 4 8 12
x +— arctany/a? —1
R — R . Jo.2] - R
PR 2arctan(e)—§ 2
A S x +— tanz + Ilntan(x)

» |Réponses et corrigés page [114]
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Fiche de calcul n° 14 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trinéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Premier cas

alcul 14.1 ]

Calculer les intégrales suivantes.

| L |
m dt ....................... b) T_A'_l dt ......................
1 1

&Y
a2

00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

1 2

Deuxiéme cas

00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-
minateur des fractions en jeu.

1
2 2 5 2
1+t+1t 2 142t t
o [ y [PLEEE,
1 =

1+1¢ 4t + 5

Troisieme cas

’
Dans ce troisieme cas, il s’agit de reconnaitre un expression du type *-.

)

Calculer les intégrales suivantes.

1
) 1
2t +1 2t
————dt .. b ——dt
) /1t2+t+1 ) /; E+d

calcul 14.5 00

Soit @ € RY . Calculer les intégrales suivantes.
V2 t+ L 1 t
a) / 2 g b) / At
1 2+V2 % at? +1
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Quatriéme cas

Calcul 14.6| — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale.

a) Quels sont les deux zéros de t —— % — 3t + 27 i

b) Trouver deux réels A et B tels que

1 A B
tout t € R\ {1,2 it =
pour tout t € R\ {1,2}, on ai ) 1T 3

4
2
c¢) Calculer / Al
) s (-2

Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.

Soit a € ]0,1[. Calculer /
0

Cinquiéme cas

— Une primitive a retenir.
Soit a € R*.

1
a) Calculer la dérivée de x — — arctan(g) ............................................

b) Donner une primitive de z —

Jalcul 14.10)

Calculer les intégrales suivantes.

alcul 14.11

|
Calculer / e Al

1242
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Synthese

Calcul 14.12] — Mise sous forme canonique.

Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).

1
2 2
a) z+ax+1 .. c \/§x +—x+\/§
) ) 7
b) 222 —3z4+1 ..., d) ar® +a’r+ad® ...

Jalcul 14.13
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
_—dt .. ) | —dt ...
2) /0 11212 2 /0 1—t+2
0 =
1 1 1
b ——dt .. d
) /_11+t+t2 ) /0 6t2 — 5t + 1

Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.
3 1

S

13242t 4§

1
1
b) /0 t2—(2a+1)t+a2+adt

Un calcul plus difficile

calcul 14.15

1
Calculer /
0

1+

Réponses mélangées

27 33 ™ 1 Va—a ™ 1 51, 21 1 T
53 "% s 2/ ln(awa) 1 wstun §<ln(2)+%>
2111%1 1n(a2a2 1> 1n(2 V21 ) 12 lng let2 iln% iarctan(%)
%m(“;l) (x—l—%)z—i-g 2(35—%)2—% 32% 2ln% \/5(374—%)24-\/5%
In(2) %mg a(x—!— g)2+ 3%3 ln<;> In(a+ 1) %m(%) 2L\/§
pe —(11—:132 ln(%) g +1n(2) — In(3) A=—-letB=1 2ln%L %

>

|Réponses et corrigés page[117]
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Prérequis
Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.

Fiche de calcul n° 15

Systemes linéaires

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

Calcul 15.1

Résoudre dans R?.

o {

214y = 16
b) {x_yy: y

r—2y =1
3z+4y = 13

Calcul 15.2| — Systémes avec parameétre.

Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.

3+ 2y =2
2z 4+4y=a

a){
v {

T—ay=3a+2
ax +y=2a—3

c)

d)

Systemes de 2 équations a 3 inconnues

Calcul 15.3

Résoudre dans R3.

a){
b){

r+2y+z=1
3r+y—22=3

3r—2y+2=6
r+2y—z=-2

c){

d){

Systémes de 3 équations a 3 inconnues

Résoudre dans R3.
T+2y—z2=-3

a) 2r—y+2z=28
3r+y+2z=11

a—b—c=-7
b) 3a+2b—c=3
da+b+2c=4

0014A

3z —6y=-3
204+2y=2

3x—4y:—\/§
62 +2y=3V2

z+ 2y =3a

22 + 3y = 5a — a?

xr—y+32=5/2
T+2y—z=3/2

S5r+y+2z=-5/2
20 —y+2z=-5/3

r+3y+z=1
20 —y+2z2=-1

r+10y+2=0

3x+2y+32=0
20 —y+2z2=-1

dr+5y+4z=1
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00

On considere le systeme d’inconnues (2,7, z) € R? et de paramétre a € R :
r+y—z=1
T+2y+az=2
2 +ay + 2z = 3.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a proposées.

a) a=0 ....cooiiiiiiii C) =3 i
b) a=-2 ... d) aeR\{-2;3}. .........
000
On considére le systéme d’inconnues (z,y, z) € R? et de paramétres (a,c) € R? :
r—az=c
ar—y=-c
ay—z=c.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

00

On propose le systéme d’inconnues (z,y, z) € R3 et de paramétre A € R :
dr+y+z= A
r+4dy+z= Ny
r4+y+4z= Az

Résoudre ce systéme pour les valeurs de A proposées.

Réponses mélangées

{(7,2)} Az, z,2);x€R} 2,-3)  {63,-1)r  {BD}  {(z1-4z2); zeR}
{(maya _x_y); (x’y) ERQ} %) {(25_173)} (a_2a27a+a2) {(05070)}
a -1 3 V2 V2 13 5 1 4
{(1,4,3+2y);y € R} o) o] {(1+2,—22);z € R} {(1,L,L)}
a2 a — (127(17 7(12 a ]- 2 1 5 2 3
{( Ao et ail“”} {<§,§>} {(1—3‘”1—3“2’@“—5‘12)}

@z {2-sFoer) (@R - -lower) (1)

» |Réponses et corrigés page [124]
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Fiche de calcul n°16 015A
Nombres complexes
Prérequis
Forme algébrique et forme exponentielle.
Pour s’échauffer
Calcul 16.1] — Ecriture algébrique. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.
a) (246)(541) oo e) (2-3)" ..
. . 1
b) B—1)(441) ..ccovvriin.. £) ——
3—1i
2 —3i
o) (A=30)7 ...
) (-3 9

d) =201 +20) ... h) e 5
— Forme exponentielle. L]
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
a) 12 ..o e) —2el
b) —8 f) 5—=51 ..
C) V3L oo g) —5+5V3
d) =2 ..o h) elF 4el®
Un calcul plus dur
— Une simplification. 000

1+V2+i

On pose 2 = —————.
P 1+v2—1i

a) Calculer |z] ...

b) Mettre z sous forme algébrique .............. . il

¢) Calculer 22?1

Réponses mélangées

. 3 1, . 4 19.
].3—1 E—i_ﬁl ]. 4+321 E_El
5 L Se~ il L
ST S N
V2 V2 V2 V2
8el™ 3e'Z 2¢ 12 2 cos (%) et

2618%
12

7 —24

—119 + 120i
V3,
2

N | =

2m;

10e™ 3

» [Réponses et corrigés page |129
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Fiche de calcul n°17

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis
Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Linéarisation

016A

Calcul 17.1 o
Linéariser :
a) cos®(z) ..., d) cos(3x)sin®(2z) ...
b) cos(2z)sin*(z) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..
¢) cos?(2x)sin?(z) ... f) sin(4a2)sin(3z) ...
Arc moitié, arc moyen
Calcul 17.2 00
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel? avec r > 0) :
a) 14es ..., e) —1—els ...
b) 1+e® . f) 1—efs ..............

(x 1 !
c) e'v —1 ... ) + .

1—e'12

d) 1+ie's ... h) (1+e16)27 ..........
Calcul 17.3 L)
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re', avec r > 0) :
a) % 4t b) €% —elz L.
Délinéarisation
Calcul 17.4 ')
Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(z) :
a) cos(3z) ...l b) sin(4z) ...............
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Factorisation

alcul 17.5

Factoriser :

a) cos(z) + cos(3z)

b) sin(5z) — sin(3x)

Factoriser :

a) sin(z) + sin(2x) 4 sin(3x)

b) cos(x) + cos(3z) + cos(bx) + cos(Tx)

2m 4
c) cos(z)+ cos(a: + ?) + cos (x + —

3

Intégrales

Calculer :

00
c) cos(z)—cos(3z) .....
d) sin(3z) +sin(5z) .....
000
7
00

Réponses mélangées

1 1 3 1 1 3
—=cos(6z) + - cos(4x) — = cos(2z) + — — cos(3z) 4+ — cos(z) 4 cos®(z) — 3 cos(x)
8 4 8 4 4 4
137 ~ 1 1 1
2 cos (%) el 2 s1n(%)el% ~1 cos(4x) + 3 cos(2x) — 1 2 cos(4x) sin(x)
coséQz) + 3 002(535) + cosé3w) + 3 cos(z) 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(x) 2 sm(%)e_‘%r
—2cos L eI QCos(i)ei% C?S(E)e% 2 cos om oTE
12 12 sin(35) 12
3z o3
sin( %" ) sin(2x \5m 1
( 2 ) ; (22) 2 cos(2x) cos(z) 2sin(x) sin(2x) 2 cos(£>e‘?_ —(e™ —2)
sm(§) 12 5
T+1 1 1 1
227 cos?” (%)e‘z 2sin(4x) cos(x) 0 ¢ ;_ ~1 sin(11x) + 1 sin(5z) + 3 sin(3x)
Sln'(Sx) 2Sin(1>e% _ sin(9z) n 3sin(5z) sin(3z)  3sin(z)
2sin(z) 12 8 8 8 8

» |Réponses et corrigés page [131]
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Fiche de calcul n°18 0017A

Sommes et produits

Prérequis
Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carré, logarithme népérien).

Si ¢ est un nombre réel et si (m,n) € N*2 et m < n, on a

~ o _n(n+1)(2n+1) p ) " ———— sig#1
PG DIV R T
k=1 k=m n—m-+1 sinon.
Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.
Calculs de sommes simples
Calcul 18.1 o
Calculer les sommes suivantes.
n+2 n
a) Zn .......................... c) Z(3k+n—1) ................
k=1 k=1
n+2 n—1
k—4
b) D Tk o d) (3> ...................
k=2 k=2
Calcul 18.2 00
Méme exercice.
n n
a) Y k(k+1) .o d) Y oaksmTh o
k=1 k=0
b) > (4k(R+2)) e) > (T"+dk—mn+2) ...........
k=0 k=1
— 1 n
o) Y o3F f) gt
k=2
Calcul 18.3| — Produits. L]
Calculer les produits suivants, ot p et g sont des entiers naturels non nuls tel que p > gq.
q n
a) H 2 c) H SVEXE ...
k=p k=1
n 10
by I[3% . d Ik
k=1 k=—10
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Changements d’indice
Calcul 18.4

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) Zn—f—l—k avec J=n4+ 1 — k. oo
k=1

"1 1
- —_— ) = L — ke
b) ngk 1o Aveed n + k

c) Zka avec J =k — L. o
k=1

n+2

d) Z(k—2)3 AVEC J =k — 2.
k=3

Sommes télescopiques, produits télescopiques

Calcul 18.5] — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.

n+2 n ]{Z
3 3
a) Y (k+17° =k ... c) TERY RIS
k=2 k=1
n 1 n
- d Ex koo
b) Zln<1+ k) ............. ) X
k=1 k=1

Calcul 18.6] — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

Lok - 1
a) T ................... C) (1 — k) ................
k=1 k=2
Lok +1 i 1
b) T RRRRRRERRRIEERRRRE d) H(l k2> ...............
k=1 k=2

Décomposition en éléments simples

Calculer les sommes suivantes.
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Sommation par paquets

“alcul 18.8

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calculer les sommes doubles suivantes.

1<i<j<n

S S (2 o )

I<is<gsn

Réponses mélangées

JRACERS n%(n+1) 0 n(5n + 1) n(n+1) In(n!) T(n+1)(n+4)
2 1) 2 2 2
n+1 1 n(n®—1 1
1 —4n? — - 1- 2t L 9(1 —2n 2n?
n 5 - 5 +111+1 n +2( ) n°+n
n(n+1)(4n —1) n(n+1) a1l =(3)" 2 n+l
L V- 7 1 "(n)
5 5 i 5 3 nl—i- 1 5" (n )2( 10)( 2)271
+1)(n+
90-p+1 -1  —(m-1 4 - LR A
; , (n+12) 5 A A ST
nin 4+ ) rn 4* S ) +n+4)  nn+2) % In(n + 1)
3 o3 n(3n+1) 9 on—2 n(n+1)(7n? + 13n + 4) 1
(n+2)" =2 2 53 1 12 L= o

» [Réponses et corrigés page |134]
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Fiche de calcul n°19 018A

Coefficients binomiaux

Prérequis

Factorielles. Coefficients binomiaux. Formule du bin6me de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et coefficients binomiaux

Calcul 19.1] — Pour s’échauffer.

Donner la valeur des expressions suivantes :

) 101!

a 99' ..............................
10!

b) ? ...............................
1 1

C) E — Bl e

~alcul 19.2] — Pour s’échauffer — bis.

Q) @) ..............................
) @) ..............................
[ 4x (Z) ..........................

Ecrire les expressions suivantes a ’aide de factorielles, coefficients binomiaux et le cas échéant a l'aide de

puissances.

a) 6XTX8X9 ...o.oi....

6XT7Tx8x%x9

b) m ...........

Calcul 19.3] — Avec des parameétres.

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.

Calcul 19.4] — Avec des parameétres - bis.

o
2)!
a BEDE
n!
o) 1 n
" 7(71_’_1)! ...........

¢ (n+1)! nl

) W_ﬁ ..........
00

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

1 1 1

Ol I vy e vy eareg TIRIRES
b (3(n+1))! (30!

) a3(n+1) ((n+ 1)!)3 -~ a3 % (n!)3 ........

44
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Autour du bindme de Newton

— Le binéme de Newton. o
Calculer les sommes ci-dessous a I’aide de la formule du bindme de Newton.
~ k(1 ok (T
a) Zz<k> ............. SIIE (k> ..........
k=0 k=0
b) i DR d) i oht2 (1)  gan-kil
k k
k=0 k=0
00
a) Développer a laide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" + (1 —1)" ..........
5] n
b) Calculer ) ( ) ..................................................................
p=0 2p
Calcul 19.7 00
En utilisant la fonction  — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer
" /n " /n 9
SID D () IR SISl (4 ET R
k=0 k=0
" /n " /n 1
b)Z()xk ............ d)Z()x— .......
k=0 k k=0 k k+1
00

a) Donner le coefficient de ™ dans le développement de (1 + )"

b) Donner-en une autre expression en développant le produit (1 4 )™ (1 + )"

n

c) Calculer Z

k=0

Réponses mélangées

2n (2n+1)! n 1
MET O ! n —
(n) 56 o 10100 2" xnl 3 (n+2(n+1) 5
383n+2)(3n+1) 140 G 9! n(n—1)(n —2) (n+1)3 n(n —1)
a3(n+1)2 5! 6 nx (n+2)! 2
n 2
2n n k+1
5 0 2n! 2" 720 1)2"?
C) e 2 6) M
L5)
n+1 _ | _ 2
12 % 157 1 2 1 o1 n! x (n—3) 9 9 5 n
(n+1)! nt1 92n+2 4 =\

» [Réponses et corrigés page |139
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Fiche de calcul n°20

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis

Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

Calcul 20.1] — Fonctions circulaires réciproques.

Calculer les valeurs suivantes.

(1
a) arcsin (2) .................
arcsin (?)
b) ————
arccos (@)
c) arccos (1
T5) e

e) arctan(l) ...................

1 1
f S+ =)
) arccos<3 + 6)

Calcul 20.2] — Valeurs de fonctions hyperboliques.

Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour x € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(x).

Calcul 20.3] — Identités de trigonométrie hyperbolique.

Soient x et y des réels.

Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.

a) ch(z)sh(y) + ch(y)sh(z) ................ ..

b) ch(z)ch(y) —sh(x)sh(y) ...........cot.

Résolution d’équations

Calcul 20.4] — Fonctions z — a”.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

019A

9.’t
a) 37—? ............. c) 2°=3x4" ..........
b) 4" =2x2% ... ...... d) 10 =4 x 5% x 97 ...
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— Fonctions x — a” : plus difficile.. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.
On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

) 2% AT = A

D) 167 — 3 X A% £ 2 =0 Lt

€) 22X 0% — BT — B = 0 L

Calcul 20.6| — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et 2 € R pour les autres.
a) arcsin(z) = % ........... d) arcsin(sin(x)) = g ......

o 1
b) cos(arccos(z)) =0 ....... e) arcsin(sin(x)) = g e
c) arccos(cos(z)) =0 ....... f) tan(arctan(z)) =1 ......
Calcul 20.7] — Equations avec des fonctions hyperboliques. 00

Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue z € R. On rappelle que, pour © € R, on pose th(z) =

sh(z)/ch(z).

a) ch(z)=vV5 ... d) ch(z)<4 ..o
b) sh(z)=1 ...........coi. e) sh(z)=3 ...l
1
c) th(z)== ..., f) th(z) < CURRRRERREERRELIRREERPY
Dérivation
alcul 20.8] — Quelques calculs de dérivées. L
Dériver les fonctions suivantes.
a) T+ 27422 ..., c) xr—ax® Ll
b) z— o Q) oz @
5% 4+ 1 arccos(z)
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— Quelques calculs de dérivées — bis.
Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour = € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(z).

a) x+— arcsin(z?) ..... ¢) x+— arctan(th(z)) ..

b) z+— ch(z)sh(z) ..... d) z+—sh(ch(z)) ......

“alcul 20.10 — Deux dérivées importantes.

a) @ arcsSin(Z) 4 ArCCOS(T) .t vt ettt

1
b) z+—— arctan(z) + arctan(;) .......................................................

“alcul 20.11] — Dérivées plus compliquées.

7. . . . . o . — 2
Dériver les fonctions suivantes. La fonction F' est une primitive de 2 — e™% .

) T V1 =224 2arcsin(@) ...

1
d) x+— zarctan(z) — 5 IN(Z2 4 1)

Réponses mélangées

T T 4 2]€7T, ke
_, 157 In(3/5) + 3" In(3) 3 ch(z + 1) sh(z +y) {3 } ™
(5% +1)2 5 ) 4
U{3 +2km, ke Z}
Ly okr keZ
% Z {3 <7} z = (In(x) + 1)z” } —00, % ln(3)}
n< 0/3) U{7r — % + 2km, k € Z}
4 T ™
In(1 +v?2) 3 il P 1 [~ In(4+v/15), In(4+V/15)]
VE-1
7r 7r In(3) ln( 2 )
x — arctan(x) 3 3 ") n(3) 1 {ln(S +V10), [
™ . ™ In(2)
{§+k7r,k€Z} — In(2) x 2% 4 2z 5 0 1 x—0 n(3) x—0
Vi7-1
1-th’(x) 1 TR IH(T)
lng; zr>aresin(@) 1w ch®(@) £sh’(z) @ sh(z)ch(ch(z))
E ) 1 sh(z) 1 _ 9.
o {0, 2} 0 1 = e e 2 {In(v/5 — 2); In(v/5 + 2)}

» [Réponses et corrigés page |143]
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Fiche de calcul n°21 020A

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.

Calcul de termes

alcul 21.1] — Suite explicite. o
Soit la suite (uy)nen définie par : Vn € N, w,, = % x 2"+2 Calculer :
A) O e e C) U] «veeenenen e
b) 0 d) USSP, vttt e e i e
Calcul 21.2| — Suite récurrente. o
On définit la suite (u,)nen par ug = 1 et Vn € N, w1 = 2u, + 3. Calculer :
a) son troisiéme terme ............... D) U e
alcul 21.3| — Suite récurrente. ]
On définit la suite (vp)n>1 par vy = V2 et Vn > 1, Up+1 = 1/Un. Calculer :
A) U3 e b) son sixiéme terme .................
Calcul 21.4| — Suite récurrente. ]
1
On définit la suite (wp)pen par wg =2 et Vn € N; wp41 = iwi Calculer :
A) WY ettt b) son centiéme terme ...............
— Suite explicite. O
n
Soit la suite (¢,)n>1 définie par Vn € N, ¢, = hl(gn)' Calculer, pour n € N* :
a) th ................................ b) t4n ................................

Suites arithmétiques et géométriques

Calcul 21.6| — Suite arithmétique. 00
La suite (an)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :

a) QIO vvvvmrn ittt C) Q] Q00 v vvvrvmrmrmnnnnneeennnnnnens

b) Sijpo =ap+ a1+ ...+agg ......... d) S0 =ao+ay+...+ap0 ----.---
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— Suite arithmétique. )
2 3
La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1p1 = 3 et bigg = 7 Calculer :
a) b102 ............................... b) T e e e e e
— Suite géométrique. 00
1
La suite (gn)nen est la suite géométrique de premier terme gy = 3 et de raison ok Calculer :
a) Son dixiéme terme est : ........... C) U0 + e
b) o10=9go+g1+...+Gg ..o ... d) o11=¢go+9g1+...+G10 ----vvn...
— Suite géométrique. o
5 1
La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ vérifiant que hqy = % et hiz = 2—; Calculer :
a) h12 ............................... b) L
Suites récurrentes sur deux rangs
calcul 21.10 o
Soit la suite (uy,)nen définie par que ug =2, u3 =1 et Vn € N, upy9 = tpq1 + 6u,. Calculer :
Y R D) Us e
calcul 21.11 o
Soit la suite (v, )nen définie par que vy =0, vy = V2 et Vn € N, vp42 = 20541 + vy,. Calculer :
A) Vg e D) Vo e
calcul 21.12| — Suite de Fermat. 000

Soit la suite (F},),>o définie par Vn € N, F,, = 22" + 1. Calculer :

Réponses mélangées

, 6141 1 3 .
251 — — — 2 F, 21 F, 22"+l
00037 2% Y1 Tom +2 s nLt
17 3069 11V5 . .
2 Lgn n_(1_ Jamn 12
o5y 052", B qgeor (VD) . (1-v2) =
2 1) - 23n+2
3(2n + 5) 8 ”T\/g 5% 28 13 4dnln(2n) 2001 22

» [Réponses et corrigés page |147|
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Fiche de calcul n°22 021A

Développements limités

Prérequis
11 est nécessaire de connaitre les développements (en 0) des fonctions usuelles,
ainsi que la formule de Taylor-Young!

Avertissement : Les développements limités peuvent se donner au « sens faible » (avec les petits o(+)) ou « au
sens fort » (avec les grands O(-)). Volontairement, aucune de ces deux formes n’est imposée. Mais, pour des
raisons de concision, une seule d’entre elles est donnée dans les éléments de correction de chaque question.

Développements limités

Calcul 22.1] — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. L

Former le développement limité, a 'ordre indiqué et au voisinage de 0, de la fonction de la variable réelle x
définie par ’expression suivante :

a) Alordre4: f(z)=sin(z)+2In(1+z) ........oooonn...

b) A lordre 4 : WmA+a)
1+z

¢) ATordre 6: sin(z)(cosh(z) —1) .ooviviiiiiiiiiaiii...

d) Alordre 6: e®sin(x) ...ooovriiiiiiiii

Calcul 22.2| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par I’expression suivante :

a) Alordred,en0: f(z)=(142)% ..ooiiiiiiiiiii

b) A Pordre 6, en 0 : COS(T) e

¢) Alordre3,en0: € ...

R n(2 —
d) ATlordre 2,en1: al 5 RN
x
Calcul 22.3| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle = définie
par I’expression suivante :

a) A l'ordre 2, en g posin(meos(x)) i

b) A Tordre 3, en % Dootan(®) o

¢) A Tordre 7, en g coocos(msin(z)) e
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Développements asymptotiques

alcul 22.4 00

Former le développement asymptotique, a la précision et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable
réelle x définie par I’expression suivante :

a) A la précision 22, en 0 :

z(e® —1) a2

N 1 in(1
b) A la précision —, en 400 : M ...........................
xd z+1

N 1
¢) A la précision —3 en +oo: zln(z+1)—(r+1)In(z) ..........

x2’

2
s @ 1 *
d) A la précision ¢ o <— + 1) ............................
x

Réponses mélangées

x> 2 6 ™ m\2 8 T\ 3 m\*
T oart.oe) (o= g)e2(e-g) +5(e- ) +x9g<(x‘z))
1+1 1 2y 0(2) 1+7r2( 7F)4 7'('2( 7T>6+ o < 7'r)7
2z 12 7207 2% s\"732) T\ 2) T8 \\"T g
3 4
2T 4 _ NI S 1
dz—a"+ 2 2 +m9>0(m) n(z) +1 2z + 32 4a3 +ac—>(3&-oo 3

32 2 2 3 11 25
1—i<x—z) + o ((m—z)> r— -+ =2 - ot o (2)

8 3 =% 3 2 6 12 z—0
o &F 1lex? _ Tex? n 2447ex? n (%)
2 24 16 5760 0

6 x—0
(. & Ter o 1, 1, 19 :
¢ 2<e s 36:1:2) +H°+oo<ﬁ> =17 7567 “5me0° .90

» [Réponses et corrigés page |150]

3 5
l—z+(x—1%+ o ((z—1)? e 1+i:c—x2——i1:3)+ o (z%)
2 x—1
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Fiche de calcul n°23 022A

Arithmétique

Prérequis
Division euclidienne. Algorithme d’Euclide. Théorémes de Gauss, de Bezout et
de Fermat. Décomposition en facteurs premiers.

Division euclidienne

— Variations sur le signe. O
Effectuer la division euclidienne de a par b, on donnera le résultat sous la forme « (quotient, reste) ».

a) a=6letb=9 ................... c) a=6letb=—-9 ..................

b) a=—-6letb=9 .................. d) a=—-6letb=—-9 ................

— Diviseur et reste inconnus. o
On divise 524 par un entier non nul inconnu, d. Le quotient vaut 26 et le reste r.

a) dvaub ... b) rvaut ...

— Arithmétique modulaire. O

On rappelle que deux entiers a et b sont congrus modulos n, ce qu’on note a = b (mod n), si et seulement s’ils
ont méme reste de division euclidienne par n.

a) Le reste de 5°*! par 3 vaut ....... b) Le reste de 3°°%? par 5 vaut .......
— Encore des modulos. 00

c % .
La notation a®  désigne le nombre @ & la puissance « b puissance ¢ ». A ne pas confondre avec (ab)c = ab*°

Le chiffre des unités de 2 02320227 @8t ..o\t

PGCD et PPCM

— Réduction de fractions. o
On notera a A b le plus grand diviseur commun de a et b et a V b leur plus petit multiple commun.
a) 10010A2772vaut ............... c) T29V360 vaut ....................
10 010 1 2

b) la f irréductible d t d) —— =

) la forme irréductible de 577y © ) 360~ 739
— Systémes diophantiens. L]
Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que :

) a® —b* = 9792 a x b= 360
Y Naab=24 T b) RaVb=60 . ..oiiiiiiiiii...

6<a<bd
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Coprimalité, relation de Bezout et théoreme de Gauss

— Inverse modulo 13. 00

L’objectif de cet exercice est de résoudre I’équation de congruence 5x+4 = 7 (mod 13). Pour ce faire, on cherche
un inverse pour 5 modulo 13, ¢’est-a-dire un reste noté invi3(5) tel que 5 x invy3(5) =1 (mod 13).

a) Donner une solution dans Z? de I’équation diophantienne 5u +13v =1. ........

b) Déterminer 'inverse de 5 modulo 13. ... ... ... i

¢) Résoudre I'équation 5z +4 =7 (mod 13) dans Z. .............cooiiiiiinn...

Calcul 23.8] — Equation diophantienne. 000

Soit N le nombre de couples d’entiers (z, y) solution de I’équation (E) : 192—6y = 1 et vérifiant 1999 < x < 2023
et (xo,yo) celle de ces solutions qui maximise y.

Nvaut ... (To,yo) vaut ...,

Décomposition en facteurs premiers et théoréeme de Fermat

Jalcul 23.9] — Décomposer pour décomposer. L)

Donner la décomposition en facteurs premiers des entiers suivants. Il s’agit ici d’appliquer au maximum les
critéres élémentaires de divisibilité (par 2, 3, 4, 5 et 9).

a) 2022 .. €) 2021 oo
b) 2023 ... d) 2027 .

salcul 23.10] — Diviseur et quotient inconnus. o
On divise 477 par un entier non nul inconnu, n. Le quotient est ¢ et le reste vaut 8.
a) MVAUL .o b) gvaut ...

Calcul 23.11] — Arithmétique modulaire. 00
Déterminer, dans chaque cas, le reste de chaque puissance modulo 'entier proposé.
a) 3% =36 (mod35) .............. d) 5% (mod 77) ...
b) 3 (mod 35) .......iiiiiiiiiill, e) 77?2 (mod 143) ..................
¢) 67 (mod35) ..., f)  385%4%6 (mod 4 195) ..............

Réponses mélangées
65
(7,2) 18 4 7 7% 17? 20 (2023, 6406) (=7,2)

4 1 2 5 66 (—5,2) 11 (mod 13) il est premier

5 6 2 (12, 30) 8 (mod 13) (6,7) 1 29 160 67

1

154 43 x 47 29 160

(=6,7)  2x3x337  (9,8) 1

» [Réponses et corrigés page |153]
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Fiche de calcul n°24 023A

Polynémes

Prérequis
Opérations sur les polynémes. Division Euclidienne. Evaluation. Racines.

Autour de la division euclidienne

Calcul 24.1] — Pour s’échauffer. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le quotient @ et le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X34 X2 X 41, B=X =1 .0ttt

b) A=X*—3X344X%2 -1, B=X24X41 .ioiiiiiiiiiiiiiiiiiin...

) A=X"+ X' X34+ X -1, B=X34+X?4+2 ...

d) A=26X"+12X% -11X?-2X+1, B=2X>-X?2-X+1 ............

Calcul 24.2| — Avec des degrés arbitraires. 000

La lettre n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X" B=2X =1 .

b) A=X3nT2 L X3l L X3 B X2 4 X +1 ...

) A=(X—-3) 4+ (X —2)" =2, B=(X—2)% ...

d) A=X"P2 L X" X" B=X3—2X +1 ...

Calcul 24.3| — Avec des opérations. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de P par X* :

a) P=A+Bon A=X"+X-2etB=X"4+X -1 ........c..cciiii..

b) P=AxBouA=2X?-3X?-X+1letB=X>+X+1................

¢) P=AoBouA=X?-3X+1letB=(X—-2)% ...,

d) P=AoBouA=2X?-3X?-X+1letB=X*+X>-2X+1 .........
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— Pour évaluer en un point. 00
Soit P = X% —2X% —8X*_22X3 _53X2% _ 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X2+ 1. ................

D) Calculer P(1). oottt

— Pour évaluer en un point — bis. 00
Soit P = X% —2X5 - 8X* — 22X3 — 53X? — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X —2. ................

b)) Calculer P(V2). .ot

— Pour évaluer en un point — ter. 000
Soit P = X% —2X5 - 8X* — 22X3 — 53X? — 56X — 20.

En vous inspirant des deux exercices précédents, calculer :

a) P(V2 = 1)

D) P4 1) o

Réponses mélangées

Q=X2—4X+7

R=-20X%+11X%42X —1 R=0 R =—-108X — 110
R=-3X-38
Q=X>-1
R=-2nX+2n-1 R=-36X +64 R=2X-3 48 — 206i
R=-X>4+X+1
25
Q=13X + =
64 — 36i 116 — 922 R=-2X%-3X%+1 2 —110 — 108v/2

= Liggx2 _5x -
R= 2(29X 5X —23)

Q=X?+2X+1
R=-8X3421X?>-20X+5 R=X?>+X-1 R=1

R=2

» [Réponses et corrigés page |150]
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Fiche de calcul n°25 024A

Décomposition en éléments simples

Prérequis
Polynomes (factorisation, division euclidienne), primitives usuelles

Calculs de décompositions en éléments simples

Calcul 25.1)] — Uniquement des péles simples. L

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X4 -2
X(X+1)(X+2)

2)

X342
(X -DX(X+1)

b)

Calcul 25.2] o

Méme exercice.

X+1

Y XT19X 1o

X24+X+1

D oy xeax-n

X2 +2
(X = V2)(X +V3)

c)

— Avec des poles multiples. 00

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X+1
(X -1)2(X —2)(X -3)

2)

24 X2
>(X+WWM7D2
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Calcul 25.4 — A vous de factoriser !. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

2) X -3
AT e
b) 2X3+1
Xt 3xZiax
— Calculs de sommes. 000

Soit n € N tel que n > 2.
Calculer les sommes suivantes, apres avoir fait une décomposition en éléments simples de leur terme général.

- k2 — 5k — 2
b) ];(k—nk(kﬂ)(km) '

— Calculs de sommes. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples sur R des fractions rationnelles suivantes.

2X +4

Y XF X2+

3
(X -DX+D(X2+X+1)

b)

Calcul d’intégrales de fractions rationnelles

— Podles simples ou multiples. 000
Calculer les intégrales suivantes

a) /_11//22 (;z:—xi)—(;l—kl) de ..... d) /12 m de .....

b) /01 (£+1)(x—:]|c—2)(x—2)dx e) /01/241,21de ............

c) /12 xQ(xl—l— 2 de ........... f) /23 x4x_1dx ...............
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— Primitives. 0000

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes.

a)

T —

2+ 22 +3

74

T D@ -2+ D)

T +—

T +—

; ~4In(2) + 21n(3)

1

1-2X

1-2In(3) 1+

1 1

™

Réponses mélangées
1

™

20X —7)

1+

2 4
X +1
5

(X —12— 1)2

+X2+1
1

2) "3
o)

1

2X X +
— arctan (

X3—

)+

n

(X -1
11
3

2+
+2

X m2(X+7m)
2 2 11

3

m(X 4 m)?

2(X + )

w ol

xtx Tax oo
1 1

ax—192 '

14 3¢

4(X +1)
1—3i

X+1 2(x-1)

4X —0)

4(X 14

7

T —

1 11
S

X X+1+

X +2

41— 2x)?

18
5

9

() +

2
9 In(2)

4

2 1
b el s our) -l
3

2 1
X—(iF) T X—aF0)2

141

1—1

2+ VB +VB)

-3 1 2

20X —1)

4X =i
1

+X—3
3

X —
1

A(X +1)

<i

(V2+V3)(V2 - X)

+X—

+

1T (x -1z

X-1

20X —1) 2(X+1)

e—1

+

X2+ X +1 2(n+1) 2n 2(X +1)
1

1

211

(e —2)(X +e) +

T %ln(m2 +2) — %ln|x+ 1] + \/Tﬁarctan(i>

7

N

(2—-e)(X +2)
x—l‘

2
11z %+2x+%ln|x+1|féln|mfl|+%ln|zf2|

» [Réponses et corrigés page |158|
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Fiche de calcul n°26

Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul matriciel

Calcul 26.1)] — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

1 -1 0
A=(0 2 1|, B=(Q1 7 -2),
3 -1 2

025A

S NS NS
Calculer les produits matriciels suivants.
a) A% ... d) ExB g) D* ...
b) A% ... e) AxE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B'"xB
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— Calcul de puissances. 00

On note
1 ..
a=(o 1) =0 5) o=(@) ww) 2= w1

la matrice D étant de taille n x n (o n € N*) et ou 6 € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-ieme, pour k € N.

a) A? e) B3 i) c*
b) A3 f) BF j) D?
c) A* g) C? k) D?
d) B? h) C? ) DF
— Calculs avec des sommes. 000

Soit n € N*. On note A = (aij)1<i,j<n, B = (bij)i<ij<n €6 C = (¢ij)1<i,j<n les matrices de termes généraux
suivants : )
i—1 ioj—i
yj = j—1) by = 20377, Cij = Oij+1 + 01
Donner le coefficient d’indice (4, j) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole > .
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— Deux calculs plus difficiles!. 0000
Soient n € N* et (i,j) € [1,n]*
En utilisant les matrices de I'exercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

Inversion de matrices

Calcul 26.5| — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=[o0 2 ,
2 2 i —i

1
3 -1 2
s ™ 2 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 0o, E=12 1 3|, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 19 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, I'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

a) A d) D. g) G
b) B e) E .. h) H
c) C f) F iy J
62
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— Matrices dépendant d’un paramétre. 000

On note A et u deux parametres réels. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=[(Ax 1 x-1
A1 2 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

a CNS pour A c CNS pour B
inversible N inversible
b) Inverse de A ... d) Inversede B ...
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—1
1 2 —e 8 19 ok 3k ok 5 3 -1 1
3
Ar—\ 5 0 27 0o 3k 43 1 2
—1
1 7 -2
1 3 cos(kf) —sin(k0)
n*~'D (—5 15 3) 749 —14
0 1 sin(kf)  cos(k6)
-2 —-14 4
o -1 0 -1
1 2 i cos(20) —sin(20 1 1 0 0
Non inversible! 207 (Z 11> (26) (26) %
0 1 J sin(20)  cos(20) 1 0 -1 0
0 0 1 -1
—1-X+X 1-X 2—-2)\
1 4 5
A#1 — 1 0 -1 17 (matrice 1 x 1)
1-A
0 9
1—)\2 A—1 A—1
—4 -1 3 1 7T =2
(1= 05,1)(Gi-1,5+1 + di5)
T |22 +2 A 21 2 14 —4
+(1 = 0in)(0i,j + 0it1,5-1)
A—1 0 11— -1 =7 2
n? n? 0 4 0
o ) i — 1 i—1
) j—1 i—1 g 2 = _ .
S (j>+<j—2> (") |0 72 2
n? n? 2 -1 1
o cos(30) —sin(36) 5 4 o 2\ "
2i1gi—i(on — 1) A#1 2 x 3+ (1— (5) >
sin(36)  cos(30) 4 5
4 -2 2 0
1 -3 -1 n n -2 2 2
1 11 8 -6 4 2
3 3 4 (n) 1 -1 2 >
2
6 -7 5 -3 -1
9 -7 3 n n 4 2 -4
-5 3 -1 -1
5 2 -1 8 4 =2 -2 -6 -5
11 —1-2i 1k 1
§ 5 3 2 -1 5| -16 -6 7 15 -1 11
1 —-1+i 0 1
-6 -2 2 0 -2 1 18 —-26 -1

Réponses mélangées

» |Réponses et corrigés page [162]
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Fiche de calcul n°27 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées, Applications linéaires, Matrices, Rang.

Vecteurs
Calcul 27.1 o
Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.
a) w=(1,1), B=((0,1),(=1,2)): trerririratiiai e
b) w=(1,1), B=((=1,2),(0,1)). «eriiiriiiiiii i
¢) u=(3,4), B=((1,2),(12,13)). «.0oiiitiii
d) u=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6),(=1,0,1)). ......cooeiiiiiii..
e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1),(=1,-1,3)). coeeerrriiiiiiiiiii..
f) u=X3>+X%B=(1X,X(X-1),X(X-1)(X—=2) ...,
™ .
g) u:ix— cos(x + 5), B=(x~cos(z),z—sin(z)) ..o,

Calculs de rangs

Calcul 27.2] — Sans calcul. o
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 4 1 2 3
a) <3 1) ................................. d) 4 5 O |
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 L2
b) 9 8 2 & | e e) 3 4.
5 20 5 20 46
1 2 3 4 1 1
c) 2 4 6 8| e f) eM,R) ...
3 6 9 12 1 ... 1
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“alcul 27.3

Déterminer le rang des matrices suivantes :

a)

b)

3 2 1 1 2 1
—4 =3 =1 c) 0 2 4| ...........
-4 -2 -2 1 1 2
cosf) —sinf I -1 2 3
(sin@ cos > ........................ d) 2 1 -1 2 -
4 2 1 -1
1 4 2 1

Matrices et Applications linéaires

— Matrices d’endomorphismes.

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

fi(zy) = (+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..o

fi(zy) = (x+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). ooovireiiiiiiiiiin,

fi(@y) = Qety,z—y), B=((1,2),(3,4) «cooeriiiiii

fi(zy,2) = (x+y,3z—2y), B=((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)) ................

FiP e P(X42), B=(1,X,X2) i
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Jalcul 27.5| — Matrices d’applications linéaires. o

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la
base B'.

a) fi(z,y,2)— (@+y+z0-—y), B=((0,1,3),(4,5,6),(-1,0,1)), B = ((0,1),(1,0)).

Réponses mélangées

1 1 -1 -1 1
2 (9/11,2/11) 4 (1/2,—V3/2)
3 =5 4 15 0
1 0 1
1[—-19 —43
1 3 -1 1 3 1 3 2 1
9 21
0 1 1
010
0 0 2 -5 3
(0727471) (_173) (_171/271/2)
0 0 0 1 1
0 0 0
1 2 4
2 2 2 (_2’4/55 11/5) 01 4 (35 _1)
0 0 1

» [Réponses et corrigés page |167|
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Fiche de calcul n°28

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.

Equations d’ordre 1 & coefficients constants

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ =12y et y(0) =56 ..oiiiiii
b) ¥ =y+1 et y(0) =5 oiiiiii
c) ¥ =3y+5 et y0)=1 ..cooiiiiiii
d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 .oiiri

Calcul 28.2

Déterminer les solutions des probléemes de Cauchy suivants :

0027A

a) 5Y ==y et Y1) =€ irii
b) Ty +2y=2 et y(7)=—1 .coiiriiiii i
¢) ¥ —VBYy =6 et Y0) =T oo
d) ¥YV=my+2 et y(m) =12 oo
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Equations d’ordre 2, homogenes, a coefficients constants

“alcul 28.3] — Une équation avec conditions initiales.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=2 ..cccoiiiiiiiiiiii..

b) v =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=1 ..cccoeiiiiiiiiiiiii..

c) ¥ =3y +2y=0 et y(0)=1 et y(0)=3 .coeriiiiiiiiiiiiiii.

d) ' =3y +2y=0 et y0)=1 et 2(0)=3i ....coeviiiiiiii ...

Calcul 28.4)] — Racines doubles, Racines simples.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ —y=0 et y0)=1 et y(0)=1 ..cocviiiiiiiiiiiiiiinan...

b) v +3y +2y=0 et y0)=2 et y(0)=3 ...ccoiiiiiiiii.

) vV'+y —2y=0 et y(0)=1 et y(0)=2 ...,

d) v =2y +y=0 et y0)=2 et y0)=1 ..o,

e) ¥ +4y +4y=0 et y(l)=1 et y'(1)=-3 ...

“alcul 28.5| — Racines complexes.

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥'+y=0 et y0)=1 et y(0)=2 .0,

b) v"+y +y=0 et y(0)=1 et (0)=—1 ..ccoviiiiiiiiiiiiii.

c) ¥ +2) +2y=0 et y(0)=0 et ¢y (0)=1 ..ccooiiiiiiiiiiiiiiii..

d) y”_2y/+5y:O et y(O):l et y/(O):—l ........................

Réponses mélangées

1 8e* —
T ge”” - gefzz x> (2 —x)e” x — e(6-2)/5 T GT T 6e” — 1
14 14i
x> 1 — 2 22/TH2 T e*® x> e’ 2+ ST 4 ;_ 16_21’6) x — e ¥sin(x)
3z 1 V3z 6
x> (2 —3i)e” 4 (31 — 1)e*” x»—)e_m/Q(cos———sin— v [ —= 47 eV —
e (2—x)e? 2 x> cosT + 2sinx T 207 —e” T Te " — 5e 2
2 2
T+ 56e'2® T 9e?” — 6 x — e’ x e’ T = <12 + —6)6””2 =
™ ™

o
NG

» [Réponses et corrigés page |170]
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Fiche de calcul n°29 028A

Séries numériques

Prérequis
Séries usuelles (convergence et sommes), décomposition en éléments simples.

Séries géométriques, exponentielles, de Riemann

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant
calculer sa somme.

— Séries géométriques. L)
1\*
a ok . c — ]
DS ) > ()
k>0 k>0
1 1
b)Y o e d) TRRERRTRIERRPRRTRPR
k>0 k>10
Calcul 29.2| — Séries exponentielles. o
1 1
a) Z RRRRERREERRRTRRERPRPRD c) Z TEVE IRACARREARRRRREEE
k>0 k>0
2k
b) = IRRREREEETEERRTRRRERS
k>2
Calcul 29.3] — Séries de Riemann. o
1 ik
a) ) o A Y o
k>1 k>3

Séries télescopiques

Calcul 29.4 00

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

a) ZWIM ......................... c) ZIHQL) ...................

k>1 k>2
1 (k+2)—(k+1)
b) I;k?’—l—?)k:z—i—?k’ .................. d) ];Oamtan(l—&—(k—l—@(k—i—l)
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Séries géométriques dérivées

Prérequis
On pourra utiliser le fait que si a €] — 1, 1], les séries

Zkak_l et Zk(k—l)ak_z,
k21 k>2

appelées séries géométriques dérivées, convergent et ont pour somme

=2 1 = 1
ka* 1= — k(k—1af 2= —— .
DL e I D DL e o F
k=1 k=2
— Séries géométriques dérivées. 0
Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.
1
a) ZTk .......................................................................
k>2
b) Ze*(kfl) ....................................................................
k>1
c) Z B2k
E>1
d k 1
) Z F .....................................................................
k>0
— Séries géométriques dérivées — bis. 00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

d) D k(e —1)e” R

Réponses mélangées

—2—5V/2i e 2 1 L
— 1 z di t
51 p— =2 B 6 e ivergente
T 2¢3
- divergente 4 In(2 1 e? -3 2 ——
1 g (2) e 17
divergente m? 749 L ! 1 divergente
Vi — - — Vi
& 6 352 i 2x3 4 &

2

» [Réponses et corrigés page |173]
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Fiche de calcul n° 30 029A

Structures euclidiennes

Prérequis
Produit scalaire, famille orthogonale, base orthonormée.

Calcul de produits scalaires

— Des calculs de produits scalaires de fonctions. 00

Calculer les produits scalaires entre les vecteurs suivants dans ’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]
muni du produit scalaire défini par

1
() = | seyat.

0

On note f1, fo, f3, f4, f5, f¢ les éléments de E suivants :

fiit—In(1+1), fo it — 12, f3 1t —> cost,

fa it — e, f5:t— 141, fe:t— 2.
) (1o fo) woeeeeee ) s fs) oo
D) (far f5) wemmnneeeee Q) (Fas fa) oeeee e
— Des calculs de produits scalaires de matrices. ')

Calculer les produits scalaires suivants dans I’espace vectoriel Ms(R) muni du produit scalaire canonique.

1 2 1 2 0 3
OnnoteraA-(B 0),3—(2 1>etC—(_3 0).

Distances euclidiennes

— Des calculs de distances. 000

1
On se place dans R3[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(t)Q(t) dt.
0

a) Calculer la distance de X2 & Vect(1, X)) . ..vurrirrrr e

b) Calculer la distance de X & Vect(1, X®) ... oo

c¢) Calculer la distance de 1+ X2 & Vect(X, X2) oottt
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Orthonormalisation

— Orthonormalisation de Gram-Schmidt. o
1
On se place dans Ro[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P#)Q(¢) dz.
0

En appliquant le processus de Gram-Schmidt :

a) calculer une base orthonormale de Vect(1,X) ...,

b) calculer une base orthonormale de Vect(X, X2 +1) .....ooviiiiiiieniinn...

Matrices de projections orthogonales et de symétries orthogonales

— Calculs de matrices. o
On se place dans R* muni du produit scalaire canonique, qu’on munit d’une base orthonormale B = (4,7, k).
On note z, y et z les coordonnées dans cette base.

Pour chacune des applications linéaires suivantes, écrire sa matrice dans la base B.

a) La projection orthogonale sur le plan P d’équation x +y+2=0 ..............

b) La projection orthogonale sur la droite D dirigée par i +2k ...................

¢) La symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation z +3y —2=0 ........

Réponses mélangées

1 240 9 1
2sin(1) + cos(1) — 1 3 (V3X, E(X2 - X+ (1,2V3(X — 3))
1 0 2 2 -1 -1

1 1 1
41In2 -2 = . _ —(e?2 -1
n =[0o 00 sl-1 2 1 5 )
2 0 4 1 -1 2
9 —6 2
1 7 1 1
i - 11 — 0 —|_¢ _ 10
53 12 6v5 1|6 -7 6
2 6 9

» [Réponses et corrigés page |176]
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Fiche de calcul n°31 030A

Groupes symétriques

Prérequis
Permutations, cycles, transpositions, décomposition en produit de cycles a sup-
ports disjoints, signature.

Opérations sur les permutations

Calcul 31.1| — Echauffement. )
On considere les permutations suivantes de Gg
{1 2 3 4 5 6 ¢ (1 2 3 4 5 6

P=\2 43165 © 7741506 3 2)
Expliciter les permutations suivantes.
a) pt d) po ...l
b) o7t €) TP i
¢) OF . f) opo™t ...
Calcul 31.2] — Opérations sur les cycles. L]
Calculer les puissances suivantes, ou a, b et ¢ désignent trois entiers naturels non nuls distincts.
a) (ab)™ ... d) (abe)? oo,
b) (abe)™ ... e) (24513 ...,
) (13527)7 1 ......... f) (15237 .........

Décomposition en produit de cycles a supports disjoints

— Décomposition en produit de cycles a supports disjoints. 00

Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles a supports disjoints.

)12345678910
ao\7 9 1 3 8 4 10 5 2

6
b) 12 3 45 6 7 8 9 10
39 10 1 7 4 5 9 8 ) e

€) (1352)2417)(58) wvrieiie i,

d) 13)3214B14)(214) ..o

€ (26)(4215)(32)(BL5) coveiiiii
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— Application aux calculs de puissance.

Expliciter les puissances suivantes sous la forme d’un produit de cycles a supports disjoints.

2 3 4 5 6\
LB L 6 B) e

N =

(o2
~ N
B~ W
L~
= ot
(2 BN e)]
\]
~—_
—
(=2}
53

o (
b (
o (

H
rO
w
B
o
w o
~
N———
—
(=2}
(o)

6 5 2 4 1

e
ot
(=)
\]
N
(V)
[\v]
|

12 3
d)<4357216

Calculs de signature

— Calculs de signature — niveau 1.

Déterminer la signature des permutations suivantes.

a) (12)(B4)(56) cvvveeeieieeiiiiiiiiiiinn, d) (13243 ...

b) (15324) v, e) (13)(267)7*(47312) .....

¢) (15324)71 f) ((13)(267)(47312)% ...

— Calculs de signature — niveau 2.

Déterminer la signature des permutations suivantes.

a) 123 45 6 7 8 9 10 o) 1 2 3 45 6 7 8
7T 6 913 84 1 5 2,7 34 71 8 9 10 2
b) 12 3 45 6 7 8 9 10 d) 12 3 4 5 6 7 8
321017 45 98 6/ 7 71 6 10 5 9 2 3

oo © D ©

Réponses mélangées

1 23456 1 23456
1 (acb) (72531)  id
165 4 2 3 413265
1 23456 123456
(13106 4)(57)(89) (142)(56)
6 4 3 2 5 1 6 32 1 5 4
1 23456
(1674)(253) (ab) (12753) (146235  (2154)
1 265 3 4
123 45 6
(12653 1 -1 1 -1 1
2 6 5 1 3 4
(174)(26810)(395) -1  (17)(24358 -1 1 (1234  (cba) 1

» [Réponses et corrigés page |178]
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Fiche de calcul n° 32

Déterminants

Prérequis
Nombres complexes.

Calculs en dimension deux

Calcul 32.1

Soit a un nombre réel.

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

Calcul 32.2

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

3/2 7/2
(5 f 9/2> .......................... 2 (
In(2) In(8)

R T— )
1/2 =3/7

c) 59 Tj8 ) e

Calculs en dimension trois

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

On rappelle que le nombre complexe j vérifie j° = 1.

85 72
53 91
V2+1
248

1-32
NERY-J RTINS

031A

1 2 3
) |4 B 6|
7 8 9
-1 -2 3
b) | =2 0 B
4 0 0
Lo=j ]
c) I S O
T
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LU

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

o=
) | 20 T |
AR B
1 241 —-2+i
b) e S e N B
-1 i 2
12z 1
5 15 3
1 1
c) 5 0 o |
2 11
5 3 15
00

Soit x, y et z des nombres réels et a un nombre réel strictement positif.

Calculer le déterminant de chacune des matrices d’ordre trois suivantes.

Ty z
A) | 2 U |
y z
In(a) In(a®) —2In(a)
b) | In(va) —2In(a) In(a®) | oo
—In(a?®) In(a) 2In(va)
1 1 1
c) T Y Z |
2y 2
T r+1 o+2
d) 241 42 T3

T+2 z+3 z+4

Réponses mélangées

91n(2) —61n*(a) —2a? 227/336 —4 —2

(y—z)(z—y)(z —x) 6i — 12 0 V2 + 13 3919

—40 0 234 yP 4 28— 3ayz —5 + 6i 4/375

» |Réponses et corrigés page [181]
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Fiche de calcul n°33 032A
Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité)

Les fondamentaux

Calcul 33.1] — Ensembles de définition. )

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

a) (x,y) —arcsin|e —y|....ooooiiii i

b) (z,y) —In(z) + /Y oo

c) (z,y) —

Calcul 33.2] — Dérivation partielle. 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

d) fi(z,y)—arctan(22 4+ 1Y) oot

Calcul 33.3 000

Meéme exercice.

a) fi(z,y) = cos(Z—Y) i
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Composition de fonctions

Calcul 33.4] — Reégle de la chaine. 00

On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w'(t) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.

a) f(z,y) = 42> +3y*  avec {u:sm .....................
v = CoS
t) = e
b) f(z,y) =22 —y? avec . e
v(t) =e

¢) f(x,y) =2® —3zy +2y°  avec {u(t) =3sin(20)

v(t) = 4 cos(2t)

— Changements de variables. 00
Soient f € C*(R?% R) et c € R*.
Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

Réponses mélangées

10, +00[ x [0, +00[ %(m,y) = 2y cos(2zy — y) et g—g(az,y) = (22 — 1) cos(2zy — y)

A(f o) 10f fu+v v—u 10f(u+v v—u 9
_1or 297 —1<y<

Ov (u,v) 2 0x 2 7 2 +2C(9y 2 7 2 @y €R, o -1<y<e+l]
O (o) = OF (o) = (a2, — i Of (1) = OF (o) = 50t
e = Cop20) et o) = @) sme) e =2ty ey =5t o
A(f o) B of . . Of .
%] 5 (r,0) = coseax (rcosf,rsinf) + Slnﬁay (rcosf,rsinf)
204t 4 o2 A(foyp) _ . Of ) of .
= 50 (r,0) = —rsin Ha(r cos 0, rsinf) + r cos Ha—y(r cos B, rsin b))
of i of oo
gz (T ) = —sin(w—y) et T(z,y) = sin(z —y)
oz Y 1+ (2 +y)?2 Oy Y 1+ (22 +y)?
%(m,y) = cos(e™) — zysin(e®™) e et a—y(x,y) = —x?sin(e™) e™¥
_ of
ZJ — y—1 - — Y
P (x,y) =yaz¥" et 9y (x,y) =aYInzx
2,2 2 3

vy —=) 2y :
O gy=1 @y 7 w7200 O oy = @y 7 (r0) £ (0,0

ox . dy .

0 sinon 0 sinon
8(fo<p)( )_lg u+v v—u _ig u+v v—u
EE DY 2 7 2 2¢ Oy 2 7 2
{(z,y) € R?, y = 0}\{(0,0)} —72cos(4t) — 46 sin(4t)

» [Réponses et corrigés page |183]
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5 5 5
Réponses
4 —10 3
lla).oooooiiiiiii. 1.3C) i, —_ 1.7 n"tn
5 3 n+1
11 b) oo 13d) .o, 1 000 184) R
Ba)ooooooiiia -
11Q) e 14 16 6
M 35 | -
1.1d) ..o 2 x 37 1.8b)............... 14+ ——
1.52) o 2 022 k-1
1
2 ) = 1 5
) E 15b) oo — 1.8¢C) vniniininn... 3+
2 T —2
7
1.2h) i = 15 C) e 1.9 oo
1.5d) oo 2 3 5
1.2C) it [9] ) 1.108) oo =>3
—1
1 1.6a)...............
1.2d) ... — 1)2 12 10
) E nin+1) 110D). .o ==
3 11 12
1.3a) ... 247 a
) 1.6 b) ................. - — 125 105
a—b 1.10¢) .o ===
203 25 21
1.3b).ceei
24 1.6 3
Bo) ST LA Non
112 o
Corrigés
g
32 8x4 4
11a) %5 8x5° 5
1.1 b) 83><i*(2><4)3><i*23><43><i 2% x4=2°
42 42 42 N
277 x 4> (3%t x (22 3
Llo S PR T
C(=2)P 3B (22) X (=2)*F x 3 3T (=2) x 4P X3 3k 3k_2
1.1d)  Ona: 4k x 3=k+1 4k x 3=k x 3 o 4k x 32 =23
A~ , . .2_1_2x3_1x4_£_i_6—4_3_1
1.2 a) On met au méme dénominateur : 1 3 4x3 3x4 12 12 12 127 %
1.2 b) On transforme 0,2 en fraction et on met au méme dénominateur :
2 ,_2 2 _2x10 2x3 _20 6 _2-6_14_7x2 _ T
3 7773 10 3x10 10x3 30 30 30 30 15x2 15
1.2 ¢) Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :
3 15 .36 15 5 _36x15x5 _12x3x5x3x5 _3x3 _9 _
25 12 2571271 25x12x1 HxHx12x1 1 1 7
1.2 d) Pour diviser une fraction par une autre, on la multiplie par la fraction inverse de la deuxiéme fraction :
26 2 52 5 2x5 _ 2x5 1
15" 5 15 6 156 15x6 3x5x2x3 9
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(2><3><5><7)(l+1+1+1)*2X3X5X7+2X3X5X7+2X3X5X7+2X3X5X7
2 3 5 7 2 3 5 7

=3XHXTH+2Xx5XxT4+2x3x7+2x3x5=105+70+42+4 30 = 247.

(136 28 62) 21 <136 28 31) 7

— - — = | X ===+ =) %
15 5 10 24 15 5 5 8
(1 8) I (e, 2y I M T » T
~\15 5/78 \15 15/°8 15 78 378 24°
1.3 ¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants

519 x 7% — 25° x 492 510 x 73 — 510 x 74 59«71 -7 5x(=6) —10

(125 x T)3 4+ 52 x 143 59 x T34+59 x 73 x 23 59 x 73(1+23) 9 3

1978 x 197941980 x21+1958 1978 x 1979+ 1979 x 21 +21+1 958

19801979 —-1978 x 1 979 1979 x (1980 — 1 978)
1979 x(19784+21)4+1979 1979 x (1978 4+21+1) 1979 x 2 000
B 1979 x 2 B 1979 x 2 - 1979x2
=1 000.
1.4 On calcule :
05-2+2 0;5—§+7570,2:g—%+3—"‘7+éf%+%f%
5_ 5 5 7 5_ 5 5
-ty 51tz =35 §-mtxm s5-1t33
_3E-wrta)  s-gti-3 3 116
S(-hrd)  (E-irich 5 7w
1.5 a) On connait l'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b°.
2 022 2022 2 022
Donc : = = =2 022.
(—2022)% + (—2 021)(2 023) _ (2022)% + (1 —2 022) x (1L +2022) (2 022)2 + 1 — 2 022°
1.5 b) On fait apparaitre 2 021 dans 2 020 et 2 022 au dénominateur
2 0217 B 2 0217
20202+2022° -2 (2021 —1)2+ (2021 + 1) —2
B 2 021°
720212 -2x2021 x 1+ 1420212 4+2%x2021 x 1 +1—2
_ 2 0217 2 021 1

20212 _2x2021x1+20212 +2x2021x1 2021 —2+2021+2 2

1.5 ¢) En posant a =1 234,ona:1235=a+1et 2469 =2a+ 1.

Done . 1285 x2469-1234 _ (a+1)(2a+1)—a 2a* +2a+1
"1234x2469+1235  a(2a+1)+a+1  2a2+2a+1

1.5 d) En posant a =1000,ona:99=a—-1,1001=a+1,1002=a+2 et 4 002 = 2a + 2.

4 002 da +2 2(2a+1) 2(2a+1)
Donc : = = = =2.
1000x1002—999x 1001 a(a+2) —(a—1)(at+1) a2+2a—(a2—1) 2a+1

84 Réponses et corrigés



1.6 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :

1 + 1 n nn+1) (n+1)?  n+nn+1)—(n+1)>
n+1)2 n+1 n nn+1)?2 nn+1)2 nn+1) n(n +1)2
Cn+nt+n—mP+2n+1) -1
N n(n + 1)2 T on(n+1)2

1.6 b) On rappelle la formule : a® — b*> = (a — b) (ab +a® + b2). Cela donne :

a®—b®  (a+0)? (a—b)(ab+a2+b2) (a+b)2_ab+a2+b2ia2+2ab+b2_7 ab

(a—b2 a—b (a —b)2 a—b a—1b a—1b a—>b

1.6 c) Pour n € N*\{1,2}, on a :

6(n+1)
n(n—1)(2n—2) 6(n+1) " n’(n—1?2  6(n+1) G VI
2n+2 7n(n—1)(2n—2) 2n+2 72(71—1) 2(n+1)72
n2(n —1)2
...................................................... n2
n k 7n2(n2+1) 2(,2 2 3
1 = 1 1
1.7 DeZk:m,ona:k_O _ 2 _n(n+1) 2 _nn+1) n +n
2 n n(n+1) 2 n(n+1) n+1 n+1
k=0 Sk
k=0 2
29 4x6+4+5 5
1.8 On t — = =44 .
a) n trouve — 5 —|—6
k—1+1 1
1.8 b) Ontrouvek_1 - 1
-1 3(&-2)+5 5
1.8 ¢) On trouve —5 = —5 _3+x72
1.9 Pour ¢t € R\{—1}, on a :
U S S ¢ & 1 S 1+¢ 1424 (1447 2t
Tl+2 (1402 1+e)(1+0)2 A+2)A+1)2 0 1+e)1+0)2 0 (1+2)(1+¢)2
Donc, AB = 2t X (1+2)(141)* =2t
’ (1+82)(1+1t)? ’
27 5 25
1.1 S22
02) 5579 5
125 105
1.1 o=
09 55 =5~
1.11 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B, si et seulement si 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impair, il est impair. Par contre, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes, il
est pair. Par conséquent, ’égalité n’est pas vérifiée. A et B ne sont pas égaux.

10° +1 10°+1
t B =
10511 ° 107 + 1

D’une part calculons : (10° 4+ 1) x (107 +1) = 10" + 10" +10° + 1.
D’autre part : (10° +1)> = 10" +2 x 10° + 1.
Comme (10° 4 1) x (107 4+1) > (10° + 1)x (10° 4 1), on obtient : A > B.

1.12 On re-écrit A =

. Nous allons étudier les produits en croix.
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Réponses

""""""" 25¢).........
1 2.4b) ... ) z+1
2.1e)..l 10 2.20) ... 3%
2.4¢C) ... 310 2
-8
21 8). 10 238) ..., : 2.5d)......... —
24d).......... -2 -5
2.22). . 15% )
Corrigés
2 .37 2.3 2%.3% 2%.3% 57 203 ood a-t
2.3 a) 34.28,6—1:34‘28,271_371:3471.28—1:33.27:2 3T T=27"3
2.3b)  On factorise : 2°" 4 2% =221 1 221 .2 =221 . (1 +2) =2 .3
22 | 921 1) . 321
2.3 ¢) On factorise au numérateur et au dénominateur : 322 + 321 = g + 13 §21 = ; =2
2.3 d) On simplifie en appliquant les regles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que

(32 . (_2)4)8 B 316 . 932 g .326
((_3)5 . 23) -2 7 3-10.2-6 '

]l7 .56 B 93:17 9—6 3—6  951—6  3—6 _ gtsaz _

(—a)™ = a"™ lorsque n est pair :

0-3.942 ~  32:(-3) .942 _  3-6.942
552121721257  (5-11)%-(11%)72.(5%)?  5%.1172
27560572254 ~ 52.11-(112-5)=2.(52)4  58.11-3
1272.15*  (2?)72.372.3%*.5% o7%.3%.5%

2.4 c) On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 : 952 184 = (52224 (391 =9 i385

36°-70°-10%  20.3%.2%.5°.7°.2%2.5% 21%.30.57.7°

2.4 a) On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 :

=11.

2.4 b) Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

a , , . _ 96
2.4 d) Meéme méthode que précédemment : 145 982 156 — 95.73 . 94.73.36. 56— 97 .36 5675 — 2°-5
. . . R - . . x 2 2
2.5 a) On met au méme dénominateur les deux premieres écritures fractionnaires : — — =
z—1 z+1 22-1
rz+1)—2z—-1) 2 _a:2+a:—2a;—|—2_ 2 _ 2~z oz
(z—1D(z+1) 2—1  (z+1)(z—-1) (z+D(xz—-1) (z+1)(x—-1) =z+1
. , 2 1 8 2(x—2) — (x+2) 8 20 —4—x—2+8 1
2.5b M thode : — = = =
) e o 2 @ -4 (2+2@-2) [ @+2@-2) z+2)(z-2) z-2
2.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? x> 222 T T 2z zx+1+x—-1) 2x 212 — 2z 2x

332733+x3+x2_m37m x71+x+1_x271_ (z—1D(z+1) (z4+D(x—-1) (z+)(x—-1) =z+1

86 Réponses et corrigés



B4C) i (x+1)(x+2)
34d).......... 3(z+’7(;/37> (I+7+6\/3>7)
34e)........ 2<x+321/@) <x+3+:{ﬁ>
34f) . —5(x —1) (a: . ;)
35a) i ’(m—l—y—z)(w—i—y—&—z)‘
35D) i | (142 + 3y)(—122 + 3y) |
8.5 C) et (z+1D(y+1)
B35 d) e (x—1D(y—1)
B.50) e eee et (@ + )@ +1)?]
3.5f) ... (a® + %) (y — 422) (y + 42?)
3.6a). i (z—1)(z+1)(2*+1)
3.6b) ... —8(2? +1)(z — 4)(z +4)
36C). i (m2+x+1)(x2—x—|—l)
36d) ... (a® + %) (* + d?)
36¢e)...... (a2+b2—|—02 +d2) (p2—|—q2 + 72 +52)

Réponses

3 1
3.1a) 8x° 6x2+§x—§
31b)i ‘x5—2x4+x3 x2+2x—1‘
B1C) i ‘x5—x3+x2—1‘
31d)..oi ‘$5+2$4+{E3—.’E2—2$—1‘
B1€) i ‘x5fx379:2+1‘
Bl f) ot 2?1
3.28). |—2+ 120 — 172 + 8% — 32|
B.2D) i
3.2C) i ‘2fx+x37x4fx5‘
32d). |—1— 32— 3" +2°]
8:200) i
8.26) . 1420 +30% + 2% + 2|
B.38) —6(6z +7)
3.3Db) . 452 + 4)(~5z + 1)
3.3C) i 2(3z — 4)(102 + 3) |
33d) |—8(z+ 1)(= + 16)
B4 ). (x—1)2
B4 D) (z+2)

Corrigés

3.1a)  On utilise directement Iidentité remarquable (a + b)* = a® + 3ab + 3ab® + b°.
3.1b)

“efficace”, il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que (ax")(bz?) = abx

On peut écrire : (z — 1)3 (xz +x+ 1) = (x?’ —32° + 3z — 1) (m2 +x+ 1) = ¢° 22" +2° —2® +2z—1. Pour étre

n+P).

Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant 1’étape intermédiaire, le coefficient du terme de degré 2 est donné
par (—3) x 1+3 x 1+ (—1) x 1 = —1. Ici, I’étape intermédiaire n’étant pas compliquée (a effectuer et & retenir), on peut

(éventuellement) se passer de ’écrire.

(1:+1)2(x—1)(m2—m+1) = [(1‘4—1)(33—1)][($+1)($2—£+1)] = (xz—l)(xB—&—l) =2~ a7 -1

Que pensez-vous de la nécessité d’écrire les étapes intermédiaires 7
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3.1e) On calcule : (z — 1)(z + 1)(:r2 +z+ 1) = (372 - 1) (a:3 - 1) =2 —2® — 241

22
3.4e) La forme canonique est 2 {(:c + g) — 33:| .

3.6 ¢c) On calcule z* +2° + 1 =2" + 20> +1—2° = (ZE2 + 1) -z = (m2 +x+ 1) (x2 -+ 1). La factorisation est

alors terminée sur R puisque les deux équations, z° +z +1 =0 et z° — z + 1 = 0, n’ont pas de solutions réelles.

(ac+ bd)* + (ad — be)® = a*P + b*d* + d*d® + b° = (a2 + b2) (02 + d2).

Remarque : signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste & interpréter en termes de module d’un
produit de deux nombres complexes !
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Réponses
4.1&) ........................ 4.3&).... 2—[—\/§+%\/€ 4,5(3) ,,,,,,,,,,,,,, 1+\/ﬁ
4.1b) ... -\/5—1 11
41 ) 4.3b) ................ 45d) ................. §$—1
................ 43¢).......... 1= VI0+ VI5] A Ca)
4.1d).. V7 -2 4.5e).......... @—Dvr—_1
41) s, 48 [VI5 4 V10— V6 2]
A1) 3—a]| 43¢ ~(V2+V3) B e
28] oo . I 4.6a). i
42} oo V- 2 4.6Db) ..o 2v2

4.2d)..... 3+V2
V2+2-V6| ame) 1+42
4.2€). 12v7] A4 1 ) 1+ v2
4.26) . 45 ) z AT )
A)
10 vz -1 4.7€) i 1++5
4.28). .. 9— 3\/5 ) -
45b) ... z—22 -1 A7) In(1+v2)

4.2h)

4.8 o

Corrigés

4.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc 4/ (—52) =5
4.1 f) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3 —asia <3 eta—3sia>3.
4.2 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

VA+2v3=V1+2V3+3=1/(1+V3)2 =1+ V3.

4.3 a) On calcule :

2-v3 2-V3_ 2-v2 (2-V3)(2-V?2)

21v2 2442 2-v2  2+v2)2—VR)
2-v3)(2-v2) 4-2V2-2V3+6
22 -2 - 2

:z—f—\/§+%\/é.
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1-(V2+v3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

(L+(V2+v3))(1- (V2+Vv3))  1-(vV2+v3)°  4+2V6

4.4 On pose A :=

A 1
1+ (V2 +V3)
Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2 VB-1)(4-2v6) 42 -4VB+4VB—6V2—4+2V6  2V2+4-2V6  V2+2-1/6
o (4+2v6)(4-2v6) 16 — 24 B 8 B 4 ‘

1 _V2+2-6

: ce qu’on cherchait.

Ainsi, on a

1+vV2+V3 4
Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :
1 _ 1+v2-v3 C1+v2-V3  V2+2-6
1+V2+v3  (1+V2+V3)(1+vV2-V3) 2V2 4 '
4.5 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

4.5 e) Le calcul donne f”(z) = —i @ 11)3/2 d’ou
J@) 41 @) =V T e (o) =
B (z—1)Vor—1 (z—1)Vo—1 (- —1

(\/3+\/57\/37\/5)2:3+\/572\/3+\/5 3-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V/4=6—-4=2.

De plus, \/3+\[7\/37\/5>0,d0nc\/3+\f7\/37\/5:\/§.

4.8 Appelons A ce nombre barbare, et écrivons-le A = o — 8 en posant

3/ / 125 3 / 125

Plutoét que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A® A Daide de Pidentité remarquable. On a

A® =a® - 3%+ 308% - 8° = — 8% — 3aB(a— B)

125 125
A3 =6-3A4°3 i _ ke
6—3 <3+ 9+ 27)( 34+14/9+ 27)

d’ott finalement A® = 6 — 54, ce qui est équivalent & (A — 1)(A® + A + 6) = 0 en observant que 1 est racine évidente de
I’équation ¢> + 5t — 6 = 0 d’inconnue ¢, puis finalement 1 est I'unique racine réelle de cette équation, et donc A = 1.

ce qui donne
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IFiche n° 5. Expressions algébriques|

Réponses

Corrigés

5.1 a) On développe (a + 2)3 = a® + 6a® 4 12a + 8, puis on simplifie sachant que a*® = a® — 1.

6

5.1 b) De a® = a® — 1, on déduit a® = a®(a® — a) = a® — a” et donc a® — a® = a*. De plus a* = a(a® — 1), ete.

5.1 c) On commence par a® = (¢*)? = (> — 1) = a’ = 2d° +1 = —a® — a puis a'* = (=a® — a)® = a" + 2d° + &°
4 e 2 3 2 4 . 2 . 1 2 1

5.1 d) L’égalité a” — a” + 1 peut s’écrire a(a — a”) = 1 ce qui montre que a # 0 et — = a — a”. Alors —=1-a.
a a

5.3¢)  On développe : (—4 +iV5)° = —4° +3-4%(iV5) — 3- 4" (iV5)> + (iV5)® = —64 + 48iV/5 + 60 — 5iV/5.

5.3 d)  On développe : (—5 +Z§)37_,+3,i§+3 §—z%
8 8 8 8
5.4 a) De a° = 1, on déduit a” = a? et a® = a donc tous les termes se simplifient sauf deux : 4 — 1 = 3.
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1234 10\123 _ 4 4 10 2341
() xa

5.4 b) On commence par a = =a”* car a'® = (¢®)? = 1. De méme a

donc finalement a* x a' x a? x @® = a'® = 1.

= a', etc. et on obtient

1234
1234 x (1234 + 1

5.4 ¢) Ceci vaut a® ot S = Z k= % est un entier multiple de 5.

k=0

. . P a®—1
5.4 d) Cette somme partielle de suite géométrique vaut T
@ —
99 100
_ _ 1—
5.4 e) Cette somme géométrique vaut xa' =2 4 _ @ -
1 a—1 a—1

5.4 f) En réordonnant les facteurs et en développant, on obtient :

2—a")Y2-a")2-ad>)2-d*) = (5-2(a+a")(5—-2(a®+0a)) =25 —-10(a+ a* + a® + a*) + 4(a + a*)(a® + a?).

Ora+a’+d*+a"=—-1let (a+a")a®+a°)=ad®*+a®+a" +a" =a+a®+a®+a" = -1 aussi.

5.6 ¢) Le développement (z +y+ 2)® = 2®> +y® +2° + 3 [xQ(y +2)+ 9y (z+ )+ 2@+ y)] + 6zyz conduit par
soustraction & a® — 3(ab — 3c) — 6¢ d’apres Iexpression précédente.
5.6 d) Premiére solution : on développe et on obtient une combinaison des expressions précédentes.

Deuziéme solution : on reconnait (a — z)(a — z)(a — y) = a® — (z + y + 2)a* + (zy + yz + zz)a — zy=.

5.7 b) Premiére solution : on développe (z+y+ z)4 puis on conclut par soustraction a l’aide des calculs précédents.

Deugiéme solution : on remarque qu’il s’agit de calculer (z°)? + (y%)° + (22)% = (2® + y° + 2%)% — 2(a®y® + 2% + 2%2?),
donc qu'’il suffit de développer (a® — 2b)? — 2(b* — 2ac).
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5.7 d) On réduit au méme dénominateur (z — y)(y — 2)(z — x) puis on factorise le numérateur par (z — y) :

P—y)+yi@—2)+2y—2) =2z —y)+ (" — 22z —yz(y — 2)
=(z—y)[a® - (y+2)z +yz],

et on reconnait pour le dernier facteur : z° — (y + 2)z +yz = (z —y)z — (z — y)z = (z — y)(z — 2).

Pz-y)+y’@—-2)+(y—a)=2"(z—y) + (v’ - 2°)z — y2(y” - 2°)

=(z-y)[® - (" +yz+ )z +yz(y + 2)]
(2 = ")z — y2(z —y) — 2°(z — v)]

[(ery)x —yz 722}

(2 = 2°) + (z — 2)y]

z—y)(z —2)[(z+2) +yl,
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[Fiche n° 6. Equations du second degré|

Réponses

...............

8L 1)

6.4C) i [ m done —(m +a+b)|
6.4d). ... | m done m(a—b)/(b—c)|
6.4€) oo
6.4 ). [+ b puis 2ab/(a +b). |
6.5 8) it o? =220+ 117 = 0]
6.5D) it [a” — 62— 187=0]
6.5C) o [ —dz+1=0]
6.5 A) e 2% — 2ma +3 = 0]
6.5¢)..... |22% — (4m + 1)z + (2m* +m — 15) = 0

6.1 ) | —1 donc —19/5]
6.5f).... |m*2% + (m—2mHz+(m* —m—-2)=0
6.2 8) .. ’ ‘
6.6a)...................... =-3/4etx=3/4
62 D)oo ) m=—8/4cto=3/4]
6.2) 6.6b)... [m=—leto=—2% oum=7ets=2/3]
6.2) .ot 66¢) ... [m=leto=—lonm=_letz=1]|
6.2¢) e eee e b BT
6.7Tb) . a=-2etb=1
6200 oo ) | |
6.7C) i la=-3etb=5]
6.3 ) i 2/3
6.7d) o la=1/2etb=3]
6.3 D) <o ’ ‘
6.7 €) a=1etb=3V7
6.3 C) e
6.8a) ... ] — 00, 1] U [V2, 400
6.3d) i 2m/(m + 3)
6.8 D) i [-3, 5]
6.4a). ... lldonc (a—b)/(b—c)‘
6.8C) i 1] — 00, ~1]U [2/3, +o00] ]
6.4Db) ... ’ 1 donc ¢(a —b)/(a(b—c)) ‘
6.8d).. ... 1] — 00, —1/2[ U4, 00|
Corrigés
6.1 a) (’est une identité remarquable : 2 — 6z + 9 = (z — 3)°.
6.1 c) Le nombre 2 est racine évidente, ’autre est donc —6 en regardant le produit des racines qui vaut —12.
6.1 ¢) La racine 0 est la racine évidente par excellence ; la somme des racines valant ici 5 I'autre racine est 5.
6.1 g) La fonction # —» 222 + 3 est strictement postivie car elle est minorée par 3, donc elle ne s’annule pas.
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6.2 a) Ici on cherche des racines un peu moins évidentes : on remplace le probléme par le probléme équivalent de la

détermination de deux nombres x1,x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations évidentes
de 42,ici42=6xT7et 13 =6+ 7.

6.4 ¢) En réduisant au méme dénominateur de part et d’autre éqation devient m(z> + ab) = z(m? + ab) qui est

une équation du second degré. Sur la forme initiale de ’équation on lit que m est racine évidente, ’autre est donc ab/m.
Peut-étre aurait-on pu voir cette racine « évidente » directement ?

6.4 f) Le nombre 0 est bien tentant, mais n’est pas racine de I’équation. En revanche a + b convient. L’équation se
réécrit (a4 b)(z —a)(z —b) = ab(2z — (a+b)), d’ott une équation du second degré dont le coefficient devant z* vaut a + b
.\ . . . 2ab
et le terme constant 2ab(a + b), donc la deuxieéme solution de cette équation est P
a

6.6 a) Une équation du second degré admet une racine double si, et seulement si, son discriminant est nul.
Ici, le discriminant vaut A = (2m + 3)> — 4m? = 3(4m — 1). Ainsi, I'équation admet une racine double si, et seulement
si, m vaut —3/4 ce qui donne z = 3/4.

6.6 b) Ici, le déterminant vaut A = 4(m” — 6m — 7), donc une racine évidente est —1 donc l’autre vaut 7. Pour

m = —1 on trouve z = —2 et pour m = 7 on trouve z = 2/3.
6.6 c) Ici le discriminant vaut A = 4((3m +1)* — (m 4 3)?) = 32(m” — 1) donc I’équation admet une racine double

si et seulement si m vaut 1, auquel cas 'équation s’écrit z° + 2z + 1 = 0 et la racine double est —1, ou m vaut -1, auquel
cas I’équation s’écrit z? — 22+ 1 = 0 dont la racine double est 1.

6.8 a) Un trinéme est du signe du coefficient dominant a I'extérieur de I'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont v/2 et 1, le trinéme est donc strictement positif sur | — oo, 1{U]v/2, +00[ et strictement
négatif sur |1, vV2[.

6.8 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U |5, +00[ et strictement

positif sur ] — 3, 5].

6.8 c) Ici, les racines sont —1 et 2/3. Le trindme est donc strictement positif sur | — oo, —1[U]2/3, +-00[ et strictement
négatif sur | — 1,2/3][.
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IFiche n° 7. Exponentielle et Logarithme|

Réponses
Tla)oooiiiiiiiii, 7.5 b) T T8a). i
TAD) 2] as by
1
% R ) —3In2 T5C) i — T8 C) i 1
. y 1 s
r14) Ly T T
A A) —In
2 Th5d) . g 7.98) i
L)oo 1
T5€) i —= TODb) .
TAf) 2In2+2In3 2 1+
T28) S o2md] g E 7O o —1]
7.2b). .. 2In3 — 2In2 N 1
6a)...................... —2 7.9d).. -
T2C) .. In3+ 11In2 ) 1tz
1
72d). . 305+ 22|  T6D) | T
7.2€) ..., —2In5+4In2 T C) e 17 7100). ... > 1n123+5
T216) . 2In5—-2In2|  76d)....................... 1
70Db) ... z €[0,1]
T3 —2In2-2I5|  7.6e) ..o
2
2 T610) e 100¢) ... > =
TAa) . §5 In(vZ - 1) )) 7-10 c) T2
T7a) i -impaire
7 d > !
7.4b) . 17+12V2]  7.7b) 10d) s T2
TAC) o o] rre TA0 €)oo
T4d) .o o] 774 .
STd) o —13 — /273
) 7A0T) oo v
(1) DO 2
Corrigés
7.1 a) On a 16 = 4> = 2* donc In16 = 41n 2.
7.1 c) On a 0,125 = 1 donc In0,125 = —In8 = —3In 2.
7de) Ona72=8x9=2"x3"doncn72—-2In3=(3In2+42mn3)—2In3=3In2.
7
7.2 c) On a 0,875 = g donc
In21+42In14 — 31n(0,875) = (In3+1n7) +2(In2+In7) — 3(In7 — In 8)
=In3+2In3+3x3In2=3In3+11In2.
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7.3 On appelle A ce nombre. On a
A=(In1-In2)+ (In2—-1n3) +--- + (In98 — In99) 4 (In 99 — In 100)

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In 1—1n 100, c’est-a-dire A = — In 100 ou 100 = 22 x 5%,
d’ou le résultat A = —2(In2 +1In5)

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

99 99
k
A= kg_l In 1 = kg_l(lnk —In(k+1))

100

99 99 99
=) k=) (k+1)=) Ink—> Inj
k=1 k=1 k=1 j=2

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A =1In1 —In100 = —2(In2 + In5).

7.4 a Ona (1+v2)?*=3+2v2et —— =v2-1
) ( ) i
On a donc
a—lln(3+2\/§)—4ln(\/§+1)—lln((1+¢§)2)+4ln#—Zln(1+x/§)+41n !
16 16 V2+1 8 V241
d’ou finalement @ = —=In 1 + ! :§ln ! :§ln(\/§—1)

7.6 b) On a e—lnan — e(—1)1n(lx12) _ (1112)_1 - =

7.7 a) f1 est définie sur | — 2021, +2021[ qui est symétrique par rapport a 0 et

2021 — x 1 2021 +x
V. — 2021,42021 —z) =1 =1 = —1 - _
T €] 021, + [ f(—=x) n2021+x ngggi_i ST 2

7.7 b) OnaVz eR, z<|z|]<+/x2+1donc fs est définie sur R et pour tout réel x on a

fo(—z) =In(—z + /(—2)? + 1)
=In(—z+Vz22+1)
(—z+ Va2 + 1) (z + Va? +1)

=In
T+ Vr?+1
2 2
- + @ +1) =1 ! —fa(z).

n =
r+vVaZ+1 r+vVaZ+1

7.10 f)  Attention a l’ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —=5[ N (]61, +oo[N] — o0, —7[)7 qui est I’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | —oco, —5[N (] — 00, —T7[U]61, —i—oo[) , C'est-a~dire dans l'intervalle | — oo, —7].

Dans ce cas, un réel z appartenant a | — co, —7][ est solution de I’équation si et seulement si x vérifie z? 4+ 13z — 26 = 0.

—13— /273 _ —13+4+/273
a 2

Or, ce trindme admet deux racines réelles : 11 = ——————— et @2 . Seul z; convient car z1 € | — 00, —7]

2
et xo ¢ | — 00, —T7].
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IFiche n° 8. Trigonomeétrie|

Réponses
Bl a) . — —
%) [9] 8T D) e {2””}
8L D)t [0] 3 3
8.1C) o ~1-v3|  87b)..... {—+2kmkez} {51+2km,kez}
1
Bl d) e —= 7 11w
2 BT C) e —
0 {5
8.2 )t [0]
5w
8. 2D) —sinx 8.7 C) e — ——
| ) [
8.2 C) ittt
82d). e 8.70).... | {F+unrezfu{FT +ounkez}
V6 — 2 T 5w
8.3a) . i 8.7d) ... -, —
) 1 ) {4’ 4}
V6 +2 3m W
83 b) .. _2° -
) 1 8.7d). { . ,4}
6—+v2
8.3 C) ettt f4f 8T A) e {%—i—lm,kez
V3 —1 7w 3m 5w
BA) 8.7 €) o Tom omim
8.3d) 1 e) VR
8da). ..o —sinx
) R T [ rri
1 4 4°4° 4
8.4 D) oo
COS ™ ™ o
8T €) e {—+k,keZ
e C) Lttt [0] 4 2
om Tm 11w
84d) oo 4cos’xz — 3cosx 8T oo T Rl
’ ‘ ) 67 67 67 6
2+/2
8.5&) .................................. B 87f) 5% _I E 51
....................... 6 66 6
2—-v2
8.5 D) . 5 8.70) ... {%—f—kﬂ,keZ}U{%—&-kw,keZ}
868) i - 1 13- 2.
BB b N8) 12°°12° 12 12
86C). i 8cos® z — 8cos x+1‘ 11r 7 =« 1lx
87 g) i , ,—, ——
i 127 12712° 12
S ) {,}
33 T 117
8.7¢)...... {E+kw,kez}u{—+kw,kez}
BT a) . it { }
8.7 h) {77 5 37r}
.............................. 8,?77
8.7a)...... {g+2kw,kez}u{——+2kw keZ}
T m 5w
47_{_ 5 87h) ............................. {2’676}
8T D) e
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T 27 T 5t |
8T ). oo Tkl ken 8.8C)rr [— 7f]u o
) {6+ 3 } c) g {6 7r_
T 137 v 5 Tm 11r ]
8T 1) e Toon 88d) ..o [o,f}u RUNEKN NN R
R {7 7 } ) 6 [6 6] [ 6 "]
. T 5 T 57 ]
BT 1) e ——, =
l) { 77 7} 8.8 d) ........... |:7T,6:| U |:76,gj| U |:6,7T_
. ™ 7r
871i)...... {?+2kﬂ,k€Z}U{*?+2kﬂ',k€Z} 8.8 ¢) [I w[ 51 37
Be) 13 19
. 5t 9
A ) I {14 14} w80 3w n [ﬁ E[
...................... 13 13
5T 9w
8-7j) .................................. { } 3 7 5 3 3 7 7
147 14 Kf[ }Ei [l i[ ]ll
88f)..... {4,2u2,4_u 4,2u2,4_
. 5T I
87j)...... {ﬁ—FQkﬂkEZ} {1—+2kwkez} 8.8 f) [—317—§[U}—*,—E}U{Eaﬁ[u}ﬁa?ﬂ
4 2 2 4 4 2 2 4
3 5 _ ] =
8.8 a) ......................... |:O7 4:| U |:4727T ].8 g) .................... 0’31 U 71’27(_
- 4 4 |
3r 3
I [— — T 37
’ B8 )i - —
47 4 | g) { 12
8.8 b) r om 3r] [7r llx| [157
................................... , 881N . lo2™| | Ul
3] o [PEREEE
m 7
88b) ......................... T, — :|U|: , T 57'[' T 371' 777
3 3 h)......... -, —— —, = —
oo [ 2 31 B
0 57 |
8.8C) eene [f} 2T
c) 0 5 U{G ™
Corrigés
8.3 b) On peut utiliser = g 7% uis les formules d’addition
8.4 b) On a
sin2z  cos2z _ sin2zcosz —cos2rsinr _ sin(2z —z) 1
sin x cost sin x cos x " sinzcosxz  cosz

On peut aussi faire cette simplification a ’aide des formules de duplication :

sin2x  cos2x 2sinzcosx 2cos’x —1 1

sinx cos T sinx cosx Ccos T

8.44d) On calcule

cos(3x) = cos(2z + &) = cos(2z) cos x — sin(2x) sinz = (2cos” & — 1) cosz — 2 cos xsin” x
=2cos’ x — cos — 2cosz(1 — cos® ) = 4 cos® & — 3cos .

2

+1 242 2 2
8.5 a) Onacosg:2c052z—1donccos2g: 22 :f;— .Deplu&cos%}Odonccos%: ;f
8.5 b) Onasin® - =1- ng:2_4\/§etsin%20doncsing:%ﬁ.

Réponses et corrigés 99



1 — cos(2x) 2sin” x

8.6 On a cos(2x) = 1 — 2sin’ z d =
a) n a cos(2r) S CORE T i (2a) 2sinx cos

sin3z cos3z  sin3zcosz —cos3zsinz  sin(3xz —x)  sin(2z) 2sinxzcosz

86b) Ona-—- — = - = — = — =2
sin x cos T sin z cos x sin x cos sin
8.6 c) On a cos(4z) = 2cos”(2z) — 1 = 2(2cos’ & — 1)> =1 = 8cos’ & — 8cos® z + 1
2 2
8.7 e) Cela revient a résoudre « cosx = % ou cosx = —g ».
8.7 g) Si on résout avec z € [0, 27, alors ¢ = 2z € [0, 4x].
V3 7 1lr 137 237 7 1llm 137 23w

O7d > 074 ) 3t = —— t {7777777} t d {7777777}'

r, dans [0,47], on a cos 5 Pourt € | &, —=, —c—, —p et doncpour & € | 15, o5 o o

5 5
8.7 ) On a cos% = sin(% — g) =sin ﬁ Finalement, on résout sinx = sin ﬁ
. < 1
8.8 d) Cela revient a résoudre —= < sinz < 5
8.8 f) On résout « tanx > 1 ou tanz < —1 »

8.8 g) Siz € [0,2n], alors t = © — % € {—27271 - %} On résout donc cost > 0 pour t € [—
™ 3 Tm 3T T
Ty @ ST UL on].

donnete[ 4,2}U{2,4}etd0ncx6[0,4}u{4, 71'}

m s

8.8 h) Si z € [0,2n], alors t = 2z — 1 € [—17471' - %} On résout donc cost > 0 pour t € [—%,4#— f} ce qui

donnete[_lﬁ 2772 24 8’ 8 8

T 3m 57 7w 157 . 3w T 17w 157
} U {— —} U {— —} puis x € {O,—} U [— —} U [—,271'

B
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Ficl 59 Dérvation

Réponses
9.1 8) ittt 0.50a) ... (22 +3)(2sin(@) + ) — (a? + 31) x 2cos(a)
(2sin(z) + 3)2
9.1 D). 52" — 62 + 4o — 15
9.5 b) _ 2-3z
9.1C) v (2% — 20+ 10)exp(2a) | TV 2z (37 + 2)2
312 -z (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)
9.1d)..oiiiiiiit (6x —1)In(z —2) + o 9.5¢)...... -2 @25 1)
9.2 8) it [5(a> — 52)" (20 — 5) | (4z + 3)In(z) — 2z — 3
9.5d). ..
(In(x))?
9.2b) e 4(22° + 42— 1)(32% +2) |
.1
9.2 C) .............. ’ 8COS2(.’£) _ 6COS(.’£) sin(x) _ 4‘ 9.6 a) ........................ 2x sin (E) — COs (7)
0.2d)....... [-3(3con(e) —sna)*(Gsinte) +eosta) | ggry d
(9 —22)vV9 — a2
9.3 a) 2
B A 5
G L
1—2a?
1
9.3 D) o :
zIn(z) x cos(z) — sin(z)
9.6 ).\ :
xsin(z)
9.3C) i ’ (—22% 4 32z — 1) exp(2® + z) ‘
7 10x -5
9.3d)...ii ’6005(2x)exp(3 Sin(2x))‘ 9.7a). ... B_2)22 + 1)
6z 222 — 1
9.42a) i cos 2 1+3 1-v3
) (22 +1)2 ($2+1) 9.7b)......... x+1( 5 )( 5 )
202 +22 -8 . 2z+1 222+ 2 +5
94b).....i CEWE in (xg T 4) 9.7C) i GrYE o1y
cos(x) 2
9.4 C) ) x
2 Sin({])) 9-7 d) ................................... (x + 1)2
cos(ya) >
9.4d) i NG 9.7€) v 2(1 - In(z))?
Corrigés
9.1 a) On calcule : f'(z) = (22 + 3)(2z — 5) + (z° + 3z + 2) x 2 = 62° 4 2z — 11.
9.1 b) On caleule : f'(z) = (32° 4+ 3)(z® — 5) + (2 + 32+ 2) x 2z = 5z — 62 + 4z — 15.
9.1 c) On calcule : f'(z) = (2¢ — 2) exp(2z) + (2° — 2z + 6) x 2exp(2z) = (22° — 22 4 10) exp(2z)
9.1d)  Oncaleule : f'(2) = (6z — 1) In(x — 2) + (32" —2) x —— = (62— 1) In(x — 2) + 35_‘;.
9.2 a) On calcule : f'(x) = 5(z® — 52)* (22 — 5).
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f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x)sin(z) — 4sin’(x) + 4 cos’(z) = —6 cos(x) sin(x) — 4(1 — cos*(x)) + 4 cos” (x)
= 8cos®(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.
9.2d)  On calcule : f'(x) = 3(3cos(z) — sin(x))*(—3sin(z) — cos(x)) = —3(3 cos(z) — sin(z))?(3sin(x) + cos(z)).
En développant, on trouve : f'(x) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” () — 9sin(z) 4 51 cos(z).

9.3 a) On calcule : f'(z) = xfj_ T C’est une application directe de la formule de dérivation quand f =Inow
1/x 1

9.3 ¢) On calcule :

(@) = (=1 exp(a® + ) + (2 — z)exp(z® + ) x 2z +1) = (=1 + (2 — 2)(2z + 1)) exp(z® + z)
(=1 44z + 2 — 22° — ) exp(z® + x) = (=22° + 3z — 1) exp(z”® + ).

f,(w):ms(zﬁ—l) 4x(x2+1)7(2x271)><2x: 08(2x2—1)4x3+4x—4x3+2x
241 (2 4+1)2 z2+1 (2 +1)2
6x 22 — 1
= (x2+1)2cos($2+1)

2z +1 2(x? 4+ 4) — (22 +1) x 2z . 2z +1 227 4+ 8 — 4z? — 22
) x = —sin ( )

2+4 (x2 + 4)2 z2 44 (x2 + 4)?
24228 (2m—|—1)
T (22 +4)2 z2+47
/ cos(z)
9.4 c) On calcule : f'(z) = cos(z) =
2/sin(x) 24/sin(x)

............................................ 2x+3)(25m(m)+3)_(m2+3x)chos(x)

9.5 a) On calcule : f/(x) = ( (2sin(z) + 3)2

. En développant le numérateur, on trouve

~ —2z% cos(z) + 4z sin(x) — 6z cos(z) + 6sin(z) + 6z + 9

fle) = (2sin(z) + 3)2
9.5 b) Oncalcule'f/(x)—ﬁ(?’x—’_m_ﬁxg)_329:\?52_3@5/:2?\/5_ 3r4+2—-6z = 2-3zx
’ ’ N (3z +2)2 T (Bz+2)2 2y/z(B3x+2)2 2y/x(3z +2)2

_ —2sin(2z+1) x (z? + 1) —cos(2z + 1) x 2z 9 (:c2 + 1)sin(2z + 1) + zcos(2z + 1)

(22 +1)2 - (22 +1)2

9.5 c) On calcule : f'(x)
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(4z + 3) In(x) — (22 + 3z) o0

9.5 d) On calcule : f'(x) = = (o +3)In(z) — 2z - 3
(In(z))? (In())?
9.6 a) On calcule : f'(x) = 2z sin (7) + 2° cos (l) X (_—1) = 2z sin (l) — cos (l)
T x?
V9 — 22 — 1 _ /9 — 12 z? 9—224a?
/ I $2\/9—m2( 22) oot 9—a2 Vo—a? 9
9.6 b) On calcule : f'(z) = 5 = 5 5
N 9—=z 9—2x (9 —22)v/9 — 22

9.6 ¢) On a trois fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de
dérivée d’une fonction composée : f'(z) = ! x u'(x) x !

24/u — 1)

On calcule :

, 1 1z —1)—(z+1) x1 1
fx)= ( )= 2 )
z—1 x—1
=2 -1
_2 z+1 " (z-1)2 (z+1)(z—-1)
X
z—1
-1 1
S —1 1—22
9.6d) On caleule : f/(z) = @ Xz —sinf@) x1 @ _ weos(@) —sin(z)
x2? sin(x) z sin(x)
—(=1) -1 (2+2)* - (3—x)? 10z —5
9.7 lcule : = = = )
a) On calcule : f'(x) (3—x)2+(2+l’)2 B_a022+a)? (B—2)2(2+2)2
1 20(z4+1)—1 222 422-1
. lcule : =2x — =
9.7b)  Oncaleule: fi(z) =2z — —= z+1 T+ 1

Pour le trinéme 2z + 22 — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (—1) = 12.

:—2—\/52—2—2\/5:—1—\/??

On a deux racines :

_—1+V3

T 4 2 " 2
Ao - ZE)@— B L+ VB, 1-V3
Enfi () = - . ( )( )
nfin, on a f'(z) z+1 z+1 T 2
2041 Ix(@-1)-(z+2)x1 _ 2z+1 3
9.7 On calcule : f’ - '
c) n calcule : f'(z) o Rr—— (z —1)2 224+z—2  (zx—1)2

On cherche les racines du trindme z° 4+ z — 2 dont le discriminant est A = 1 + 8 = 9; on identifie deux racines

r1 = —2, x2 = 1. D’ou la forme factorisée : 224z —2= (z+2)(z —

Alors : /() = 2z +1 3 2z +1)(z—1) 3

1).

(z+2) 22 +22+45

@+2)z—1)  @-12 @+2@@-12 " (z+

(x+1)2 (z+2)(z—1)2

Le trindéme 22> + 2z 4+ 5 dont le discriminant est A =4 —4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

2¢% + 2+ 5
(z+2)(z—1)%"

Ona: f'(z) =

9.7 d) On calcule :
oy Ix(z+1)—xx1 1 1 2 14+ (z+1)>—2(x+1)
J@) = —0 5 iyl PO DR RS @12
1+’ +2041-20-2  2°
a (z +1)2  (z+1)2
1(1-In(@)-(1+h@)zt 120414 bl 2 2
. 4 T x __ T x x x _ T _

9.Te)  Oncaleule: fi(z) = (1—In(z))? T (Q-In(2)?2  (1-In(@)?  z(l—In(z))?
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Réponses
3 I In |t + 1 105 C) i —1In|cost|
10.1 1) 3 10.5d). e —1In|1 — sint|
D) P
10.5€) oo -—2 cos \/1?
10.1 ¢) 3 )
P R O B T I I R R I I _72 1
2(t +2) 105 6) oo  sin(rnt)
77
cos(4t
10.1d) oo SO 05 g )
3 3. 105 h) .o —tan®t + In| cost|
10.28) 0ot UL
10.2 D) oo 162t+1 105 1) oo —tan*¢
1 105 1) o 2v/tant
10.2C) i iAI‘CSin(Qt)
1
. 105 K)o -
ant
10.2d) ..o gArctan(?)t)
1 1
105 1) oo =
2 3 0-51) 2 (1 —sint)?
10.38) 00 g1+
1
1 . 105 1) v §Arctan(2t)
10.3b) it 6(1+2t?)5
105 1) e et Arctan(e’)
1003 C) e —V1-#2 -
3 10.50) cciniiiii i(Arcsin(t))2
10.3d) .o T+ 7t%)3
105 D) e In |Arcsin(¢)|
1
103 €) i g+ 3t%) t sin(2t)
1006 ) .. veee e 5T
1
10.3 €)oo —
) (1+ 3t2)2 10.6 b) _cos(4t)  cos(2t)
BDh) 3 1
104 8) o Lty 1
4 106 C)oevneeniii i —cost + 3 cos® t
10,4 D) oo 2vVInt
) 106 d) ..o In(1 + sin? t)
2
10.4C).cenniiiii (B2 | 10.6€) i
2 106 ). .o | —cotant + tant |
104 d) ..o —
) 3t3 1
106 8) ..o 1 In | tan 2t
104 €) o ’1n|1fet+et|‘
1
104 ) oo et 10Ta) t+Int—<
10.5 a) —lcos?’t 10.7 b 1
LS T T 3 . ) ................................ nt— ﬁ
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2 — —
—% puis gln(t2 + 1) — Arctan(t)
1
............ cost(3cos®t — 2) puis ~3 cos® t
1

......... sinh(t)? + cosh?(t) puis 5 sinh?(t)
2t sin % + cos % . 1

............... ————pa  Ppuiscos-

2¢t )
.................. m puis 111(2 —+ et)
2cost+3 1

...... ————— puis —= In |2+ 3cost
) 35 3c0s1)? puis —3 n |2+ 3cost|
1 . Y

................ m puis — 1-— t2

3cos?t —1 . 9
....... m puis — ln(]. —+ cos (t))
1
................ (1- 2t2)e*t2 puis —567#
Int—2 1
................. ntz puis Int — §ln2t
1+1Int
..................... ————— puis In|Int
22t © |Int]
Int —sinlnt
.......... w puis — cos(Int))
et(e? —1 )
............. —(1(_'_6%)2)) puis Arctan(e')

10
10.7C) ceii t+—+ —
c) + 3 + 5
2t
10.7d) oo t——+ -
) 2 i 3
10.7€) e t—2In|t+ 1|
¢ 2t
10.7f) o t——+—-—In|t+1
) !
1 2
10.78) i 3 In(1 + ¢*) — Arctan(t)
10.7 h) In [t 4 1] + !
Th) n —
t+1
1 3 2
10.8a) ...t 2(t — 1) puis gt —t° + 5t
1/2 1
10.8b).....c.oont... ] (t + 1) puis —7 + In |¢|
10.8 c) L2 puis 2e¥ 4
8C) ——= + — puis - —
o A PR T op
4 31 .11 2
10.8 d) ............ 75*5@ puis 751;73 %
2t —3t 1 2t 1 —3t
10.8¢)............ 2e*" — 3e™ " puis 3¢ — 3¢
1
10.8 1) .o 3e32 puis §e3t_2
t(t* 4 2) 1 3
10.8g)..... R HCETESE puis 7 In(|¢” — 1)
Corrigés
10.1 a) Admet des primitives sur | — co, —1[ ou | — 1, 400
10.1 b) Admet des primitives sur | — co, —2[ ou | — 2, +00[
10.1 ¢) Admet des primitives sur | — co, —2[ ou | — 2, +00[
10.1 d) Admet des primitives sur R.
10.2 a) Admet des primitives sur |0, +o0o].
10.2 b) Admet des primitves sur R.
10.2 ¢) Admet des primitives sur | — 1/2,1/2[
10.2 d) Admet des primitives sur R.
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x t
10.6 a) /c0520d9:/ L cos(26) 49

/ cos(6) sin(30) d — / %(sin(?ﬂ +6) + sin(30 — 6)) do

_cos(4t)  cos(2t)

t
1. . _
= / 5(5111(49) + sin(20)) do = s T a1 + cte.

t . t .
10.6 d) /Md&:/ 250080 15 (1 4 sin ) + ote

1+ sin% 0 1+ sin%0
.................. td6t00826+81n29t00895m0
10.6 ¢) — = ————df = ( — + )d@zln\sinﬂfln|cost|+Cte:1n|tant|+cte
sin @ cos 6 sin 8 cos 0 sinf = cos6

t to. 2 2 t
dé sin” 6 4 cos~ 0 1 1
10.6 = do = ——— + —— | d0 = —cotan(t) + tan(t t
) / sin?(0) cos2(0) / sin?(0) cos2(6) / (sin2 61 cos? 9) cotan(t) + tan({) + cte

bode _ * cos?(26) + sin®(26) a0
sin(46) 255in(26) cos(20)

¢ .
- 1 2cos(20) = 2sin(26) 1 ) 1 1
= / 1 ( Sin(20) + c0s(20) do = 1 In | sin(2t)| 1 In | cos(2t)] + cte = ) In | tan 2¢| 4 cte.

4

¢ ¢ ¢
0—1 0+1-—2 2
) Tl = | o fag= | (1— -2 )do=t—2In|t+ 1|+
10.7 e) /0 1d0 / 01 dé /( 7 1)d9 t—2Inl|t+ 1] + cte

t 3 t 53 t 2 2 3
0 0°+1—-1 @+1)(1—-60+6)—1 ot
10.7 f = _— = =t - — p—| 1
0.7 f) / de/ 1 d@/ 1 do =t 573 n|t + 1| 4 cte

t t t
0 0+1—1 1 1 1
10.7 h ———d= [ o df = ) df=Inft+ 1|+ —— Fct
0.7 h) /(0+1)2 / O+1)2 /(9+1 (9+1)2) nt+ |+t+1+ce
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IFiche n°11. Calcul d’intégrales|

Réponses

11.1a)........ 113 0) 1 11.5€)....oon.... 6]  11.7¢).

— 30
11.1Db)....... 1159 V3| 117d)........
‘ 2

1
5 1
11.1¢). . ... 11.3f)......... 0 2 1176)

1
11.6a).............[0] ~T 3
11.28). e 114a).. oo, [0] : %
11.6b)............. 5
11.2Db) ... 50 2
) 50 gy : ILTH). e E
147
1470 1 11.6¢c)..... 1n(>
1.2¢).00nnnn 5 11.4¢) .o V3 118a). ..o 0]
Y
11.2d).......... 54 gaa 11.6d). .. ﬁ 11.8Db). ... E
11.2€) ..., [0] 1140)...... ERp 99
5 11.6 ¢) 1,1 11.8¢)......... 10
11.2 ). 3| 1L4af) 2 e
1
o1
11.5a)............ 78 11.8d)........ e
11.3a)............. ) 78! 11.6 ) ........... % ) 2
11.3b) .o 11.5b)..... 2(e’ — 1) 5
11 11.8¢) ..oovn... z
8 T 11.7 a) - — 3
11.3¢) eevnennn S| 1150 ;ln(1+§) 2 etl
2m
17 11.8f)........... —
11.3d)............. 11.7b) ..o, = 9
) [9] 11.5d).......... v2 2
6
Corrigés

-3 5
11.1 b) / |sin7z|dz = f/ |sin 7z| dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut
5 -3
Iinterpréter comme une aire. Elle est positive car on inteégre une fonction positive.

-1 0
11.1 ¢) / sinxdr = — / sin z dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut l'interpréter
0

-1
0

comme une aire. sin est négative sur [—m, 0] donc sur [—1,0], / sin z dz est donc négative.
-1

11.2 a) 1l s’agit de l'aire d’un rectangle de largeur 2 et de longueur 7.

-3 7 7
11.2 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —5dx = —/ —5dx = / 5dz. Cette
7 —

derniere intégrale est I’aire d’'un rectangle dont les c6tés mesurent 10 et 5.

11.2 ¢) 1l s’agit de laire du triangle dont les sommets sont l'origine O, le point A(7;0) et B(7;21). Ce triangle est

1
rectangle en A et son aire est 5 x AO x AB.

11.2 d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter I'intégrale comme une aire algébrique. Sur

I'intervalle [2, 8], la courbe de f(xz) =1 — 2z est située sous I’axe des abscisses, l'aire algébrique sera négative.
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11 s’agit de calculer aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8; —15) et D(2; —3). L’aire de
ce trapeéze rectangle est % x AB x (AD + BC) = % X 6 x (34 15).

2 0 2
11.2 e) Avec la relation de Chasles, on a / sinzdr = / sinz dx + / sin z dz.La fonction sinus étant impaire,
0

-2 -2
0

les aires algébriques /
-2

2
sinx dx et / sin x dx sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
0

11.2 f) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 a 0 et de 0 & 1).

11.3 a) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique d’un rectangle.

1
.................. 22
11.4 e) / e’ dr = [ex} =’ —e?

5 -3

_1d _1
11.4 f) / —:{ln\xq =—In3

4 -3
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33

—4xr+5

1 x 1 x 1
€ e 1 1 1
11.7 _C qe= ] & 4 :{_ } _ 1
®) /Oe2z+2e1+1 v /O e+ Teril,” er1 2

3 —1 3
11.7 b) z+1 est négatif sur [—2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit : / lz+1|dz = / fmflder/ r+1dz.
—2 2 -1
Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aires de triangles.

11.7¢) On calcule

[SE)

c\
(e
@)
o
7]
—~
[\
8
N
wn
=
=}
—~
NI
(ol
8
|
o\
[SE)
—
[\
o
@]
wn
—
8
NI
—
N2
=,
=}
—~
8
N
o
8
\
[\
o\
o
@]
wn
—
NI
<
=
—~
N
ol
8
|
O\
[NE)
<
B
—~
8
N
o
8

11.8 a) La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport & 0 est donc nulle.

2 2
1 2 62 In10 _ 1 99
11. 1 x — zIn 10 — |:7 21n10:| _ _ .
8¢ /0 0 de /0 ¢ do In 1oe 0 In 10 In10
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110

1 e— 1
sh(z } =sh1l= S
[sh@)] ;
1 1 1
11.8 e) Vrdr = 2% dz = {gx%] 22.
0 0 3 0 3
@ 2 ? 1 V3
3
— = _dz=2 =2|ZA
11.8 f) /0 T om dz /0 15 (322 dx { rctan(Bm)}
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IFiche n° 12. Intégration par parties|

Réponses
™
12.108) . o ~ -1 R —R
5 12.28) 0 { s (et 2
3
12.1b) i —ch(2) — =sh(2) — 5 R* - R
12.2b) oo L, Ltz
12.010C) cenntaie e x
(In(2))?2() — 21n(2) — 2 4 2 R — R
12.1d)........ 3 12.2¢)........ 1 )
(In(2)) x — warctan(x) — 3 In(1+ 2*)
120 €) o
°) R — R
3] 122d) v s ash(z)  chz)
12.16) o 2In2— >
4
)
12,3 8) o - —e?
12.108) oo In(2) -2+ 2 2) 5 ¢
s + 1
T L] 128 b) e
121 h) o - — =
) 1 3 2
R — R
T V3
; _ 124 a)... 1
12.1 1) .............................. E + 7 1 a) { T = 5(_ COS(I’)Sh(SU) + sm(x)ch(x))
. 2V2 4 *
12.1 J) ................................ —T + g 12.4 b) ........... R+ - R 9
z— xlnz—2xlnx + 2z
4 4
12.0K) .o f\/iln(Q)—§\/§+* R 5 R
3 9 9 +
12.4¢)...... o1 5 2 2
. 5 T gln x—glnx—i—Q—?
12.1 1) ........................... Z — 5 In2 372
]-1L,1[ = R
12.4 .. 1 .
d) T = 5earccos(w) (.E — /1= 1,2)
Corrigés

™

Z - Pl -
t. tcostdt = [tsint]? — sintdt = - — 1.
0 0 2

12.1 a) On choisit u'(t) = cost et v(t)

12.1b) On choisit u'(t) = sh(2t) et v(t) = 2t + 3. /1(2t + 3)sh(2t)dt = {(2t+3)Ch(2t)} - /1 ch(2t)dt =

5 3 sh(2)
5ch(2) 5T o

2 2 2 2
12.1¢) On choisit v(t) =t et u'(t) = e?, / te? dt = {Qte%] — 2/ e? dt = de — 4|:€%i| =4.
0 0

0 0
In(2) In(2) 1 In(2) 1 In(2
12.1d) On choisit v(t) = ¢ et u'(t) = 2* / 2t dt = / et gt = {t?} - / et gy
) L In(2) In(2) 1
() _ 2 L e _ (In(2))*2™® — 2In(2) — 2" 4 2
In(2)  (In(2))? (In(2))?
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2 9 2
12.1 f On choisit v/(¢) =t et v(t) = Int. tintdt = 1252lnt — 1tdt:2ln27l 2 2 :2ln27§.
2 2 4 1
1 1

1 4
.............................................................................. 111t2
12.1¢g) On choisit u/(t) = 1 et v(t) = In(1 + ¢°). / In(1 + ¢*)dt = [tln(1+t2)}0 - 2/ Wdt = In(2) —
0 0
1
1
2/0 (1 — m) dt =1n2 — 2[t — arctan(t)]) = In(2) — 2 + g
12.1 h) On choisit v/ (t) = t et v(t) = arctant. On a
1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1
/O tarctantdt = [Zarctant} —5/ 1—|—t2 dtzg—g/ (1—1_"_72&2) dt:Z—§
0 0 0
2.1§) On choisit «/(f) = 1 et v(t) : d S L VR S w1
1 i n choisit u =1 et v(f) = arcsint arcsint dt = |tarcsint —— t———&—[ —t] .
/0 pavesintlf — [ L= e [Vi-e],

—
N
-

—
=
o
=
o
=
Q
7]
=
<
—
~
=
Il
[}
&+
[
—~
~
=
Il
[\]
&
—
_|_
I
[}
—
_|_
Q
=~
Il
%
|
SIS
|
—
—
_|_
~
=
vl
—_
H

1
12.1 k) On choisit u'(t) = V1 + t et v(t) = In(1+t). / V1+tin(1+t)dt =
0

|
S
—
~
N
-
|
| DO
—
I Do
—
—
+
~
N
Nt
wlee
[
-
Il
|
S
—
—~
N
-
|
| co
S
+
NeJ N
L—
—
—
_l’_
~
N2
[N
—
=
~
—
+
~+
|
wl N
S—
>
=
Jr
(ol
~
I

Y Y S
12.11) / ttan® tdt = / t(l + tan® t) dt — / tdt. On choisit dans la premiére intégrale, v(t) = t et u'(t) =
0 0 0

o 1 t2 e o 2 1 2
1+ tan®¢. On obtient [t tant]F — / tantdt — [2] =24 [Incos(t)]g — T = g —3 In2- 2.
0 0

12.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R, en choisissant

w'(t)=¢e" etv(t)=—t+1,0ona / (—t+1)e"dt = [(ft + 1)et]z +/ e'dt = (—z+1)e” +e” —2. Ainsi, z — (—z+2)e”
0 0
est une primitive sur R de z — (—z + 1)e”

12.2 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z > 0, par intégration

1 Int l t 1 1 1 1
parpartiesavecu/(t):ﬁetv(t):lnt, ona/ n—dt = / S dt= fﬂferl Ainsi, gy 22t
x
1

est donc une primitive sur R’} de f

12.2 ¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit & € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

* Tt 1
/ arctan(t) dt = [t arctant]; — / T3 dt = zarctan(z) — 3 In(1 4+ z°). D’ott une primitive.
0 0

12.2 d) La fonction est définie et continue sur R. Soit € R, on a, en choisissant v(t) = t et u'(t) = cht, / tch(t) dt =
0

[tsh(t)]g — / sh(t) dt = xsh(z) — ch(z) + 1. D’ott une primitive.
0

12.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiére, v’ (t) = e

1 2t 7L 1 2t
/ (t* + 3t —4)e* dt = [(1&2 +3t— 4)62] — / (2t + 3)% dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2t + 3
0 0 0

2t 1 2t 2¢71 1
et u'(t):e—d’oﬁ — (2t+3)—dt—27 (2t+3)e— +1 thdt:57§62+1[62t]1:§762.

2 ) 1|, . 41" T3
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SEVE

bl Pl
12.3b) On choisit d’abord u' = exp et v = sin; d’o : / e'sintdt = [et sin t] — / e’ costdt. Ensuite v’ = exp
0 0

s S g % s
et v =rcos, d’ot : €2 — [et cost}o2 —/ e’ sin t dt. Finalement, 2/ e'sintdt =e? + 1.
0 0
12.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour z € R, / sin(¢)sh(t) d¢. On
0

commence par choisir u’ = sin et v = sh cela donne / sin(t)sh(t) dt = [— cos(t)sh(t)]; +/ cos(t)ch(t) dt. Puis, on
0 0
choisit u’ = cos et v = ch, ce qui donne — cos(z)sh(z) + [sin(t)ch(t)]; —/ sin(¢)sh(t) d¢. Finalement, / sin(¢)sh(t) dt =
0 0

%(f cos(z)sh(x) + sin(x)ch(x)).

12.4 b) Cette fonction est définie sur R, et y est continue. Soit z > 0, en choisissant u’(t) = 1 et v(t) = In® ¢ on obtient

x

/ Intdt = [t In® t}f—/ 21Int dt. Puis, en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient  In* z —2[t lnt]f—|—2/ 1de =
1 1 1
zln’z — 2zlnz + 2z — 2. Ainsi, z +— z1n® 2z — 2zInz + 2z est une primitive sur RY. de z + In” z.

12.4 ¢) La fonction est définie et continue sur R*.. Si z > 0, alors, avec u’(t) = t* et v(t) = In*(t), on a : / t*In*tdt =
1

3 Coo [T 3 2 = 2 [7 3 n?
—In’t| —= 2 Int dt puis avec v/ () = t* et v(t) = In(t), on obtient S P - [t3 In t] + = Pdr=2"122%
3 3 3 9 179 /. 3

2 2

Z2*Inz + = (2° — 1). D’otl une primitive.

9 27

12.4 d) La fonction est définie et continue sur | — 1, 1[. Si & €] — 1, 1], alors, en posant u'(t) = 1 et v(t) = erecos) on

obtient e2roeos(t) gy = [gerrocos(H]® _ —— (") ¢ ensuite, en posant u’(t) = — ———— et v(t) = )

/0 [ -/ e p () — et u(t)

. o ()" I —1 S ; S x
on obtient mearccos(z) _ |: 1— tzearccos(t):| +/ 1— t27earccos(t) dt = xearccos(z) _ /1 _ xzearccos(z) + eZ —

0 o 11—t

B x 1
earccos(t) dt. Dol earccos(t) dt = 7earccos(z) (Z‘ _ 1 — g2

0 0 2

—
_|_
N =
@
NE)
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IFiche n° 13. Changements de variable|

Réponses

71' m
13.108) oo L 1Bi2€) —

2 12

™
13.1D) e s 13.26) “1nZ
13.1C) i 2arctan(e) — g 1303 8) ottt 2¢?

1 13.3b)........ —2((V3-1)In(v3-1)—4+2V3
131 d) . [

4 T R

1 13.4a)........ ]0’ 5[ -
13,1 €) - x +— tanz + Intan(x)

3 R — R
131 ) o 21n<2> 13.4Db) .o r e
S R
™
1302 8) 0t S :
3VB| 134¢) ... Ry = R
z +— 2arctan(Ve* — 1)
1 2e+1
13.2D) oo 21n( ; ) R S R
13.4d)....oooiiilt 3 2

- z =g In(z3 +1)

13.2 C) e 3
1, — R
1 x| 134e)......... 1, ool
13.2d) oo - +- r +— arctan a2 —1
4 8
Corrigés
13.1a) O t = sind 06[711}0 o506 et d
.1 a n pose t = sin bt avec 2 y B . n a a0 = COSU € onc

1 % % %
/ \/l—tht:/ \/1—sin29c050d9:/ cosQHdHZ/ cos20)+1 _ 7
-1 — — —

usy
2

1
13.1c¢) Onposeu=-e" avect € [0,1], donc t =1Inu et u € [I,e]. On a j—i = et donc dt = % On obtient

1 b2 © 2 ! .
— dt :/ ——dt :/ T du _ 2/ ——du= Q[arctanu} = 2arctan(e) — T
o cht o e te LUt ou , T4u 1 2

.1 s

d . 3

13.1d) On pose u = sint avec t € {0, g} .On a ditL = cost et donc du = costdt. Ainsi, / udu = / sin® ¢ cos t dt.
0 0

Finalement, on trouve
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13.1 e) Remarquons qu’on a cos® ¢ = 1- sin® t) cost. On pose u = sint avec ¢ € [O, g}

1 jus
d 2
On a ditL = cost donc du = costdt. Ainsi, / u3(1 - u2) du = / sin® ¢ cos® t dt. Finalement,
0 0

b1 ) 1
/0 sin®tcos® tdt = [iu‘l — %UGL = i — é = %

13.1 f) Onposeu— Vit avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. Ona@:2u.
AmSI/ vl /u2+u 72/ 7du—2[ln(1+ )} = 2(In(3) — In(2))

du . Y A T sint
13.2a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a — = —sint. Ainsi, ——du= ——— dt et finalement,

dt 3+ u? o 3+cos?t
/ Smtdt_l/lldu_l arctan 2L | = T
o 3+cos?t 3 711+(L)2 V3 V3 1 3V3

V3
dt 1 1

13.2b) On pose u = e’ avec t € [0,1], donc t = Inwu et u € [1,e]. Onaa:adoncdt:adu.

1 e e
1 1 1 1 ¢ 1 2e +1
Final t, —dt = ———du = —d :{71 2 1} :,1( )
inalemen /0 2T o /1 2+%u U /1 01 U 5 n(2u+1) T3 n 3

1
13.2¢) On pose u = §t— 1 avec t € [2,4], donc t =2u+ 2 et u € [0,1]. On a donc dt = 2du.

4 1
1 1 1
Ainsi, —dt =2 —du = [arcsinu] =_.
/2 VAt — 2 /0 VA — du? 0 2
m dt 2
13.2 d) Onposet—tanuavecue[O,Z].O a@—(l—&—tan u)
1 us sl o
1 4 1 4 4 2 1 1
Ainsi,/ ﬁdt:/ 72(1“:/ cos2udu:/ cosu)+1, 1. 7
o (1+1t%) o l+tan®u o o 2 4 8
dt 1
13.2 ¢) Onposeu—favecte[\/iQ] Ona —=-—
. du U
Ainsi /2 Ly E 1y 1 o
insi, ——dt =— —d — — u:—{arcsmu} =—.
va V2 =1 %%w —1u = Ve % 12

e2 2
Int u 1 NE 1. 5
VIR T | O S
/e 2t /11+u2 u=[gi@ru)] =gy

13.3 a) On pose u = V/t avec t € [1,4], donc on a t = u” avec u € [1,2].
dt 4 2
On a alors Ei 2u d’ou / eVidt = / 2ue" du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
U
1

2 5 2
par parties. On trouve : / 2ue" du = [2ue“} — / 2e" du = 2¢°.
1 1 1

Yn(vt—1 2 - 2
On a alors g:2u d’oﬁ/ ()dt—/ M2udu:2/ In(u — 1) du.
du 3 Vit V3 U V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2/\;111(1;—1)du:2[(u—1)ln(u—1)}2 —2/2 du=—-2((vV3-1)In(vV3—-1) —4+2V3.
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2
13.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € }0, g [ .

x t int x + slnf
On calcule m dt qui est aussi ——<ost ¢ en posant u = tant.
. sintcos?t . cos?t

x . tan x
t t 1 tan x
dt = du et, ainsi, / M dt = / (1 + E) du = {u +1In u} = tanz + Intan(z) + C.
a t

2
sint cos*t ana tan a

13.4 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R. On s’intéresse a

o at 1
——_ dt dans laquelle on pose u = e’ c’est-a-dire t = Inu. On a donc — = = et ainsi
o 1-+th(1) du u

13.4 ¢) La fonction est définie sur RY et y est continue.

2
Avec le changement de variable u = Vet — 1, on a t =1In(1 + u2) et ainsi, j—i =1 +uu2'
TN 2 v =1
Soit z > 0. On a ainsi \/7 dt = witw? du = Q[arctanu} = 2arctan(ve® — 1) + C.

13.4 d) La fonction est définie et continue sur R .

: dt
Le changement de variable u = % donne t = u® et ainsi, T = 3u?. Soit £ > 0. On a
u

Yz Yz 3
3u? 3u 3 Ve 3 2

_ — 1 1 =—1 3 4+1 .
/1 ra / wrud /1 21 = { n(u’ + )]1 p (@t )+ 0

dt u
Le ch td iabl =+/t2—-1d t= 24+ 1etainsi, — = ——.Soita>1letx>1. 0O
e changement de variable u onne v u? + 1 et ainsi, W Vol oit a et n a

T x2-1 x2-1
1 1 u
t————dt = du = du = arctan \/x 1+C.
/a tvit?2 —1 //a2,1 uvu? +1+vu? 41 //a271 u?+1
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IFiche n° 14. Intégration des fractions rationnelles|

Réponses
3 4 1\> 3
]_4]_&) ................ 1n<2> 146C) .................. 21H§ 14.12 a) ........ (CL’+2> +Z
1 5 14.7 a) In L 2
................... - 1
141b) .............. 51 <3> 3 14 12 b) ...... Q(x_i> _g
4
9 14.7b) o 20 5 i
14.28). .o QIDE 14.12 ¢).. ﬂ(m—l— ) _,_\/5E
1. 3
14.2Db) ..o In(a+1)| 147¢) .. Zing 2 340
14.12 d)..... a(:c+f> + =
14.3a)....... 5 +1n(2) ~In(3) 14.7d) .o s :
1413 8) oo 3
1 51 21
14.3b)........ - 14.8 L 1(\/@—a)
48 64 19 ....... n
2o \atva 14.13b) .o 2m
7 3v3
I N Y ln() 14.9a). ... a
3 a? + z? 27
14.13¢) o =
33 3v3
144Db) ... In %8 14.9Db).......... = arctan(—)
14.13d) ... In(2)
™
145a)....... ln(2\/ V21 ) 14.302) oo E 14.148) v x
12
1 1 14.10 b) T >
a + ................. — a
14.5b)......... —1 6v3
5 D) 5 n( 5 ) V3 14.14b).......... hl(a?—l
m
14.68). 1411 27 ; .
14.15 ........ = (111(2) )
14.6 b)...... |A=-1let B=1| 3 V3
Corrigés

14.1 a) La fonction ¢t — 1/(t+1) est bien définie et continue sur [1,2]. Une primitive de cette fonction est la fonction
t— In(¢t +1). D’ou le calcul :

2
/ H—ldt In(t + 1)] = n(3) = In(2).
3
Enfin, on remarque que In(3) — In(2) = ln(§>.

14.1 b) On procéde comme précédemment mais on remarque qu’une primitive de ¢t — 1/(2t+1) est ¢t —

attention & ne pas oublier le facteur 1/2! On calcule ensuite :
1 [mee+n)’
L 2+l 2|,
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14.2 a) On commence par simplifier 'expression intégrée. Pour ¢ € R convenable, on a

:2(lng—ln§>:21n9><8 :21112.
5% 16 10
Le résultat est < 0 puisque 9/10 < 1.

C’est cohérent car on intégre une fonction > 0 entre l et 16, donc « a rebours ».

14.2 b) On calcule :

t+a

P Ht4+1=(+1)t + 1.

Dongc, on a (pour ¢t € R convenable) :

14+t+¢
++t:t+1
1+t 1+¢

ﬁ 5%%L */t&+/ij§& @mym@»:g+mm—mw

Pour la seconde intégrale, on a utilisé un calcul fait précédemment.

Donc,

14.3 b) D’abord, on fait une division euclidienne et on trouve

2 — §,l> 51
3t—+2t+1,_(4t+5)<4t 16 4—16.

Puis, apres calcul, on trouve

1
2/3 5 7 1 2 1 19 1. 21
- = - = =—(1 —In iy
/;(4t 16)dt % 906 4. LA,4t+5(h 4(“W) 3) 119
3 3
Ainsi, l'intégrale cherchée vaut
10,2
48 ' 64

2
2t +1 ) ]2 (7)
————dt=|In(t"+t+1)] =In(7) —In(3) =In( = ).
| = [w )] =m0 <) = (]
14.4 b) On multiplie en haut et en bas par 2. On calcule :
1 1 1
2 t 22t > 2\]2 11 7
dt:/ 7dt:{1n<t —|—7>} =In— —In—-
3 2 1
/é %4_% %t2+— 311 12 9
i (11><9> lnﬁ
B 12 x 7 28"
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14.5 a) On calcule :

V2 t—l—i V2
/ Jdt—lf 2t+\/§dt
1 1

2 +v2t 2 2 + /2t
V2
= %{m(tz n ﬁt)} = %(111(4) —In(1+ Vv2))
Y N W S R (VP ek VN W _
=3! <1+\/§>21 ((1+\/§)(\/§—1)>21 (4v2-1)
:ln(2 f—l).

14.5 b) On force & apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur. On calcule :

1 1
t 1 2at 1 2 1

—  dt= — dt= — |1 t 1
/1 at? +1 2a | 1 at2+1 2a|: n(at” + )}\/15

a a

1 B(t—1)
15—2*’4+ t—2

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 (par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A = —1.

De méme, on trouve B = 1.

* 2 * 1 ! 1
/3 (tfl)(th)dt:2/3 (t71)(t72)dt:2/3 =2 o1

:2[ln(t—2) —ln(t—l)L :2{m(ij)}:
:Z(Ing fln%> :2(ln§+ln(2)) :21n%.

14.7 a) Soit t € [0,1]. Déja, on a

Donc, on calcule

14.7 b) Soit t € [2,3]. Déja, on a

Donc, on calcule

3 3
2 1 1 3 t—1\1° 2 1 4
/2 t?—tdt”/z (7= - 2)at=2[me-n-no] =2[n(Z7)] =203 -ng) -2m3
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14.7 ¢) Soit t € [0,1]. Déja, on a t* + 4t + 3 = (t + 1)(t + 3) et

;_%L L)
t+1)(t+3)  2\t+1 t+3/

Donc, on calcule

1 1
1 1 1 1
——  dt== — = at
/0t2+4t+3 2/0(t+1 t+3)
1 L t+1\1!
==| In(t+1) — In(t = | m(—=
2[n(+) n(+3)}0 2[ <t+3)}0
:l(lnl_l 1)211 3
2\ 2 3 272
14.7d) Soit ¢ € [0, 3]. Déja, on a
111 1
42 -1 4\t—-4% t+1)

Puis, on calcule

1 1 1
1 3 1 5—t\13
== In(2 —¢t)—1 t+l} :—[1 2 }
im0 -meep)’ =g "t+1 )
1 1/6 1.1
Tl 222 ) =Z-m=
4 (5/6) 45
14.8 Déja, on remarque que, pour t € R convenable, on a

11 1 1
t2—a 2ya\t—+va t++a)

Donc, on calcule
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14.11 On a
/2 L dt = [1 arctan(t>} :
P42 V2 v2) |,

= % <arctan(\/§) — arctan ( \/%)> = % (arctan(\/i) + arctan <\;§> ) .

. R . . 1 s
Or, on sait (c’est un exercice « classique ») que Vz > 0, arctanz + arctan — = —. Donc, on a
T

14.12 a) On force le terme en z & apparaitre comme le second membre du développement d’une identité remarquable

2 N N 4 . . \ A, PR . 2 . s 2
(z 4+ a)”, ol a est & déterminer. Puis, on force a apparaitre le troisiéme terme de 'identité remarquable (ici, a”), qu’on
ajoute-soustrait. On trouve :

1
Pdr+l=2"4+2xxz)+1

2
2 2
:x2+(2><%><x)+<%) —(;) +1

- (3)' 43
o 2 4’

14.12 b) On procede comme précédemment mais on commencer par factoriser par 2. On trouve :

21’273x+1:2(x2fg><:c+%)

14.12 d) On trouve

2 2 2 3
am2+a2m+a3—a(ﬂc2+a;r)+a3—a<($+a> _a) +a3:a(x—|—g) +3i.

1 1 P
/71 dt:/ 1 dt:[—l] -
AT TEYE MECETE T+tlo™ 2

/0 1 0 1 2 1 )
7dt:/ 7dt:/ ——df (en posant 0 =t + 3)
Lt ~1 (t—!—%)z—&-% 75924_(?)2 i
= l arctan 2—9 : = l arctan L — arctan| —
3 311 3 V3 V3
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14.13¢) Ona

1 1 1/2
o L—t+t o (t—1/2)°+32 ,1/292+<§)

1/2 1/2
1 1
= 2/ — = df= 2{7 arctan E} (avec a = @)
0 2 V3 a @lo
02+ (%

4 7 2w

4 1
= —arctan —(—= = —(—— = ——.
V3 V3 V36 3v3

14.13 d) Déja, on a 6t> —5t+ 1= 6(t — %) (t — %), pour t € R. Donc,

1 1
1 1 1[4 1
/0 6t275t+1dt_6/0 EBIED

Or, pour t € R convenable, on a

Donc,

14.14 a) On calcule

3 1 3 1 3 1 3 1
1 3t2+2t+£dt: 3(t2 2t) 4= 1\2 10 1dt: 1 1)2 dt
-3 5 33 E) R —33(t+3) +F -3 ~33(t+3) +3

D! 1 i
— - [ ———do=arctan(l) = —=.
3/0 gy 140 = garetan(l) = 73

14.14 b) Déja, on remarque qu’on a, pour ¢ € R convenable, t* — (2a + 1)t + a*> + a = (t — a) (t —(a+ 1)) et

1 1 1

(t—a)(t—(a+1) t—(a+1l) t—a

Donc, on a

! 1 ! 1 1
/ 2~ (2a+ 1)t + a? dt_/(t )t >dt
0 —2a+1t+a*+a 0 —(a+1) —a
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14.15 Déja, sit € [0,1], on a

1 71( 1 N 2t )
14+t3 3\1+¢ 1—t+1¢t2)

1
1
Ensuite, on calcule : / —— dt =1n(2).
o 1+t
oy 27t =51+ 3
Et,onecrltzl_t+t2: i
Et, on remarque que
o1 RE
7dt:[l 1—t+1¢ } =In(1) —In(1) = 0.
| 2w e #)] =) )
1
1 2m
Or, on a vu plus haut que/ ——dt = ——.
o 1—t+1t? 3v3

Donc, on trouve
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IFiche n° 15. Systemes linéaires

Réponses
15.18) i {3, 1)} 15.48) oo {(2,-1,3)}
15.1D) e {(7,2)} 15.4D) i {(-1,4,2)}
1 2 1504 C) o
15,0 C) e (=,2) )
3’3 9 —
15.4 d) ................ {(—7 277,2)7Z€R}
2 V2
151 d) oo {(f,f)}
32 15.58) oot {(1,1/2,1/2)}
-1
15.28) oo {(1 Z’ . +§a>} 15.5 D)
15.5 ) 0oeei [{(52,1-42,2) ; 2 € R}
15.2D) i (2,-3) ! .
15.5d). e {( ,,)}
15.2 ¢) (ia—i—ia2 3a—3a2) at?at?
20C) 13 3913 13
15.68) .o {(5,3,-1)}
2 2
15.2:d) ‘(“*25"5”“)‘ 156 D)oo
15.38) . cciiiiiiii, ‘{(1+z,—z,z);z€R}‘ Zta-1 &®—a-1 —at+atl
15.6 c) {( ad—-1 7 a3-1 ~ a3-1 C)}
15.3b) ..o ’{(1,y,3—|—2y);y€R}‘
15.7 8) e {(0,0,0)}
1 1 4 e
15.3¢) ..ot {(5—22,—34—32,2);26}1%}
15.7b) e {(z,y,—z —y); (z,y) € R?*}
-5 3 =25 7
15.3d)........ — - -, —— — —Z); R 15.7¢C) e r,z,x);r €R
5.3 d) {(m, 5 5B Ty } ) [{(@.2.2); « € B} |
Corrigés
15.1 a) On calcule :
r—2y=1 r=142y r=142y 10y =10 y=1
{ 3z + 4y = 13 ‘i’{ 3(1+2y) + 4y = 13 ‘:’{ 10y +3 =13 ‘i’{ r=1+2y @{ €=
) 2z +y =16 y =16 — 2z 3r=5+16=21 r=17
15.1 b) Oncalcule.{ _y=5 <:>{.T—16+2$:5 <:>{y:16—2x <:>{y=16—14=2
y 2
) 3x—6y=-3 z—2y=-1 z—2y=-—1 =3
15.1 ¢) Oncalcule.{23}3_’_2y_2 <:>{x+y1 L2<—L2L1{3y—2 & $:_1+2Xg:7
3 3
15.1d) On calcule :
3x—4y:—\@ 3x—4y:—\@ N 3z — Ay = —V/2
62 +2y =3V2 LocLs—2L, 8y + 2y = 2v2 + 3v2 10y = 5v/2
_ V2
y=Y2 T2
& 2 3 &
3$:4><7—\/§:\/§ x—ﬁ
3
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3 3 r=1-7
15.2 a) Oncalcule:{?’m—i_zy_2 <:>{y:12gl7 @{y:12m & 5
2

2r+4y=a 20 +4 —6x =a —dr=a—4 3 -1 .3
=1 — - = — —
Y tRrT g TRl
15.2 b) On calcule :
r—ay=3a+2 x=ay+3a+2 - T =ay+3a-+2
ar+y=2a—3 a’y+3a® +2a+y=2a-3 (a®+1)y=2a—-3-3a" - 2a
—3 —3a®
y=—"15"=-3
1+ a2
1+a2+#£0
r=-3a+3a+2=2
15.2 c) On calcule :
m*ia+£a2
{31‘+5y=a {y:2:c—a2 {y=2x—a2 13 13
_ 2 = 2 A 2 <~
2x—y—a 33;—|—5><(23}—(1):a 13z — ba” = a —2x(ia+ia2)_a2_za_ia2
v= 13°7 13 BEERENT]

15.2d) On calcule :

T+ 2y =3a T+ 2y =3a o =a+d
2x+3y:5a7a2 Lo+ Lo—2L1 fy:5afa276a:fa27a

) r+2y+z=1 r+2y+z=1 Yy=—z r=14+z2
15.3 a) Oncalcule.{ Sty — 92 =3 ngf}sfdl{ By — s =0 ﬁ{x—Zz—i—z:l 9y s
) 3x—2y+z2==6 4y =4 r=1 r=1
15.3 b) Oncaulcule.{erzyZ:2 L1$>+L2{$+2y222 @{23!2:3 <:>{z=2y+3
15.3 ¢c) On calcule :
T — —}—32*E r—y+3z=2 *_—l—i—éz
yreE=g yreETy V=73 T3
Lo+ Lo—L <
3 lesle—la 3 5 -1 4 5
— = — — = - — — =—-1 = — —Z — —
T+2y—=z 5 3y — 4z 375 3 +3z 3z+2
-1 4
I
=
_ B35
6 3
15.3 d) On calcule :
5 5 5 5 =25
5:E+y+2z——§ y——5—51’—2z 7m+4z——§—§—T
54 -
5 5 5 5
2x — 2z = —— 2 = 2z +2z2=—— =——=—5r—2
T —y+ 2z 3 $+2+5$+ z+ 2z 3 Y 5 5x z
_»_ 7,
24 4
A
5 BT =53
Y=73 1272712 2
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15.4 a) On calcule :

r+2y—z=-3 r+2y—z=-3 r+2y—z=-3
2c —y+2=38 = —5y+3z=14 = -5y +32=14
3x4+y+2z=11 L2+ L2 —2L4 —5y+5z=20 etletlz | 9,—4¢
L3 < L3 —3L1
z=3 z=3 z=3
<= r+2y—3=-3 & rz+2y=0 & y=—1
—by+3x3=14 —by=14—-9=5 r=—-2y=
15.4 b) On calcule :
a—b—c=-T a—b—c=-T a—b—c=-T7
3a+2b—c=3 = 50+ 2c =24 = 50+ 2c =24
da+b+2c=4 Lo La—=3L1 | 5b46c=32 872 | 4e=3
L3<—L374L1
c=2 c=2
= a-b-2=-7 < b=4
50+2x2=24 a=-5+4=-1
r+3y+z=1 r+3y+z=1 r+3y+z=1
15.4 ¢) On calcule : 20 —y+2z=-1 — —T7y=-3 —Ty=-3
z+10y+2=0 Ly < L2 — 2L Ty =—1 Fatbatla | = 4
L3 <+ L3 — L1

Le systéme est incompatible car 1’équation 0 = —4 n’a pas de solution.

3z +2y+32=0 y=2r+2z+1 y=2zr+2z+1
{29:—3/—1—22:——1 @{3x+4:p+4z+2+3z—0 @{791:—1—7,2——2
dr+5y+4z=1 4 +10x + 10z +5+42=1 14x + 14z = —4
_ 2
y=2x+22+1 x——z—?
= w:_z_g = 4 3
7 y:—2z—?—|—22+1:?

15.5 a) On calcule :

r+y—z=1 r=2-2y r=2—-2y r=2—-2y
T+2y=2 < 2-2y+y—2z=1 & —y—z=-—1 S y=1—2z
1

20 +22=3 4—-4y+2z=3 —dy 42z =— —44+4z+2z2=-1
r=2-2y z=3/6=1/2
S y=1—-2z < y=1-1/2=1/2
62=3 r=2-1=1
15.5 b) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1

T+2y—2z=2 <~ y—z=1 <~ y—z=1

20 —2y+22=3 LaLo—Ls —dy4z=1 3Tt L g=5
Ls <+ Ls—2Ly

Le systéme est incompatible car I’équation 0 = 5 n’a pas de solution.

15.5 c¢) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 y=1-4z

T+2y+32=2 = y+4z=1 <:>{ ~ _ _ .

20 4+3y+2:=3 Lo Lo—1In y+4z=1 r=—(l-d2)+z41=5z-1+1=>5
Ls <+ Ls—2Ly
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15.5d) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
z+2y+az=2 = y+(a+1)z=1 = y+(a+1)z=1
20 +ay+2z=3 Lo Lo—1Ls (a—2)y+42=1 LseLst@-a)ls 4+ (2—-a)(a+1)z=3—-a
L3(—L3—2L1
r+y—z=1 r+y—z=1
&< y+(a+1l)z=1 &< y+(a+1)z=1
(4+a+2-d°)z2=3-a (—a®*+a+6)z=3—a
On factorise le trinome —(a”> — a — 6) = —(a + 2)(a — 3) qui est non nul dans le cas étudié.
_ 3—a 1 _ 1
 —(a+2)(a—3) a+2 a+2
r+y—z=1
a+2—-a-1 1
D’ou : y+(a+1l)z=1 2N 1 s y= —
=1—(a+1)x
(—a®+a+6)z=3—a Y ( ) at2 a+2 a+2
1 1
—1_ —1— -1
z=1-y+=z x a+2+a+2
15.6 a) On calcule :
rT—22="T7 =742z r=T+42z T=7+2z2 z=-1
20 —y="7 & MU44+4z—y=7 & y=7+4z S yYy=74+42 &S ¢ y=7—-4=3
20—2z=17 2y —2z=7 14482—-2=7 Tz =—-T7 r=7T—-2=5
15.6 b) On calcule :
rT—2z=2 r=2+z2 r=2+4+z2
T—y=2 &< 24z—y=2 & y==z
Yy—z=2 Yy—z=2 0=2
Le systéme est incompatible car I’équation 0 = 2 n’a pas de solution.
15.6 c) On calcule :
r—az=c r=c+az r=c+az r=c+az
ar—y=c <4 alc+az)—y=c &< y=(a—1)c+ad’z s{ y=(a—1)c+ad’z
ay—z=c ay—z=c ala—1)c+d’z—z=c a((afl)chan)fz:c

Tr=c+az
e y=(a—1)c+a’z
(@®=1)z=(1+a-ad)c

Dans R, I’équation d—1=0a pour unique solution a = 1 (fonction ¢ — t* strictement croissante). Or a # 1, donc
a® — 1+ 0, on peut déterminer z dans la troisiéme équation.

—a?+a+1 _fa2+a+1
(a—1)(a2+a+1  a3-1

Z=cC

r=c+az 5 1 5 1
y=(a—1)c+a’z = y:(a—l)c+a2_a I+a+ Lo —atl,

(@®=1)z=0+a—d)c a® -1 a® -1

ot fa2+a+1c a2+a716
T = a =
ad —1 a’ —1

15.7 a) On calcule :

dx+y+z==x 3x+y+2=0 z=-3x—y z=-3r—y

z+4dy+z=y < z+3y+2z2=0 &< z2+3y—3z—y=0 S =y

r+y+dz==z2 r+y+32=0 r+y+3x(=3xz—y)=0 —10z =0
Sr=y=2=0
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dr+y+z2=3z z+y+2z=0
15.7b) Oncalcule: < z4+4y+2=3y << z+y+2=0 Sz=—-x—y
r+y+4z =3z z+y+2=0

15.7 ¢) On calcule :

dx+y+z =6z —2z4+y+2=0 z=2r—y z=2r—y
z4+4dy+2=06y ¢ z—2y+2=0 S z—2y+2x—y=0 &< 3r—-3y=0
r+y+4z =062 r+y—22=0 r+y—2x2x—y)=0 —3z+3y=0

=y
<:>{ z=2r—x==x
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I[Fiche n° 16. Nombres complexes|

Réponses

16.1 a) ....... 4 + 321 16.1 g) i B Bl 16.2 C) ........ \/gei% 16.2 h) 2COS(1)ei%

..... 12

16.2¢)......... 2e's 16.3 b) 1 1
16.1d)............. 5 —=t+i—rz
16.2a)............ 16.2)......... Fe~ 1l 2 V2

16.1¢).. [—119 + 120 i : :
16.2Db).......... 8] 16.29)...... 10e” 37| 16.3¢)..|——=—i—2=
1610 |24 L ® A s

10 ' 10
Corrigés

16.1a) On développe : (2 + 6i)(5 +i) = 10 4 2i + 30i + 6i° = 10 + 32i — 6 = 4 + 32i.
16.1 b) On développe : (3 —i)(44+1)=12+3i —4i—i>=12—i+1=13 —1i.
16.1¢) On développe : (4 — 3i)> =4% — 2 x4 x 3i+ (3i)> =16 — 24i — 9 =7 — 24i

16.1d) On développe : (1 —2i)(1+2i) =1°— (2> =1+4=5.
Ou bien : en posant z = 1 — 2i, on reconnait la quantité zZ, ¢’est-a-dire |z|*. Ainsi, (1 — 2i)(1 + 2i) = 1> + 2 = 5.

16.1 ¢) On développe :
(2-3i)" = ((2 —31)2)2 =(4-2x2x31—-9)%=(-5-12i)> = (54 12)° =5° 4+ 2 x 5 x 12i — 12* = —119 + 120i.
Ou bien : avec la formule du binéme de Newton,

4
2-3)'=>" (2) 2" (—3i)*~*
k=0
= (=3i)* + 4 x 2 x (=3i)* + 6 x 2% x (=3i)% +4 x 2° x (=3i) +2*
= 81 + 216 — 216 — 96i + 16 = —119 + 120i.

341 341 3

2-3i (2-3)(5—-2i) 10—4i—15i—6 4 19,

542 (5+2i)(5— 2i) 52+22 29 29"

16.1 h) On utilise la définition de I’écriture exponentielle et la trigonométrie :

e % = cos(—z> —|—isin(—z) = cos(z) —isin(ﬁ) L ﬁi
N 3 3) 3 3/ 2 27

16.2 a) Ona |12| = 12 et arg(12) = 0, donc la réponse est 12 (ou 12e™).
16.2b) Ona|—8 =8et —1=2¢".
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16.2 f)  On calcule |5 — 5i| = \/52 +52 = \/2 x 52 = 5V/2 et on écrit

16.2 g) On calcule | — 5 4 5iv/3| = v/25 + 75 = 10 puis on écrit

—5+51V3 = 10(—; + 1\?) - 10(cos(—§) + isin(—%)).

16.2 h) On écrit que e'3 + et = ¢t (ei(%_%) + ei(%_%)) =¢lT (eiﬁ + e_i%) = QCOS(E)e%.

el

x ™ ™
1 _ o o >
|f2cos(12) (car cos(12> >0et

iz

On en déduit que I’écriture exponentielle de e'3 + el est 2 cos(%)ei%.

16.3 b) De plus, en multipliant par le conjugué, on obtient

(1+ V2 +1i)? _(1+vD) 201+ V2)i- 1

T VI V2 (1+v2) +1
_ I+2v2+2+2(1+v2)i—1  2+2v2+2(1+V2)i

1+2v2+2+1 B 4+2V2
_204+v0a4D 1 1

2v2(vV2+1) 2 V2

16.3 ¢) Enfin, z = £ + %1 =¢ 4, donc 2°%%! ( ‘1)2021 = IHtim
Comme 2021 =4 x 505+ 1, on a QZHHIT _ (BOSITH T _ (S05im T oif
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IFiche n° 17. Trigonométrie et nombres complexes|

Réponses
1 3 R PRE:
17.1a) oo = cos(3x) + — cos(x) 17.2h) oo 227 cos?” (—)e 1
4 4 12
1 1 1 (1) sz
17.38) oo 2
17.1b) ..o -1 cos(4x) + §cos(2:v) -1 a) cos\15)¢ "
1 1 1 . e lllrr
17.1 C) == COS(G.’L’) 4z COS(4.T) o §COS(2"L‘) 4z 17.3 b) ............................ 25111( )e 12
8 4 8 4
sin(9z)  3sin(5z) sin(3z)  3sin(x) 174a) ..o ’4(:083(90) — 3cos(x) ‘
17.1.d) ... | -2 SO SR S
17.4b). ... 4cos’(x) sin(x) — d cos(z) sin® (z)
cos(9z)  3cos(bxr) cos(3z)  3cos(x)
17.1¢) 8 ' 8 8 3§ 17.5a) i ‘ 2 cos(2x) cos(x) ‘
1 1 1 . .
171 6)....... ~1 sin(11x) + 1 sin(5z) + 3 sin(3x) 17.5D) i ‘ 2 cos(4x) sin(x) ‘
17.5C) i 2sin(x) sin(2x)
17.28) i 2cos( )e‘l?
12 175 d) e ‘ 2sin(4x) cos(x) ‘
17.2Db) e —2cos I e i sin (32) sin(2x)
12 17.68) ..o —
sin (%)
. —T7im
17.2¢C) i 2sm(—)e 12 sin(82)
1726 D) oo :
: 2sin(x)
™ 5im
172d) e 2605(1>e T 1T 0) [0]
1am e +1
17.2€) 0 2cos(l>e‘ 3 1727 a)
12 2
17.26) oo QSIH(%)e*‘% 17T D) e Z(e™ —2)
17.28) COS(?) e
SIH(T)
Corrigés

17.1 a) On calcule :

17.1 b) On calcule :

cos(2z) sin” (x)

2ix —2ix iz —izx 2
(e +2e > <e ;ie ) _ _é(eQil‘ " e—QiI) (eQiz 9 e—2iz)
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17.1 d)

On calcule :

2 i 16

3ix —3iz 2ix —2iz \ 3
— 1 i —3i i iz —2i —6ix
cos(3z) sin® (2z) = (e te ) (e 2,e ) = (¥ 4+ e7) (%% — 3e* 4 3™ HT — e7O)

1 iz —9ix iz —b5ix 3ix —3ix iz —ix
= (e9 —e P 3™ —e ") £ &M — e L 3(e” — e ))

161
= fé sin(9z) + g sin(bx) — ésin(?):c) - %sin(m).
17.2a) 1466 =¢'12 (e_lll + eill) = 2c05(17r—2) 12
———
>0
) 10 (1) (5]~ (oo (B
. e =e e e =2cos( 5 ) e = cos| 5 ) Jerze " = cos( 15 ) Je
———
<0
17.2 T 1= (e _eiT2) =i T2 (—2 T)) =2 515 — 9 —5
2¢) et —1=e (e —e )—e (— 1sm(ﬁ)> = mn(E)e sm(ﬁ)e
17.2d) 1+4ie's =1 1 = ef)li;?COS(%) =2 s(%)esﬁr
iz i%s (-l iTs) ™ i iTs im ™ i L3m
17.2e) —1—¢€'s =—e¢ 12(6 12 {e 12) —QCOS(E>612 —QCOS( )e 12 QCOS(E>6 12
<0
17.2) 1-¢'2 =¢'2t (—2lsm(ﬂ)> = 251n<ﬂ>e‘24e = 251n<ﬂ>e_11147r
17.2 g) On fait le quotient de a) et f).
17.2 h) (1 +e‘6) = (2005<1>ei%>27 =2%"co 27( )614
) 12 12
x4z EtE [ 5-F (E-E T\ bz
17.3a) €3 +e2 =¢" 2 (e z 4e 2 > 72cos(ﬁ>e 1
>0
. . T4z T_z n_z o w n
17.3b) €3 —e?2 =¢ =R (e‘ T ) = 251n(%)i¢351 2 = 231n(17r—2)e51ﬁ+15 = 25111(112) 15
———
>0
17.4 a) On calcule :
cos(3z) = Re(e””) = Re((eiz)g) = Re((cos(ac) + isin(m))3)
= Re(cos” (z) 4 3icos”(z) sin(z) — 3 cos(x) sin” () — isin®(z))
= cos”(x) — 3cos(z) sin’®(z) = cos®(x) — 3 cos(x)(1 — cos®(z))
= 4cos®(z) — 3cos(x).
17.4 b) On calcule :
sin(4z) = Im(e*™) = Im((eiz)4) = Im((cos(m) + isin(:r))4)
= Im(cos*(z) + 4icos®(z) sin(z) — 6 cos®(z) sin®(z) — 4i cos(z) sin® () + sin*(z))
= 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(z).
17.5a) cos(z) 4 cos(3z) = Re(e'” + ¢**) = Re (eiwggw (™) 4 eiz)) = Re(e2iz2 cos(m)) = 2cos(2z) cos(z).
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17.5 b) sin(5z) — sin(3z) = Im(e”™* — e¥*) =Im (e4ix(eix - e_ix)) =TIm (e4ix21 sin(m)) = 2 cos(4x) sin(z).

17.6 a) Si x € 217, alors cette somme vaut 0. Sinon, sin(z) 4 sin(2z) + sin(3z) = Im(e™ + % + ¢**)

1— e41.7:

= Im(l + e 4 () + (eix)3). Or, e # 1 donc 1+ €' + (%)% + (%) = e

On utilise maintenant ’astuce de I’arc moitié. On obtient,

sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im <EQiI —2isin(27) Sin(Qx)) = Im (eisér Sin(?ﬂ) = Sin(%z) sin(Za:).

e'2 —21sm(g)

17.6 b) Six € 27Z, alors cette somme vaut 4.

Si x est de la forme 7 + 2kw avec k € Z, la somme vaut —4.

Sinon, on calcule :

cos(x) + cos(3x) + cos(5z) + cos(7x) = Re(e'” 4 &** + ™7 4 e™7)
_ Re(eil‘(l =+ (6211) 4 (EQiI)Q 4 (e2i1)3))‘

Or, ¢ #£ 1 donc

i i i i w1 — (e27)? iz 1 — (e%7) i €17 —2isin(4z) i Sin(4x)
iz 1 2ix 2ix\2 2ix\3 — ol® i — ol® i — ol® i — 4ix .
¢ ( () + () + () ) ¢ T e ¢ T et ¢ e —2isin(x) ¢ sin(x)

Finalement, on a
cos(4x)sin(4z)  sin(8x)
sin(z) "~ 2sin(z)’

cos(z) + cos(3z) + cos(5z) + cos(7z) =

17.6 ¢) On calcule :

(1+i)z ™ T AT AT s
—Tm( | : [ & .1 :Im( e .1):Im (—e 1)(1—1)
1+i 0 1+i 1+i 2
_|_

Réponses et corrigés

133



IFiche n° 18. Sommes et produits|

Réponses
18.1 a) ............... n(n+2) 18-3 b) ................ 3% 18,6 d) ................ Tl; 1
n
n 3
18.1b)....... T(n+1)(n+4) 18.3¢C) . vvviiininin... 5"(n!)2 1
2 18.7a). ... -
18.3d). et [0] n+l
18.1 ¢) n(bn + 1) . :
T 2 n(n+1) | 187y S
— 18.4a).............. 5 ) 5 713
n—2)(n-—"17
18.1d)...on 5 18.4b) .o, [0] 188a)................ 22 + n
18.4¢c)...... 2"t 4 o(1 -2 1
PR Eres e et S (R (7] (PSR, i+
n?(n+1)?
18.4d)............
18.2b)... [n(n+1)(n* +n+4) | : 4 18.92) oooiin.. n*(n+1)
2
9 18.5a) .......... n+2)% —23
18.2¢)........... 5(3”*2 -1) ) ( ) 189D n(n +3)
185Db) i, In(n +1) Bb) 4
o\n+1
18.2d)....... 5"*11_(35) 18.5 ¢) L1 18.9 ¢) n(n® —1)
D C) o (TL T 1)' WJC)ei it 72
7 n
18.2¢)... | (" =1 +n(n+4)|  185d)............ (n+DI=1]  qg.9qy,. |2t DO+ 180 +4)
12
1829 ntl 18.6a) . ..., T
26 1890 a(nl
2n 18.6D)...ccoieiii, °) g i
18.3a). e, 24—p+l
1 _
18.6C) oo 11891, n(n + 1)6(4" D
n
Corrigés
n+2 n+2
18.1 a) On utilise la formule suivante : Zn = nz 1=(n+2-141)xn=n(n+2).
k=1 k=1
n+2
18.1 b) On utilise la formule présente en prérequis : Z Tk=17X (nt+2-2 +21)(n +2+2) = n+ 1;(71 + 4).
k=2
18.1 ¢) On utilise la linéarité de la somme :
> @Bk+n-1)=3Y k+(n-1) 1:%%1(7%1):%.
k=1 k=1 k=1

18.1 d) On utilise la linéarité de la somme :

3
—

S 1= (S ) (v e
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18.2 a) On développe et utilise la linéarité de la somme Z k(k+1) = Z 4+ k= K + Z k.
k=1 k=1 k=1 k=1

n
. e . 2
Puis, on utilise la formule suivante : E k° =
k=1

nn+)En+1) oo - k(k+1):n(n+1)(n+2)_
P B R

18.2 b) On utilise la linéarité de la somme :

n

STk +2) =4 K8 k= 4"2("; D 8”("; D (4 1)(n(n+1)+4) = n(n+1)(n +n + 4).
k=0 k=0 k=0

n—1
1—3n =2 9
18.2 ¢) On utilise la formule pour les sommes géométriques : on a Z 3k =3? T3 5(3” 1)
k=2

18.2 d) On factorise pour faire apparaitre une somme géométrique :

n - n - n b 1_(%)n—0+1 1— (g)n-l—l
2k5n k — 5n 2k5 k — 5n (g) — 5n 5 — 5n+1 5 )
2 2 2 (5 i 3

SN

18.2 ¢) On utilise la linéarité de la somme :

Lk _ K - - =1 n(n+1) Tin
DT +ak-—n+2)= 744y k+(-n+2)> 1=7 s tdm S (ndn= (T =D ntd
k=1 k=1 k=1 k=1
. . 1 2 n 1« n+1
18.2 f)  On utilise la formule suivante ?Jr—QJr +ﬁ ﬁ;k_ o

18.4 b) On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a
k=mn+41—j, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans le bon ordre. On a

N 1 N |
ZE_Zank:ZE_Z}'
k=1 k=1 k=1 j=1
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18.4 ¢) Avec le changement d’indice, on a, en notant S, = Z k2"

k=1
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Sp=> (G412 =) g 4y 2 =2y i 42y "
7=0 3=0 3=0 j=0 j=0

n
- 1-2"
p

Dot S, = n2" " +2(1-2") = (n—1)2""" + 2.

= - n%(n +1)?
3 _ 3 _
18.4 d) Onakg (k—2)° = = 7
=3 j=1

"1 1 . 1
= K k+D' T (n+1)

~ k& k4111 [ k+1 |
;“f“)’:;[(kﬂﬂ]: 1{(k+1)!(k+1)!}

D hxkE =Y (k+1-1k = [(k+1)x k= k] => [(k+1)! —kl] = (n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
18.6 a) Onécritn%l:%xgx ”21:”T1:n+1

T2%+1 3 5 7 2n—1)+1 _ 2n+1
=—X=- X=X X X
Hop-—1"-171"3 2n—1)—1" 2n—1
2n—1)+1 2n+1
-2 ,1)+ X n1+ =-2n-2+1)2n+1)=—(2n-1)(2n +1) = 1 — 4n”.
. 1 Srk—1y 12 n-1 1
1 E PN , . . 11\ = -1y _ 1 2 _1
8.6 ¢) n mettant au méme dénominateur kl_IQ( k) kl_[Z( A ) 5 X g XX -

18.6 d) Il faut remarquer I'identité remarquable et faire deux produits télescopiques :

(1) I() T = (1) - (115
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1
18.7 a) D’aprés la décomposition en éléments simples, on a m = % + 1 En réduisant au méme dénomi-
nateur et en identifiant, on trouve a = 1 et b = —1.

Dot 1 1 1 1 ot cdlosconi
ou Z k(T = - = — 71, €n reconnalssant une somme telescopique.

18.7 b) D’apres la décomposition en éléments simples, on a ) =7 2 tirs
dénominateur et en identifiant, on trouve a = 1 et b = —1.

1 1
D’ou Z m Z [ k 13-2 ni3 en reconnaissant une somme télescopique.

2n
Z(_l)kaZ Z (_1)kk2+ Z (—l)kaZ Z k2+ Z (_
k=0 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n
k pair k impair k pair k impair
n n—1 n—1
=> @)= (@+1)’ Z4p = (497 +ap+1)
p=0 p=0 p=0
n—1 n—1 n—1
—4Zp —421) —42]0 21—471 —4 (2 Do 4n
=4n?2

18.8 b) Séparons les termes plus petits que n et les autres. On a :

2n n 2n
Z min(k,n) = Zmin(k, n) + Z min(k, n)
k=0 k=0 k=n+1
n 2n
_ _n(n+1) _n(n+1) 2 n(3n+1)
_;k+k21n_ 3 +n2n—(n+1)+1] = 5 +n” = 5 .

18.9 a) Comme il n’y a que l'indice j dans la somme, nous pouvons factoriser :

B

Jj=1

18.9 b) On somme d’abord sur l'indice i; on calcule donc

_ j@+1 + 1) 1 1 _n(n+3)
> s ZZ Z ZZ Z 521“ s k=—7
1<z<]§n Jj=1 i=1 i= j=1 k=2
Signalons, qu’en revanche, 'autre ordre de sommation ne permettait pas de conclure.
18.9 ¢) 1l faut faire attention & 'inégalité stricte :
n j—1 n 3 1)
J— L
SRETES 9 TRED ! polte o8] B oL REIR
1<i<j<n 7j=2 i=1 Jj=2
_2”33.2._3’.2 PANEE: 2\ ~ .
~yfao -] 3o ) <3| (L) - () +
j=2 Jj=2 Jj=2 j=1 j=1
- 3[n(n+1)(2n—|—1) B n(n+1):| C3nn+1)(2n+1-3) nn+1)(n-1) n®n®>-1)

6 2 3X2x2 2 2
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18.9 d) On développe d’abord puis on choisit I'ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

SooGH)= > @EH2j+)= > 42 > i+ 5

1i<isn 1<i<ysn 1<isgsn 1<i<gisn 1<i<isn
n J n J n n n J n J
SE) R () 2 5) Sl sl sl
i=1 Jj=i =1 i=1 Jj=1 i=1 = = j= i=1 j=1 i=1

—i¢2(ni+1)+22jj(j;1)+ij Z (n+1) -4 +le +])+M
=(n+1 Z ZZ +ZJ +Z] + n+1)

B nn+1)2n+1) n (n+ 1)?
=(n+2) 5 + 1
_ n(n+1)(7n2+13n+4).

12

18.9 ¢) On calcule :

Z In(i/) = Z JIn(7) (Z]) (Zln )_77{7124—1)111(1—‘[7;) :wln(n!).

18.9 f) On fait une sommation par paquets :

Z max(i,j) = Z max(i,7) + Z max(%,j) + Z max(i, j)

1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<ign 1<j=i<n
n
= > g+ D> ity i
1<i<i<n 1<j<i<n i=1
n j—1
=2 Z Z —|— (n + par symétrie
Jj=2 i=1

—QZJ]—I 7—22]]—1 ;1)

n n(n+1) 2[n(n+ D@n+1) n(n+1)
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- 5 - - -
Réponses
19.1a)........coea 10 100 —1)(n—-2 19.5d). ...t 12 x 15"
) 10.3b) ..., n(n—1)(n-2) )
19.1b) i 720 6 5
n
1 k+1 19.6a)......... 2><Z< )
193 c¢c)....oiil
19.1C). i, % c) p— =\
19.1d) .o 19.3d)......... (n+2)(n+1) 19.6b) ..o, 2n !
19.1€) i 195 ¢) 1 19.78) oo
Be) i —_—
|
19.16) oo 140 DY derby o1
9! n! x (n—3) n—2
19.28) i S 1930 Sant2 19.7¢) e n(n+1)2
o | ntl
9 (n+1)3 19.7d) ..o
19.2b) ..o 194a)........... —_—
) (3) ) X (n+2)] nl
2n
19.2¢) i 2 x| g4 3B3n+2)Bn+1)]  19.8a).iiiiii ;
A4b)..... A n 172
(2n+1)!
19.2d).....oeennn. n N2
21 % p) 19.5a) e, 19.8b)............. Z (k)
-1 19.5b) o =0
19.328) oiiiii.. ”(”2 ) ) [o]
19.50) o 19.8C).nnneiiiiiinns <2n)
n
Corrigés
101! 101 x 100! 101 x 100 x 99!
19.1 a) On calcule : 901 = o1 = 99! =101 x 100 = 10100.
! !
19.1b) On calcule 1%: 1OX97X'8X7' =10 % 9 x 8 = 720.
1 1 5 1 5—1 4 4 1
19:1¢) Onmealeule: 51— 51 = s i =51~ 51 5 5xdx3x2 30
6 6! 6x5x4 6x5
19.1d) On calcule : <2> Soieals axd - 3 15.
8 8! 8X7x6x5 8xT7x6
19.1e) On calcule (3>3l><5' TRV = 5x3 =8 x 7 =56.
7 7! 4xT7Tx6x5x4x3  Tx6x5x4
19.1 f) On calcule : 4 x (4) =4 TRV IR = 553 = 140.
1
19.2 a) Pardéﬁnitiom9!:(2><3><4><5)><6><7><8><9:5!x6><7><8><9.Donc,6><7><8><9:9—'
1
19.2 b) Comme pour le calcul précédent, on a 6 X 7 x 8 x 9 = % Or, 2 x 3 x 4 = 4!. Ainsi,

6><7><8><9797!
2x3 x4

1

T

0-0)
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19.2 ¢) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 X 6 X --- X (2n), produit qui contient n

facteurs. Ainsi,
2X4X6x--x(2n)=2" X (1x2%x3x---xn)=2" xnl

19.2 d) On multiplie le produit 3 x5 X7 x -+ x (2n+1) par le produit 2x 4 x 6 X - - - X (2n) de la question précédente.

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)!.

Donc, on a
(2n+1)! (2n+1)!

3XHEXTX--x(2n+1)

:2><4><6><~~-><(2n) 27 xn!
g n n! nx(n—1)xn-2) nn-1)
19.3 Par définit = = =
8)] Par définition, <2> 0% (n— 2)! 2% (n—2)! 2

PP ny _ n! nx(n—1)xn-2)x(n-3)! n(n-1)(n—-2)
19.3 b) Par définition, <3> BT 3% (n—3)! = 5
19.3 ¢) On calcule
n n!
(%) RG] nl (k+1)! % (n— (k+1))!
ny Tl :k'x(n—k)' X n!
(k+1) FDIX (n—(kFD)! : : :

Ck+ D) xEx(n—k-1)! k41
Tk xm-kxmh-k—-1)!" n—k

19.3 d) On calcule = o =n+2)(n+1)
L . . . n n+1 n _ (n+l)—-n 1
19.83 ) On réduit au méme dénominateur T GrD) - ) xnl mEDl . mEDl it D)

19.3 f)  On réduit au méme dénominateur

(n+1)! ! (n+1)!  2°xnl (mn+1)!—4xn! (n+1)xnl—4xn! nlx(n-—23)

22(n+1)  92n ~  92n+2 92 w 92n 22n+2 - 92n+2 - 92n+2

19.4 a) On met chaque terme au méme dénominateur, & savoir 2n(n + 2)!) :

1 2n(n+1)(n+2)
n! " nlx2n(n+1)(n+2)
1 - n+2
nx (n+1)! " 2nx (n+1) x (n+2)
ot 1 _ n

2x(n+2)! 2xn+2)!xn’

Dot
1 1 1 2n(n+1)(n+2)+n+2+n
=+ + =
n! 2nx(n+1)!  2x(n+2)! 2n x (n+2)!
_2n+1(nn+2)+1)  (n+1)(n”+2n+1)
N 2n x (n+2)! - n(n + 2)!
Ainsi,
1 1 1 _ (n+1)°

E+2nx(n+1)!+2x(n+2)! nx (n+2)!"
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19.4Db) Ona

B(n+1))! . (3n)! (3n +3)! a®™ x (nh)?
a3t % (n+1)N3 * a3 x (n))? ~ a® 3 x ((n+1)!)3 % Bn)!
Or,
Bn+3)!=0Bn+3)xBn+2)x Bn+1) x (3n)!
a3n+3 — a3n % aS
(n4+ 1N =((n+1) xn)® = (n+1)° x (n)>.
Ainsi,
Br+D) . 3n) @BrnE3Brn+2BEn+l)
a3+ x ((n+1)N3 * adn x (n!)3 a® x (n+1)3
C3(n+1)Bn+2)Bn+1)  3(3n+2)(3n+1)
B a® x (n+1)3 N a?(n+1)2
19.5 a) On constate que 2": 2k (Z) = Y (Z) 2F % 1"k = (24 1) = 3"
k=0 k=0

- k+1[T) _ - n k n—k __ = n k n—k __ n _
> (=1 <k) =) (1) x (k)(—l) x1"F =1 x Y (k)(—l) x 1" F = (=1) x (-1 +1)" =0.
k=0 k=0 k=0
. 2n—k [T o - n n—k ([T __on = n n—k k n n __ on n __ pn
19.5 ) Oncalcule;2 <k> ;2 x 2 <k>_2 kao <k>2 x 1" =2"x (142" =2"x3" =6

19.5 d) On calcule

k+2 (T 2n—k+1 2 k n n+1 n—k
22 <k>><3 _22 x 2 x<k>><3 x 3
k=0

k=0

_ n41 n\ 5k n—k
=4x3" Y (k)2 X 3
k=0
=4x3" X (243)" =4x3" x 5" =4x3x3" x5" =12 x 15",
, n n o__ n _1\k ny n _1\k
19.6 a) On développe (1+1)" +(1—1) —Z <k>+Z( 1) <k> —Z <k>(1+( 1)").
k=0 k=0 k=0
Or71+(—1)k:2sikest pair et 1+(—1)k:05ikest impair. Ainsi, on notant P = {k € N, 0 < k < n et k pair}, on a

A+ +-1" =) (Z) x2=2xY <:>

keP keP

Or, si k € P, il existe p € N tel que k = 2p. CommeO<kén,0naalorsO<2p<netdoncO<p<g.
Comme p € N, on peut aussi écrire 0 < p < ng

Ainsi,
12) 12)
(V)= <”> et (1+1)"+(1-1)"=2x (”)
keP (k> p=0 2 2p
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19.7 a) On développe (14 2)" = (n> 2*. On évalue en = = 1 pour obtenir (14 1)" = <n>

19.7 b) On dérive par rapport a z la relation (1+ z)" (n) z".

On obtient n(1 +z)" ' = Z (Z) X kx a7t

k=1
On évalue en z = 1 pour obtenir n(1 +1)""" = - (n X k. Ainsi i ") x k= - (n x k=mn2"""
=1p = . . : . = . - _
k=1 k=0 k=1
19.7 ¢) On dérive deux fois par rapport & z la relation (1 + z)" = <Z> z®.
k=0
On obtient n(n — 1)(1 4 z)" 2 = <Z> X kx (k—1)xz" 2.
k=2
, _ . _ n—2 __ n _ . . n _ _ _ n—2
On évalue en z = 1 pour obtenir n(n—1)(1+1) = Z (k) x kx(k—1). Ainsi, Z (k) xkx(k—=1)=n(n—-1)2""".
k=2 k=2
S n _ n 1y — n 2 n
Or, par linéarité, onaz (k) xkx(k—=1)= (k) x kx (k 1)_2 (k) x k Z (k) x k. Donc,

k=2 k=0 k=0

(Z) XK= (Z) xkx(k—1)+ (Z) xk=mn(n—1)2""24n2""" =n(n+1)2""2

n
1 1 n 1
1 ntl _ k1
n+1( +x) n+1 ()X v

On évalue en x = 1 pour obtenir

19.8 b) On obtient une contribution en 2™ dans le produit (1+z)"(1+2)" & chaque fois que I'on multiplie un terme de

k . —k .
la forme arx” dans le premier facteur avec un terme de la forme b,,_,z" ™" dans le deuxiéme facteur, et ce pour toutes les

valeurs de k entiéres naturelles et inférieures ou égales & n. Or, (1+x)" x (1+z)" = (Z (Z) mk> X (Z (Z) x”_k> :

k=0 k=0
n 2
. n n
Donc, le coefficient de = vaut kgio (k) .
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IFiche n° 20. Manipulation des fonctions usuelles|

Réponses
(| In(4)
20.1 a) ..................... — 20.4 d ............... 20.7 e) ......... 111(3 + \/E),
L6 ) In(20/3) { {
20.1b) .o 2 1
) m(@) 20.7f) ......... } —00, 5 ln(S)]
20.1C) . Z 205a)............ )
— 20.8 a) .’len(2)x2m+2x‘
T 1
20.1d) e 6 20.5b) ..., {0; 2} 20.8 ). | ooy 137 1n(/5) + 3" In(3)
N ) (5% +1)2
T
201 e).iiii —
) 1 2050 PO 2080, [ () 4 10”
(7]
201 0) ... - 20.8 d ” )
) 3] ln(\/g—l) )o e 2v/1 — x2 arccos(z)?
2
20.28) i 20.5d). i ()
20.2 b) @ 209a)....... x 2z —
P 20.68) . ooi -
20.2 ). E 20.6b) ... [0] 209D)... |z~ ch?(z) + sh®(x)
2
4 20.6 C) ...... — + k‘ﬂ', keZ 209¢)........ 1 —th (I)
20.2d)..... E { J ) T2 (2)
T +2kn, ke Z}
13 20.6 d {5 ’ 20.9d x + sh(z)ch(ch(z
2020) oo = V| Of 1 okr, ke 2) ) [ shie)ch(eh(a)|
20.10a) ..........o..... x— 0
3 1
20.2f) ... 2l 206 {5 2k ke 2 20.10b) ... 70
5 U{m— % +2n, kez}
z —x2%
203a).........ee sh(z +y) 20.6 ). 20-11 a) |2 (In(z) + a7
h(z) 1
20.3b) ... ch(z + . _9). 20.11b >
) (x+9)]  20.7a). | {(n(v5 - 2):n(v5 +2)} ] ) |77 Ger s —
In(2)
20.48). ... in(3) 20.7b). e mA+V2)[ agq1 e « — arcsin(z)
1
20.4Db) i 20.7C) i 3 In(2) 20.11d)........ x +— arctan(x)
204¢) i @) 20.7 ). [[- @+ V), na+ V)|
In(2)
Corrigés
arcsin(%) s
20.1 b) On calcule : =3 =2
arccos(Tg’) 6
20.1 ¢) On remarque que arccos<l2> = arccos(\/g\)/(5 2> = arccos(?) = g
V3 3\
20.1 d) On remarque que arctan (3 = arctan 7 = arctan ? =5
20.1 f) On remarque que arccos(é + 7) = arccos(%) = g
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20.2 ¢) On calcule : ch(In(2)) = e +2671n(2) = 2; 2 = §

20 2 d) . On Calcule bh(ln(?)) ) _ eln(3) _26_1n(3) . : 3 ; % _ 3 : g .................................................................
202 e) ..... On Calaﬂe Ch(ln(2/3)) : eln(2/3) +2€ 1n(2/3) . : . % ; g : 133 : E ......................................................
202f) ..... On Salt queth(ln(2))jzziJij:z;_ jli_g_g .................................................................

20.3 a) Développons :

" +e eV —e Y eY4e Vet —e "

ch(x)sh(y) + ch(y)sh(z) =

2 2 2 2
(e (e — e ) (e e (e — )
B 4
STV oty gyt o= (@ty) y prty gy gty o= (24y)
- 4

2eETY _ 9~ (2+y)
= sh(ztuy).

20.4 a) Soit z € R. Alors on a les équivalences 3" = % < In(3%) = 111(%) < zln(3) =2zIn(3)—1n(2) © = =
20.4 b) Soit x € R. Alors on a les équivalences 4" =2 x 2* & 2zIn(2) = (z+ 1) In(2) &2z =2+ 1<z =1

20.4 c) Soit z € R.

Alors on a I’équivalence 2 = 3.4 < zIn(2) = In(3) + 22 In(2) &z = —

20.4 d) Soit z € R. Alors

10%" =4 x 5" x 9% < In(10°") = In(4 x 5% x 92) & 221n(10) = In(4) + = In(5) + gln(g)

2In(3)\ _ In(4) _ @)
- ) =n4) &z = 2In(2) +In(5) —In(3) ~ In(20/3)"

S (2 In(5) + 21n(2) — In(5)

20.5 a) Soit € R. Posons X = 2°. Alors 2° +4° = 4 & X 4+ X? — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

—1++17 V17T—-1 \/17—1<:>
2

1+ 16 = 17, d’ou deux racines, . Seule la racine est positive, donc 2% + 4% = 4 & 2% =

2

z1n(2) :ln(\/Tz_l> S x= @

20.5 b) Soit z € R. Notons X = 4", Alors 16" —3x4° +2=0& X>-3X+2=0& (X —1)(X —2) =0 & 4" =
1ou4z:2<:>x:00u:r:%.
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20.5 ¢) Soit x € R. Posons X = 3”.

Alors on a I’équivalence 2 x 9" —3* -3 =0 & 2X% - X —3=0. Cette équation a pour discriminant 1 +4 x 2 x 3 = 25,

14+5 3 3
donc les deux solutions de ’équation sont 1 i.e. 3 et —1. La seule solution positive est > donc 2x9° -3 -3 &

e _ 3 _ —
3 = §<:>xln(3)fln(3)—ln(2)<:>xf1— ()’

20.5 d) Soit z € R. Posons X = 3”.

Alors on a 'équivalence 3° +3** —1 =0 < X?4+ X —1 = 0. Cette équation a pour discriminant 1+4 = 5, donc les deux

solutions de I’équation sont 71;: 5. La seule solution positive est \/527 1, donc 3" 43" -1 =0« 3" = V51

2
z1n(3) —ln<\/5_1>,

2

20.6 a) Ici, pas de calcul : arcsin(1) = — et, par stricte croissance de arcsin, 'unique solution est 1.

20.6 b) Soit z € [—1,1]. Alors cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = g + km, k € Z. Mais comme arccos est a valeurs
dans [0, 7], cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = g < z=0.

arcsin(sin(z)) = % & sin(z) = sin(f) Sz {% + 2k, k € Z} U {7‘{' - % + 2km, k € Z}

20.7 a) Soit € R. On pose X = e”. Alors on a les équivalences (comme e” > 0)

T 4e® . 1
ch(m):\/5@%:\/g<:>e‘+67“L=2\/5<:>X+Y:2\/5<:>X2+1:2\/5X<:>X2—2\/5X+1:0.

Il s’agit donc d’une équation du second degré, dont le discriminant est 20 —4 = 16, donc les deux solutions de ’équation

2v/5+4 ,
sont \[T = /5 £ 2. Ces deux quantités sont positives, on a donc 'équivalence ch(z) = Ve =vVE+t2o g =

In(v/5 & 2). Ainsi, les deux solutions sont {In(v/5 — 2);In(v/5 + 2)}

— X
20.7 b) Soit x € R. On pose X = e”. Alors sh(z) = 1 & % =1«
iQ\/g = 1+ /2. La seule solution positive est 1 + v/2, donc sh(z) = 1 & ¢* =

1
2X =1le X?-2X-1=0,de

discriminant 4 + 4 = 8, de solutions 2

1+vV2 e z=1In(1+2).

1 e*—e® 1 X—-% 1 2 1, 5
%XZ — % =04 X’ =24 X =+V2. Ainsi, la seule solution positive étant v/2, th(z) & ¢” = V2 &z = %ln(Z)
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20.7 d)

X+
Soit x € R. On pose X = e”. Alors ch(z) < 4 & 3 X

<4 X2+1<8X & X?—-8X+1<0.

+2v1
Ce polyndéme du second degré a pour discriminant 60 et pour racines 8+£2v15 = 4 + V/15. Les deux racines sont

positives, donc ch(z) < 4 & 4 — V15e” < 4+ V15 & In(4 — V15) < = < In(4 + V15). On remarque ensuite que
1 4++/15

VB Govmarve Y

7I<6©Xf%<6(:>X276X71<0. Ce trindme

6 + 210
du second degré a pour discriminant 40, et a donc pour racines ————— = 3 £+ v/10. La premieére racine est négative,
la seconde positive, et X > 0, donc sh(z) > 3 <= ¢ > 3+ V10 & z > In(3 4+ V10).

20.7 f)  Soit z € R, posons X = e”. Alors, on a
1 X-—% 1 X’-1 _1
th(l’) NS 5 X )1( X 5 2 X
+ % 2 X2+1 "2
X?+1
=X o1 e x°-3<0
1
<:>X2<3<:>e“<3<:>x<§ln(3).
20.8 a) On n’oublie pas que 2° = "™ Donc la dérivée de z — 2° est z — In(2).2"
20.8 ¢) On écrit que 2* = ¢* ™). Ainsi la dérivée de la fonction est z — (In(z) + 1)e” ™)
20.8 d) On dérive un quotient : en notant f la fonction et si x €] — 1, 1],
1 1 .
fe) = i arccos(z) + i arcsin(z) - .
arccos(z)? 2v/1 — 22 arccos(z)?
20.9 a) On dérive une composée = — 2x =
—z
20.9 ¢) Il s’agit de dériver th :
h h(z) —sh h h(x)? — sh(z)? h(z)?
(e — Ch@eh(o) —shiz)sh@) _ ch(@)? —sh@)® | sh@) oo
ch(x)? ch(z)? ch(x)?

La suite se dérive comme la dérivée d’une composée.

1 1
20.10 a) La fonction est dérivable sur | — 1,1[ et sa dérivée est = —

\/1—x2_\/1—x2

= — =0.
1+x2+x21+(1)2 1422 22+1

20.11 a) Il s’agit de dériver une composée. La dérivée de cette fonction est z +— (In(z) 4+ 1)z F'(z") = (In(z) +
1)‘%167(1@)2 = (In(z) + 1)%’167121.

20.11 b) Il s’agit de dériver une composée. La dérivée de = — In(ch(z)) est z b}}igx; = th(z)
z
Donc, la dérivée de x — F(4/In(ch(z))) est
NN sh(z) 1 o= In(eh(@) _ Sh($)2 1
ch(z) 2,/In(ch(z)) ch(z)? 2, /In(ch(z))
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IFiche n° 21. Suites numeériques|

Réponses
21da) 120 216a)..................... 219 a) 5
21.6Db). ... woo000] 5
2L1Db) 21.6C)ervrnnennannnn. EXIT] 115
211 ... (2n+5)- 2" a1.6d). 10 201 25
5 | 7] 21.10a)........... 3"+ (—2)"
21.7a). oo —
. 93n+2
21.1d)...... 3(2n + 15) 2 241 21.10b). . 211
1
21.7b) — (1+v2)" —(1-v2)"
21.28) ... ) 51|  21.11a) - (1= v2)
21.2b) .o 29
) 2 21.8a) oot % 2111 b) . 2V/2
2L3a). 28 s0g0] 212 257
21.3b) ... ZLBD) o 512 | 2112b)................ 65 537
21.4a) .o . 3 2112 C)eeneiieeii
O C). i i i —_—
21.4 b) ...................... 1 024 21.12 d) ............. Fn+1 —92
21.5a) ...l 2nIn(n 6141
) ( ) 21.8 d) .................. @ 21.12 e) ......... Fn+1 +22 +1
21.5b) ... Anln(2
) nin(2n) 2112 ) i
Corrigés
211 8) w— X0F3  gorz_ 12
5 5
21.1 D) 1_2Xé+3 21+2 _ 5, g_g
21.1 C) U = 2(” + 1) +3 % 2(’n+1)+2 _ (2n + 5) 2"4—3
’ " 5 5
211 d) _2x3n43 a2 _ 320+ 1) 23n+2
" 5 5

21.2a) w1 =2x1+3=5etus=2x5+3=13.
21.2 b) On calcule : uzg =2 x 1343 = 29.

21.3a) ;=\ VV2=28xEx5 935 —of

21.3b) ve = 2(3)° — 236 — 971

21.4 a) w1:%><22:f:2et, de méme, wy = 2.
21.4 b) 1l faudrait formaliser une preuve par récurrence.
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21.5a) ta, =In((2n)°") — In(2°") = 2nIn(2) + 2nIn(n) — 2n1n(2) = 2nIn(n).

100 x (14199) 100 x 200

21.6b) s100 = =100 = 10 000.

101 x (1 + 201) _ 101 x 202 — 1012 = 10 201.

2 2

217 a)bm_bm;bm _g;j_sg;’_;z .......................................................................................
217b)T:um _ uml;z_;_gz ......................................................................................................
21.8a) go=3X (%)9—2%—5—?2

21.8b) o1 = go X 11—_Qi _ 621;; 13 x512023 _ 3501629.

2'' -1 3x2047 6141
211 T 1024 © 1024°

5

21.10 b) D’aprés le a) : us = 3° 4 (—2)° = 3° — 2° = 211.

21.11 a) L’équation caractéristique est ici 7> — 2r — 1 = 0. Ses racines sont 1+ v2 et 1 — v/2 et v, = A3" + pu(—2)"
1

1
avec A, o € R. Les conditions initiales donnent ici A = 3 et = —5

21.11 b) Le plus simple (pour un si petit indice) est d’utiliser la relation de récurrence de la suite : v2 = 2v1 +vg = 2V/2.

(1+Vv2)-(1-v2)? 34+2V/2-(3-2v2) _
5 = 5 = 2v/2.

Pour travailler les identités remarquables, d’aprés le a) : va =
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21.12 d) F, x (Fp —2) = (22" + 1) (22" - 1) - (22"+1 - 1) = Fop1 — 2.

n+1 n41
2112 1) Frpy —2(Fn— 1) =Fnyo+2-2° —2(Fpy1 —1) = Fpyo +2-2°
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IFiche n° 22. Développements limités|

Réponses
3 4
2201 At 3x—x2+?—7 O(:z:4)
x—
3, 11 , 25, .,
. I ) P T =5 —i—gx T x_m(;v)
3 2P 6
%00 ?—ﬂ—ﬁ—xgo(a:)
3 5 6
2 X T X 6
22.1 ) r+ x4+ 3 T30 90 xgo(a:)
ex llex?® Tex® 2447ex*
22.2 A) . - = — >
2) SR 6 " 5760 .20l
1, 1 4 19 & 7
222b) ............................................................... 1—1I —%l’ —%l’ +$90(I)
. 2 .3 3
22,2 C) it ell+iz—=z e + oo(a:)
z—
3 2 2
22,2 ) 1*Z+§(171) + 01((1'—1))
z—
372 2 2
2203 ) e 1—%@—%) +$gﬂ(<x—g>)
3
s 2 8 m\3 m\*
223 ) vea(e-3)we(e-5) 45 (e- 1)+ 0 (- F))
2 ™4 7w 7\ 6 T\ 7
22.3 C) et 1 7( _7) —7( —f) ( _7)
c) T\ g) T\ g) T\ g
1 1 1, )
2243,) ...................................................................... 7% ﬁ*ﬁ wﬁo(flf)

T
1 e® Te* e”

22,4 A) e 2 e" 4+ — —
) ¢ (e + 3z 36z2) ;—S—oo 2

Corrigés
22.1 a) 1l suffit d’effectuer la somme des parties régulieres des dévelopements limités & lordre 4 en 0 de sin(z) et

2 3 4 3 3 4
In(1 4 z). On écrit donc f(z) =2 e 4T 2y o (z%) +r-Z 4 0(x4):3x7x2+m—fx—+ o (z%).
6 z—0 2 2 z—0
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22.1 b) 1 suffit d’effectuer le produit des parties régulieres des dévelopements limités & 'ordre 4 en 0 de In(1 + z) et
1

z+1
suffit puisque celui de In(1 4 x) & son terme constant nul. On écrit donc

et de ne conserver que les termes de degré au plus 4. Observez que le développement limité a 'odre 3 de

r+1

f(a;)_(x—ﬁ—&-x;—‘/j%- ) (m4)><1—x+a¢2—w3+ o (

z—0

8
w
.
N—
Il
8
I
Nl o
V)
_|_
—_
-
w
I
‘l\'}
ot
'S
_|_
o
—
8
-
N

22.1d) 1 suffit d’écrire :

22.2 a) En utilisant les développements limités en 0 de In

+
2 3 4 2 3 4
a:(1+x)als_exp<1n(1+x)>_exp<1;+x LTy O(av‘r’))—eexp(ch %f%+%+ O(m5)>.

—~~
—_

xT

2
. x 2 3 z* 1 x 22 3 ? 1 x 22
Puis: (1+z)z =e|[ 1+ |-+ ——+ = +§ —5—}—?—* + = —*+?

& |

2 3 4 5

Observez qu’il n’est pas utile de faire apparaitre tous les termes de la partie réguliere du développement limité de

In(1+ z) . N -

———= selon la puissance a laquelle on la considere.
x

er 1lex? Tex® 2447ex?

N %: _exr . 5
Doti: (1+2)» =e— 3 2% 16 T 560 .20
22.2b) Ona
22 gt z® 7
cos@) =1 =5 +57 =735 7.9,
o it 1 . 1 3 4
\/ﬂf1+2(u 1) 8( 1) +16(u 1) +u91((u )%
puis
1 z2 2t 8 1 22 gt 2 1 x> ? 7
. P [Tl e Ao Il (R M [l B
cos(x) +2< > To1 o) s\ Ta) Twl2) .90
1, 1 4 19 ¢ 7
:1—7 —_— — — — .
1% " 96" " sme0” .9,
iz . z? .$3 3 z (:r - 1)2 (‘T - 1)3 3
22.2¢) Ona:e 71+1x—7—1€+130(1:)ete =ete(zr—1)+e 5 te +zgl((x—1))

iz 2 3 2 s 3
D'ou : e° —e+e(ix—m—ix)+e +e(m) + o (xg):EB(l-l-ix—mQ—gixS)-i- o (z%).

2 6 2 6 z—0 z—0
s ) o In(2 —z) <1 Co
22.2 d) Etablir lexistence et donner le développement limité de f(z) = — 2 e 1 & lordre 2, revient a le
In(1— 2
faire, en 0 & 'ordre 2, pour lapplication g définie par g(t) = f(1+1t) = u Orln(l—t)=—t— = + o (%) et
(1 +1)2 2 t=0
LI (17t+ o (t)>2—172t+ o (t). Dot g(t) = 7t7ﬁ+ o (%) (172t+ o (t)) — 4321 o (t%)
(1 + t)2 - t—0 o t—0" g o 2 t—0 t—0 o 2 t—0
3
et fx)=gz—1)=1—-z+2(xz-1>+ o ((ac—l)Q).
2 r—1

22.3 a) La formule de Taylor-Young affirme que cos(z) =

sera suffisant !) et

sin(t) =1 — %(tf 72T>2+t372'((t 2)2) D’ot sin(7 cos(z)) =1 — 3%?(337 §>2+13”<($ 7?:)2)
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3
22.3 b) On sait que tan(t) =t + s + O (t*). Ainsi,
3 t—=0
/3
1+t+—+ O (th ( 3

tan(t+5>:1+tan(t)— L. 1+t+ 24 o <1+t+t2+ét3+ O(t4))
4 1 — tan(t) t 3 t=0 3 t—0
1—t— 5+ 0 ()

t—0

:1+2t+2t2+§t3+ o (t*).

t—0

T m™\2 8 T\ 3 m\*
) S J— 1  _ - _ - - .
D’ou finalement tan(z) =1+ 2(2: 4) + 2(1’ 4) + 3 (m 4) + O_ ((az 4) )

. 1 ™2 1 m\4 m\°
22.3 ¢) La formule de Taylor-Young affirme que sin(z) = 1—= (m — 7) + (x — 7) + o (:v — 7) (observez
=5

2 2) 24 2 2
1
que Vordre 5 sera suffisant!) et cos(t) = —1 + §(t -7+ o ((t — 71')3) (observez que l'ordre 3 sera suffisant !).
t—m
D’ou :
cos(ﬂ'sin(ac))——1—1—1 —I( —I)2+1(x—z)4 2+ o (x—ﬁ)7
N 2\ 2 2 24 2 =T 2
R ()
- 8 2 48 2 e 2
224a) Ona:
_ v 1 1 _1
z(e® —1) 22 N ] 22
et gt a1 L)
1 1
=2 2 3 1 -1
Tl 24 o (@)
2 6 24 120  z—o0
_i _E_ﬁ_lj_mAJ'_ £+J»j+flj 2_ E_’_i 3+(£>4+ 0(%’4)
S22\ 2 6 24 120 26 24 6 2 2—0
__ 1.1 _1 2 (932)
2¢ 12 720 z—0
n(3)
sin( =
22.4 b) Etablir l'existence et donner le développement limité de f(z) = _:61 , en +0o & lordre 5, revient a le
z
1 tsin(t t* ~
faire, en 0 & Pordre 5, pour l'application g définie par g(t) = f(;) = fl_r:_(t) Or tsin(t) = ¢* — 3 + tOO(t(’) et
—

1 2 3 4 N 2 3 5 4 5 5 6 . 1 1 5 5 1 )
=1ttt .D’ =222 t =— 4> 2 —).
1+t bt +t9>0(t ). Dot g(t) ="~ +6t 6t +z90( ), puis f(z) x? a3 +6:£4 625 zaqoo xb
22.4 c) Ona'xln(a:—|—1)—(1’—}—1)ln(aj)——ln(x)—|—:cln(1—&—l>——ln(:v)—|—1—i—|—i—L ( )

' B x) 2r  3x2  4x3  aotoo\ T3

T
cen(# (1oL o (1)
=P r 222 33  4dxt  sotoo\z?

— e % ex ifiJr o (i)

- p 333 433'2 x—+oo QZ‘2

g2 )
- 3x 36.’172 T—400 .'132
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IFiche n° 23. Arithmétique|

Réponses
23.1a)......... 6,7)] 234 ... 23.72)....... (—5,2)]  23.94).
23.1b)....... (-7,2)| 2B 154]  23.7b).. [8 (mod 13)]  23.10a) .........
23.1¢)....... (—6,7)] 23.5b)........... % 23.7¢).. [11 (mod 13)]  2310DP) -
23.1d)......... (7,2) 23.5¢)........ 23.8 ... zz E z)) """"""
23.22) o 23.5d)....... L 23.8 ... | (2023, 6406) 23:11 Do (6]

23.2Db). ...l DI0T 23.94)... 23.11d) . ...l
23.32)........... 28:68). 000 O8] ag9m).... 2311 €).........

23.3b)............. 23.6Db)...... (12, 30) 23.9¢). ... 15 % 47 28.0110). .o

24 24
23.2a) 524 =26d+r avec 0 <7 < d. On en déduit que 26d < 524 < 27d et 52—7 <d< 5276 D’ou d = 20.

23.3b) 3*=4=—1 (mod 5) d'ott 3* = (=1)®> = 1 (mod 3). Le reste de 3" modulo 5 dépend du reste de n modulo
4. Puisque 2 022 = 505 X 4 +2 = 2 (mod 4) alors 3% > = 3% =4 (mod 5).

23.4 2023 =3 (mod 10) et 3° =9 = —1 (mod 10), par conséquent 3* = (—1)°> = 1 (mod 10). Les restes modulo
10 des puissances de 3 sont périodiques de période 4. Puisque 2 022 = 505 x 4 +2 = 2 (mod 4) alors Vn > 2,2 022" =0

(mod 4). Finalement 2 0232022*"" = 30 = (mod 10).

23.5 a) L’algorithme d’Euclide s’écrit ici: 10 010 = 3x2 77241 694, 2 772 = 1x1 69441 078,1 694 = 1x 1 0784616,
1078 =1 x 616 + 462, 616 = 1 x 462 + 154 et 462 = 3 x 154 + 0. Le dernier reste non nul est 10 010 A 2 772 = 154.

10 001 _ 65

2772 18’

23.5 b) En utilisant le résultat du a), on établit que 10 001 = 154 x 65 et 2 772 = 154 x 18 d’ou
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23.5 ¢) L’algorithme d’Euclide pour 729 et 360 donne : 729 = 2 x 360 + 9 et 360 = 40 x 94 0. D’ott 729 A 360 = 9
et, comme a X b= (a Ab) X (a Vb), 729V 360 = M =40 x 729 = 29 160.

Ces calculs (et surtout les calculs fractionnaires) auraient été plus digestes en utilisant la décomposition en facteurs
premiers des deux entiers : 360 = 36 x 10 = 23 x 3% x 5 et 729 = 3°. Ainsi 729 v 360 = 2° x 3° x 5... Il faut néanmoins

effectuer ce produit d’une fagon ou d’une autre.

360 360 729 729

—— W\ _—
729360~ 9 Oet 739 n360 ~ 9

12 8  2x40 T81—80 _
360 729 360 x 81 729 x40 29160 29 160’

23.5 d) D’aprés les calculs faits au c), puisque = 81, on réduit au méme

dénominateur :

23.6 a) Puisque aAb = 24, il existe (z,y) € N? premiers entre eux tels que a = 24z et b = 24y. Le systéme s’écrit alors

(24zx)° — (24y)® = 247 x 17 (@@ —y =17
zAy=1 st cAy=1

de 17. Puisque x et y sont des naturels, on a © — y < = + y et donc nécessairement x + y = 17 et x — y = 1. On obtient

une unique solution : (z,y) = (9,8). On vérifie que (a,b) = (216,192) est bien ('unique!) solution du systéme de départ.

. Ainsi les deux entiers x + y et  — y sont-ils des diviseurs

a X b= 360
23.6 b) Puisque ¥(a,b) € Z*, ab = (a Ab) x (a V b), le systéme I’énoncé équivaut & ¢ a A b= 6 . Posons a = 6z et
6<a<b

zy =10
b = 6y de sorte que x Ay = 1. On obtient le systeme équivalent ¢ z Ay =1
l<z<y
Puisque 10 =2 x 5 et 1 < z < y, la seule solution du systéme est (z,y) = (2,5) et, par conséquent (a,b) = (12, 30).

23.7 a) L’algorithme d’Euclide pour 13 et 5 donne : 13=2x5+3; 5=1x3+2; 3=1x2+1. On "remonte" ces
égalités : 1 =3—-1x2=3—-(5—-1%x3)=2x3—-1x5=2x%x(13—-2x5)—1x5=2x13—-5x5. Et (—5,2) est solution.

23.7¢) b5zx+4=7 (mod13) <= 5z = 3 (mod 13). On en déduit que 8 X 5z = 8 x 3 = 24 = 11 (mod 13) et,

puisque 8 est l'inverse de 5 modulo 13, que = 11 (mod 13). Réciproquement, on vérifie que tous les entiers congrus a
11 modulo 13 sont solution de ’équation. Son ensemble de solutions est donc {z € Z | z = 11 (mod 13)}.

23.8 L’algorithme d’Euclide pour 19 et 6 se résume & 19 =3 x 6+ 1 et 6 = 6 x 1 4+ 0. Ceci donne directement une
solution particuliere de (E) : (1, 3). Si (x,y) est solution de (E) alors 192 — 6y =19x 1 —6 x 3 et 19(x — 1) = 6(y — 3).
19A6 =1 et 19 divise 6(y — 3), d’apres le théoréeme de Gauss, 19 divise y — 3. Ainsi 3k € Z,y = 19k + 3. On en
déduit que 19(x — 1) = 6 x 19k et finalement que z = 6k + 1. On a prouvé que si (z,y) est solution de (E) alors
3k € Z,(xz,y) = (6k+1,19k+ 3). Réciproquement, un couple de cette forme vérifie 19(6k+ 1) —6(19k+3) =19—-18 =1
et est bien solution de (E). D’ou 'ensemble des solutions de I’équation : S = {(6k + 1,19k + 3) | k € Z}.

(z,y) €S — (z,y) = (6k + 1,19k + 3) — (z,y) = (6k + 1,19k + 3)
1999 < x < 2023 1999 < 6k + 1 < 2023 333 < k<337
Iy a N=2337—333+ 1 =5 entiers entre 333 et 337 inclus.

23.8 k — 19k 4+ 3 est une fonction croissante de k, le plus grand y est donc atteint lorsque k£ = 337. D’ou
(zo0,y0) = (2023, 6406).

23.9 a) 2 022 est pair et divisible par 3 et 2 022 = 2 x 3 x 337. Puisque V337 < 19 il faut tester la divisibilité de cet

entier par tous les premiers inférieurs ou égaux a 17. 337 n’est pas divisible par 5 et on obtient successivement 337 = 1
(mod 7), 337 =7 (mod 11), 337 = 12 (mod 13) et 337 = 14 (mod 17). 337 est donc premier.

154 Réponses et corrigés



23.9 b) En appliquant les critéres, on établit que 2 023 n’est pas divisible par 2, 3 ou 5. La division euclidienne de 2023

par 7 s’écrit 2 023 = 7 x 289. Si on ne reconnaissait pas le carré de 17, il fallait tester la divisibilité par 11 (évidemment
négatif), 13 et 17 pour obtenir la décomposition 2 023 = 7 X 172,

23.9¢c) On a V2021 < 45 : il suffit donc de tester la divisibilité par tous les premiers jusqu’a 43. 2 021 n’est pas

divisible par 2, 3 ou 5. On obtient (en posant les divisions ?) un résultat négatif pour le test de divisibilité par tous les
premiers compris entre 7 et 41. Par contre 43 divise 2 021 et le quotient vaut 47. Enfin, on a 2 021 = 43 x 47, les deux
facteurs étant premiers.

23.9d) On a V2 027 = 45. 1l faut donc tester la divisibilité par tous les premiers jusqu’a 43. C’est le bon moment

pour programmer une fonction en Python qui teste la divisibilité de son argument par tous les entiers impairs compris
entre 3 et sa racine carrée. Le test est ici systématiquement négatif, 2 027 est donc premier.

23.10 a) On écrit 477 = gxn+8 avec 0 < 8 < n. D’ol ¢ X n = 469. n est donc un diviseur de 469 strictement supérieur
a 8. Puisque la décomposition en facteurs premiers de 469 est 469 = 7 x 67, on a nécessairement n = 67.

23.11 a) D’apres le théoréme de Fermat, puisque 3 est premier & la fois avec 5 et 7, 3t=1 (mod 5) et 3¢=1 (mod 7).

On en déduit, d’une part, que 3** = (3")° = 1° = 1 (mod 5) et, de l'autre, que 3°* = (3°)* = 1* = 1 (mod 7). Clest
un corollaire connu du théoréme de Gauss (& démontrer en exercice!) que puisque 3%% _ 1 est divisible par 5 et 7, deux
entiers premiers entre eux, alors 3%% 1 est divisible par 5 x 7= 35. D’ou 32t =1 (mod 35)

23.11 ¢) Puisque 2A 5 = 2A 7 = 1, on établit comme aux a) et b) que 2> = 1 (mod 35). D’ot1 67> = (2 x 3)"* =
2% % 3™ =1 x1 (mod 35). Enfin, 6 = 6" x 6° =1 x 6° =6 (mod 35).

23.11 d) En procédant comme aux a) et b) avec 56x10+1
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IFiche n° 24. Polynomes

Réponses
241 5) Q=X +2X+1| 242d) ..., [R=X’+X 1]
dA) e by
24.3 8) ...
— X2 _
24D) =X T zasb [R=—2x* - 3x?+1]
- 24.3 ). |R=—8X% +21X% — 20X +5)|
Q=Xx>-1
24T e)er R=-X24+X+1 | 243d)............ |R=—20x% + 11X2 42X — 1]
2% 24.48) i | R=—36X +64]
Q=13X + =
24.1d)............... 1 2 24.4D) 64 — 361
R =7 (20X* - 5X - 23)
24.58) |R=-108X — 110|

24.28). T I 110 — 10893
24.2B) R=0
206 8) oo

24.2C) . R=—2nX +2n—1]|
24.6 D) i 48 — 206i
Corrigés
24.1 a)
x4 X - X 4+ 1 X -1
—(x* - X?) X7 42X +1
2X7 — + 1
—(2X* — 2X)

X + 1
-X -1

24.2 a) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,
X"=Qx(X—-1)+R, oudeg(R) < deg(B)=1.

Ainsi, R est un polynome constant. On évalue la relation précédente en 1. On obtient alors 1" = Q(1) x (1 — 1) + R(1).
Donc, R =1.

24.2 b) On constate que X*" "2 4 X" 4 X% = X% x (X® + X 4 1). Ainsi, X + X + 1| X" 4 X%+ 4 x°7,
Donc, R = 0.

24.2 ¢) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,

() (X =3)"+(X-2)"-2=Qx (X —2)>+R, oideg(R) < deg(B) = 2.
Ainsi, R est de la forme R = aX + b. On évalue la relation () en 2. On obtient alors
(2-3)""+(2-2)"—2=Q(2) x (2—-2)° + R(2).
Donc, —1 = 2a + b. On dérive la relation (x). On obtient alors

(X =3 (X —2)" T =Q x (X -2 +Qx2(X -2)+ R
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On évalue cette derniére relation en 2. On obtient ainsi
(2 —3) """ 422" =Q(2) x (2—-2)* +Q(2) x 2(2 —2) + R'(2).

Donc, —2n = a. On en déduit que a = —2n puis que b = —1 — 2a = 2n — 1. Ainsi, R = —2nX +2n — 1.

24.2 d) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,

() X" X" X" =Qx (X®-2X +1)+ R, o deg(R) < deg(B) = 3.

Ainsi, R est de la forme R = a(X” + bX + ¢). On constate que X° — 2X + 1 s’annule en 1. Ainsi, X — 1 divise
X?® — 2X + 1. Par division euclidienne, on obtient X* —2X +1 = (X — 1)(X” 4+ X — 1). On constate également que
X" XM X" = X" x (X?4+ X —1). Donc, (x) devient (X*+X —1) x (X" —Q x (X —1)) = R. Ainsi, X+ X —1|R.
Or, deg(R) < 2. Donc, R = a(X? + X —1). On évalue (%) en 1. On obtient a = 1. Donc, R = X* 4+ X — 1.

24.3 a) Trouver le reste de la division d’un polynéme par X * revient & trouver les coefficients constant, de degré 1,

de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici, P = A4+ B = X° + X* +2X —3 = X*(X 4+ 1) +2X — 3. Ainsi, R = 2X — 3.
24.3 b) Trouver le reste de la division d’un polynéme par X * revient a trouver les coefficients constant, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici, P=Ax B=0Q x X* —2X%* —3X% + 1. Ainsi, R = —2X°® —3X? + 1.

24.3 ¢) Trouver le reste de la division d’un polynéme par X* revient & trouver les coeflicients constant, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici,

P=A0B=(X-2°)?-3X-2°+1=(X-2)"-3(X-2>4+1=0Q x X* —8X® +21X° — 20X +5.
Ainsi, R = —8X® 4+ 21X% — 20X +5.

24.3 d) Trouver le reste de la division d’un polynéme par X* revient & trouver les coefficients constant, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici,

P=A0oB=2(X’+X"—2X+1)* - 3(X’+ X*—2X+1)° - (X’ + X*—2X +1)+1=Q x X* —29X® +11X° 42X — 1.

Ainsi, R = —29X% + 11X? + 2X — 1.
24.4a) Ontrouve Q@ = X* —2X® —9X? — 20X — 44 et R = —36X + 64.
24.4b) OnaP =Qx(X’+1)+R. On évalue en i. Ainsi, P(i) = Q(i) x (i* +1) 4+ R(i). Donc P(i) = R(i) = 64 — 36i.

24.5a) On trouve Q = X* —2X® —6X? — 26X — 65 et R = —108X — 110.

245b) Ona P = Q x (X> —2) 4+ R. On évalue en v2. Ainsi, P(vV2) = Q(V2) x (\/52 —2) + R(v/2). Donc,

P(V2) = R(v2) = —110 — 108V/2.

24.6 a) On commence par chercher un polynéme simple ayant V2 — 1 pour racine. Posons X = v/2 — 1. Ainsi,
X?=2-2V241=3-2v2 Or, V2= X + 1. Donc, X* = 3 - 2(X + 1) = —2X + 1. Ainsi, v2 — 1 est racine de
X? 42X — 1. On effectue ensuite la division euclidienne de P par X2 42X —1. On trouve Q= Xt 4Xx3+ X% 28X +4

et R = —92X 4 24. Donc, P = Q x (X +2X — 1) + R. On évalue enfin en v/2 — 1. On obtient
P(V2-1)=Q(vV2-1)x ((V2-1)*+2(v2—-1)— 1)+ R(V2 —1). Donc, P(vV2—1) = R(V/2 — 1) = 116 — 92/2.

24.6 b) On commence par chercher un polyndme simple ayant 1 + i pour racine. Posons X = 1 + i. Ainsi,

X?=142i4+(1)>=2i. Or,i= X — 1. Donc, X*> = 2(X — 1). Ainsi, i + 1 est racine de X — 2X + 2. On effectue ensuite
la division euclidienne de P par X* — 2X + 2. On trouve Q = X* — 10X? — 42X — 117 et R = —206X + 254. Donc,
P =Qx(X?>-2X+1)+ R. On évalue enfin en i+ 1. On obtient P(i+1) = Q(i+1) x ((i+1)> = 2(i4+1)+2) + R(i+1).
Donc, P(i+ 1) = R(i + 1) = 48 — 206i.
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IFiche n° 25. Décomposition en éléments simples|

Réponses
1 1 7
25.1 a) ............. X737Y+X7—|—1 m 256b)
2 1 3
25.1Db) ..., 1- = 25.72)
) X+2(X+1)+2(X_1)
25.1 ¢) e : =Y
dce)oooooiiiiio. 2(X—7T) 2(X+’R’)
o — - : 25.7 ¢)
o A) e (e—2)(X+e) (2—6)(X+2)
25.7d
25.2 b) e T |
2Db)..oil 20X —1) 44X —1i) 4(X +9)
25.7 ¢)
5 4
25.2 ¢ - -
) (V2+V3)(z+v3)  (V2+V3)(V2-X)
25.7 f)
25.3 a) R R —
D A) ... X _9 X —3 X -1 (X_1)2
25.8 a)
2 2 11 3 3
25-3b) 7+ﬁ_4(X—1)+2(X_1)2+4(X+1)
25.8 b)
25.3 ¢) - : -
D C)Loiii 7]'2X 7T2(X+7T) 7T(X+7r)2
25.8 ¢)
25.3 d) ..... % + (Xii)z - X—(21+i) + (X—(}+i))2
1 1 1+ 3¢ 1-3i
. - _ _ 25.
25.4 a) X+1 2(X—-1) 4(X—i) 4(X+19) 5:8d)
. 5 2 1 25.8 ¢)
25.4b - '
) 2X T 6(X +2) X 1) (X 1) 25.8 f)
25.5 a) 1 1 + :
D) 2(n+ 1) m 4 25.8 g)
2 1 1
25.5 D). .. e tnT3 258m)
25.6 ) 2 n 1 n 1-2X
Lba)..........L. X +1 (X + 1)2 X241
Corrigés
25.1 a)

trouve X* — 2 =

1 3 L X -1
""" 2(X—-1) 2(X+1) X2+X+1
................................ 1—21In(3)
........................ —=In(3) + - In(2)
2
....................... 3 41n(2) + 21n(3)
1 1 2
.................... — — —1In(5 —1In(2
15~ g )+ 5n(2)
T
......................................... 3
1 1
.......................... 3 In(2) — 1 In(3)
11 r—1
............................... 5 n1+m
. 1
........................... T 10— 22)?
()
......................... —— arctan| —
V2 V2
2 1
................. —arctan| —=X + —
(5 %)
.........................................
I2—2+23:+é1n|;t+1\—%1n\a)—1|+13—61n\a:—2|
3:»—>%ln(x2+2)—%ln|x+1|+§arctan(%>
'_>12m—1+1 1—=x
............... ——— +—-In
RSP E s RIS

Pour commencer, effectuons la division euclidienne de X* — 2 par X(X +1)(X +2) = X +3X? 42X : on

X4
X(X +1)(X +2)

=X -3+

(X® +3X% +2X)(X —3) +7X? 4+ 6X — 2. Ainsi, on a

TX%2 46X —2

XX +1D)(X+2)

On écrit ensuite la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle précédente :

TX? 46X —2
X(X+1)(X+2)

b

X+1

+ C
X +2
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Pour calculer a, on multiplie la fraction par X, on I’écrit sous forme irréductible, et on évalue en 0 :

TXPA6X -2 o TXPH6X -2 éen 0. domme a — —2 — 1
XX+ DX +2) T X+ DX +2) O ’ 2 T r

Pour calculer b, on multiplie la fraction par X + 1, on I’écrit sous forme irréductible, et on évalue en —1 :

% x (X +1)= %, ce qui, évalué en —1, donne b = % =1.
Enfin, pour c,
% x (X +2)= %, ce qui, évalué en —2, donne ¢ = % = % =7.
D’ou
7X?+6X —2 —1 1 7
XXF)X+2) X T X+1 xX+2
done X' -2 1 1 7
XX+Dx+2 0T xTx+1 X

X+1 _a n b n c n d
(X —1)2(X-2)(X-3) X-1 (X-12 X-2 X-3

Par les méthodes du premier exercice, on détermine facilement ¢ = —3 et d = 1. De méme, en multipliant par (X — 1)2
et en évaluant en 1, on obtient b = 1. Ensuite, en évaluant en 0, on obtient

1_6 ,,°¢.,.9
6 -1 -2 =3’

doncazl—kg—%—é:Q.Ainsi,

X+1 -3 1 2 1
(X —12(X-2)(X-3) X-2 X-3 X-1 (X-12
25.4 a) Il suffit de remarquer que X* —1 = (X — 1)(X +1)(X —i)(X + i) et de se ramener & la méthode des poles

simples vue précédemment !

25.4 b) 1l faut remarquer que X*-3X% 42X = (X — 1)2(X + 2)X, puis utiliser les méthodes des poles multiples !

25.5 a) Sil’on considére la fraction rationnelle m, alors
S S U SR
(X-DX(X+1) X 2X+1)  2(X-1)
Ainsi,
S SR SN SRR SN SRR S A S S
(k—Dk(k+1)  k 2(k+1) 2k-1) 2k+1) 2k 2k 2(k—1)
Donc
N
£ (k= Dk(k + 1) N c2(k+1) 2k 2k 2(k-1)
1 (i1 ar télescopage 7;,i+1
T2n+1) 2 \4 22-1)° pag “2n+1) 2n 4
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25.5 b) On remarque que

k® — 5k — 2 _t,2 2 1 1 2 _( B )
(k—Dk(k+1)(k+2) k k+1 k+2 k-1 k k+2 k—1 k+1/)°
, . 2 1 1
Par télescopage, on obtient que cette somme vaut ——— + — — —.
n+2 n 3

a b cX +d

X+1+(X+1)2+X2+1'

En multipliant par (X 4 1)® et en évaluant en —1, on obtient b = 1.
En évaluant en 0, on obtient
4d=a+b+d,

donc a +d = 3.
En multipliant par X, en évaluant en « € R et en faisant tendre x vers 400, on obtient

0=a+c,

donc ¢ = —a.

Enfin, en évaluant en 1, on obtient

6 a b c+d
s 2t1it

donc

3=2a+b+ 2c+ 2d,
soit, comme a + ¢ =0, et b = 1, on en déduit que 2d =3 — 1 =2, donc d = 1.
Donc a = 2, donc ¢ = —2. Donc

2X +4 2 1 L 1-2
(X+1)2(X2+1) X+1 (X412 X241

X241
25.7 a On effectue la décomposition en éléments simples de ———————
) P P X D)X +1)
X241 1 1
S L N N
X-1(X+1) X+1 X-1

Ainsi,

1/2 2 1/2
1 1 1
_I/Q(xfl)(:erl) 12 r+1 =z-1

=14+ [—ln(ac—&-l)—&-ln(l—ac)}l/2

-1/2

=1 —ln(%) —|—1n<%) —|—ln(%) —ln(%) =1-2In(3).

vz 1/2 1 1 1z
/0 P dz = /0 G+ 1 dz = [5 arctan(2x)} . = 5(arctan(1) — arctan(0))

X
25.7 f)  On effectue la décomposition en éléments simples de i1
Ona X*—1= (X —1)(X +1)(X*+1). Donc, on écrit
X a b cX +d

Xi-1 X—1 X+1 X*41

Par la méthode déja décrite, a = i,

1 1
b= 1 En multipliant par x et en faisant x — 400, 0 = a + b+ ¢, donc ¢ = —5
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Enfin, en évaluant en 0, —a + b+ d = 0 donc d = 0. Donc

x v v x . x X
X4—1 4(X-1) 4X+1) 2(X2+1) 2(X2-1) 2(X2+1)
Ainsi,
3 3
T 1 T T
/2 w4—1dm7§/_) x2—17x2—|—1dx
B e SIS N ’
= 2|:21H(:E 1) 2ln(aﬂ +1) ,
— i(ln(S) ~ In(10) — In(3) + In(5))
- i(:a In(2) — In(2) — In(5) — In(3) + In(5)) = %m(z) _ im(:a)
25.8 a) On écrit que 1 _ L — L donc une primitive de z +— L — L est
' M1 7o~ 2(X+ 1) P 20 —1) 2(x+1)
Injlz—1—zInjlz+1|== il 1‘.

25.8 d) L’idée pour primitiver cet élément simple est d’utiliser une forme canonique afin de se ramener a arctan :

1 B 1 4 1 4 1
X2+X+1*(X+%)2+% 3 3

1 43 2 2 1
Ainsi, une primitive de x — ———— est x — — — arctan| —X + — | = — arctan X+ —
p v 2+r+1 3 9 <\/§ 3) V3 (\f \[)

25.8 ¢) L’idée est de faire apparaitre L.
U

x l 2 + 2 _ 1
242x4+3 2z22+4+2x+3 2242z +3°

1 2 2 1
Or, une primitive de z — — 3 #—’m est © — 5 In |z* 4 22 4 3|. De plus,

1 1 1 1

2122+3 (1242 21+ (z+1)2’

T

1 1
de primitive x — —— arctan r+1 . Donc une primitive de la fonction x — ———— est
x24+2x+3

V2 V2

1 2 ZE+1
— = In|z° 4+ 22 + 3| — — arctan| ——
Sinl | (ﬁ)

25.8 f) La décomposition en éléments simples de X)X —2)(X +1) est

X! S\ SN S
(X —D(X —2)(X+1) 6(X+1) 2(X-1) 3X-2)
z? 16
donc:c»—>7+2x—|—6ln|x—|—1|—fln|x—1\+—ln\x—2|
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. = —
Réponses
1 -3 -1 . cos(kf) —sin(k0)
26.1 ) 1 ere e 3 3 4 26.21) (sm(ke) cos(kf)
9 -7 3
n e n
-2 -6 -5 26.2 ). : :
26.1 D). .. 15 -1 11 J) - () )
18 —26 -1 noon
2 DY 2
26.1C). i |17 (matrice 1 x 1)] n n
26.2 k) ......................... (n2)
17 =2 n ... p2
26.1d) ... 2 14 —4
-1 -7 2 26.2 1) e nk=1D
-1 26,3 8) .o [2x 3771 x 51|
26,1 €). 3 -
] 26.3 D) ...t 2rtigi-ian — 1)
26.16) e (-5 15 3)| e3¢ 2X32+3( ( > )
5 4
26.1 8) i <4 5) 26.3) .o < ) (2_;)
j—
5 3 -1 1
ZOLB) oo <4 3 1 2> 264 8) .t 9i~ (Z_l)
j—1
1 7 =2
26.10) oo 749 14 26.4 b (1 —6:1)(0i—1,j+1 + i )
(70 )] e T E )
1 2 —e
26.2 8) 1 <(1) ?) 26.5a) .o 2(77_6)(_2 7r>
1/1 —1-2i
26.2 D) .. <(1) f) 26.5Db) ... 3(1 1+il>
1k (52 -1
26.2 C) . (0 1) 26.5C). 2(3 5 _1
-6 -2 2
4 5
26.2d) . (0 9> [0 1 0
26.5d).. ..o w0 -2 =2
8 19 "\2 -1 1
26.2 €) ... (0 27)
8 4 -2
1
ko gk _ ok 26.5€) ... ~[-16 -6 7
26.2f) ... (20 5 3k2> ) 8( 0 -2 1
cos(26) —sin(20) 172 2 2
26.28). ... (5111(29) cos(26) 26.5f) i 5 }1 —21 24
cos(30) —sin(36)
26.2h)......... (Sin(%) cos(36)
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4 -2 2 0 26.6 Q) ... A#1
118 -6 4 2
26.5 g) .................. 5 7 5 3 1 -4 -1 3
-5 3 -1 -1 26.6Db)........... T 220+2 A =22 -1
B A—1 0 1-A
26.50) ..o Non inversible!
26.6 C) ..o
o -1 0 -1
If1 1 0 o0 “1-A+X 1-X 2-2A
. L 1
26.51) ... 5121 0 -1 0 26.6d) ..... — 1 0 1
0o 0 1 -1 - 1\ A-1 A-1
Corrigés
: s (11 11y (1 2
26.2 a) Un calcul direct donne A~ = <0 1) X (0 1) = (0 1).
. 3 42 (1 2 1 1y _ (1 3
26.2 b) Un calcul direct donne A° = A" x A = <O 1) X <O 1) = <0 1)
26.2 ¢) La conjecture est alors immédiate : les termes diagonaux sont égaux & 1 et le terme (1, 2) est égal & k.
2 (201 2 1\ _ (4 5
26.2 d) On calcule: B” = (0 3> X (0 3) = (0 9).
s o (4 5 2 1\ (8 19
26.2e) Oncalcule: B° =B“x B = (0 9) X <0 3) (O 27)
26.2 f) On remarque que les termes diagonaux valent 2% et 3* respectivement, et que, pour A%, 4+5 =9, pour A°,

26.2 g) On calcule :

c? — cos(6) —sin(0) « cos(@) —sin(h)\ _ (cos(9)® — sin(6)’ —2cos(0) sin () _ [cos(260) —sin(20)
~ \sin(f)  cos(9) sin(0) cos(d) )~ \ 2sin(@)cos(d)  —sin(h)® +cos(d)®) ~ \sin(20)  cos(20)

26.2 j) Deux possibilités de faire le calcul : « & la main », ou bien avec la formule théorique du produit.

A la main, on remarque que lorsque l'on effectue le produit D x D, chaque coefficient résultera du produit d’une ligne

de 1 par une colonne de 1, donc sera égalan: D x D= | : (n) =nD.
n - n
En utilisant les coefficients, on peut écrire que
(D =Y [Dli[Dly; = 1=n
k=1 k=1
26.2k) Comme D> =nD, D* = D x nD =nD* =n xnD =n’D.
26.21) La conjecture est alors évidente.
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26.3 a)

On calcule :

Bl =D anny =3 (17 )2t

k=1 k=1

Mais si k > 1, (l_ 1) =0, donc

k—1

[A X Blij = i (Z _11)2k3jk

o~

£=0
— (i—1) /2"
S S
DY ( ; ) :
£=0
i—1
=2x37"x (2+1)
3
. 5i—l )
=2x 37 X oy =2 %3 x5
26.3 b) On calcule :
[BQL']' _ Zbikbk]‘ _ Z2i3k—12k3j—k — gigi—i ZQk _ 2i+13j—z‘(2n ~1).
k=1 k=1 k=1
26.3 c) On calcule :
n n i . . L k " n
B x Bliy =Y [Blibrj =Y bribey = Y 2F3i7Fokgi~k =3t 2V Zaws (- (2)).
J J J 3 3
k=1 k=1 k=1 k=1
26.3 d) On calcule
- ~ (i1 i—1 i—1
[A X C]” = Zaikckj = Z <k} . 1> (5k,]‘+1 +5k,]’—1) = ( . ) + ( _ 2)
k=1 k=1 J J
26.4 a) Déja, la matrice A% est triangulaire inférieure (produit de deux matrices triangulaires inférieures). Soit j < i.
Alors
, B n B n i—1 E—1
(A% = [Ali[Aley; =Y (k B 1) (]. - 1)
k=1 k=1
_i(i—l)(la—l)
pat k—1/\j—-1
_i: (i —1)! (k — 1)!
— (k== kG =Dk =)t
-y (i =1 (i =)
=D =) (k=) =g = (k=)
(i—1\ (i
N (j—1>z(k—j>
k=j
= (Z1> 12_3(1‘7) en posant £ =k — j
j—1 — L
(i1
=o' ).
(=)
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101 0 1 01 0 O
0 2 0 1 0 2 0 1 O
n=4 ,n=>5 1 0 2 0 1

1 0 2 0
01 0 1 01 0 2 0
0 0 1 0 1

On calcule :
[C?)i; = Zcikckj = Z(&,kﬂ + 0ik—1)(Ok,j+1 + Ok, j—1)

k=1

n n n n
= E 0ik+10k,j+1 + E 0 k+10k,j—1 + E 0ik—10k,j4+1 + E 0 k—10k,5j—1-
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

Si (i,7) ¢ {1,n}*. Donc
[Cz]ij =0i—1,j4+1 + 20;,5 + Sit1,5—1-

Ceci est confirmé par la structure « tridiagonale espacée » .
Sinon, pour (7, j) quelconque dans [[1,n]]2, on trouve

[C%ij = (1= 6i1)(Sim1.91 + 0i ) + (1= 6in)(8ij + Siv1,5-1),

car 01,5+1 = 0 =, k—1 pour tout k entre 1 et n.

26.5 ¢) Effectuons un pivot de Gauss :
1 -1 01 0 O 1 -1 0/1 0 O
0o 2 10 1 0)— |0 2 10 1 O
3 -1 20 0 1 0 2 2/-3 0 1/L3<+ L3—3L
1 -1 011 0 0
— ({0 1 1/2/ 0 1/2 0]Lz+ L2/2
0 2 2|1-3 0 1
1 0 1/2] 1 1/2 O\ L1+ L1+ Lo
— |10 1 1/2/0 1/2 0
0 0 1 (-3 —1 1) L3 < L3z — 2L+
1 0 0/5/2 1 —1/2\ L1+ L1—1/2Lg
— |0 1 0{3/2 1 —=1/2|Ly<+ Ly—1/2L3
0 0 -3 -1 1
1 5 2 -1
Donc B est inversible d’inverse —| 3 2 -1
2
-6 -2 2
1 1 2
26.5 d) Il ne faut pas avoir peur du 7 et écrire que C =7 1 0 0. On calcule alors (par pivot de Gauss) que
-1 -2 0

1 1 2 1 0 4

1 0 0] est inversible d’inverse 1 0 -2

-1 -2 0 2 -1
26.5 h) On remarque que Lg = L1 + 2Ly + 2L4.

-2

0

1

0
0
2

1
) , donc C' est inversible d’inverse y (
T
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26.6 a) Effectuons un pivot de Gauss :

A 1 1
-1 -1 2
A 1 2

-1 -1 2
— [ 0 1I-X 142X
0 1—-X 2+2X

0 1 0
1 AN O0|La+ Lo+ AL
0 A 1 L3(—L3+)\L1

Si A =1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon,

1 -1 2 j0 10 10 3/A=N[1/1=N 1/1=X 0 LleLl—i-ll)\Lg
0 1—X 1+42X1 X 0] — 0 1-—2X 142X 1 A 0 o
0 1-x 24220 A 1 0 0 1 -1 0 VR

—L 0 04/(0=X) 1/(1=A) =3/(1=N\ L« Li—1— E Y Ls
— [0 1-x 0] 2242 A “2A=1 L, e Ly~ (1+2)\)Ls
o o 1 -1 0 1

@ A+2)/(1=A) M=)\ (=2A—1)/(1 =) | Ly « — L,

(1 0 0
—{o 1 0
0 1 Z1 0 1 1—-2

—4 -1 3
1
Dans ce cas, I'inverse de la matrice est - <2A +2 A =2X- 1>

—4/1-X)  —1/1-N 3/(1- ) >L1“L1

o

166 Réponses et corrigés



IFiche n° 27. Algebre linéaire

Réponses
27.18) it (3,-1)
27.0b) . (—1,3)
27.1¢)........... (9/11,2/11)
27.1d)......... (—2,4/5,11/5)
27.1¢).......... (—1,1/2,1/2)
27.1f) .. (0,2,4,1)
27.1g) ..., (1/2,—/3/2)
27.28) ot
27.2D) i
27.2C) ceiiiii

Corrigés

1/-19 —43
27.4 C) ........ 2( 9 21)
1 0 1

27.4d).......... 3 -1 1
0 1 1

1 2 4

27.4€). i 01 4
0 0 1

-1 -1 1

27.5a)......... <4 15 0)
01 0

27.5b) oo 8 8 3
0 0 O

— =1
27.1 a) Notons u = A(0,1) + u(—1,2). Alors, a . Ainsi, v = 3(0,1) — (-1, 2).
A+2p =1

Ainsi, u =

2
—(1,2 —(12,13).
(1,2) + 2 (12,13)

{

dp —v
A+5u

3N+ 6p+v

U >

A+12p =3 A+120 =3

22413 =4 —11p =-2

=1 A+ 5u =2 A+5u =
=24 —v =1 &< —v+4u =
=1 -u+v =-5 —5u —4

Ad+p—v =-1

w—v =0 & pu—

A+ pu+3v =1 4v
(-1,-1,3).

At+p—v =—
v =0
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27.1f) Notonsu=A4+pX +vX(X —-1)+6X(X - 1)(X —2).
En évaluant en 0, A = 0.

En évaluant en 1, p = 2.

En évaluant en 2, 24 + 2v = 8 + 4 = 12 soit v = 4.

En identifiant les coefficients de X* dans chacun des membres, 1 = §.
Finalement, u = 2X +4X(X — 1) + X(X — 1)(X — 2).

3 2 1
27.3 a) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lo + L1 et L3 < Ls + 2L1, on obtient (1 —1 O) .

3 2 1
En effecutant 'opération élémentaire L3 <— L3 + 2L2, on obtient (—1 -1 0) .
0 0 O

Ainsi, Rg(A) = 2.

27.3b) Sisinf =0, i.e. il existe n € Z tel que § = n, alors la matrice est égale & ((_é) (?)n) et elle est de

rang 2.

sinf cos 9) qui est de

Sinon, on effectue 'opération élémentaire L; < sin(f)L; — cos(f) L2 pour obtenir la matrice (

rang 2 car sin(6) # 0.

1 2 1
27.3 ¢) En effectuant Uopération élémentaire L3 <— L3z — L1, on obtient <0 2 4) .

1 2 1
En effectuant 'opération élémentaire L3 < 2L3 + L2, on obtient (0 2 4> .
0 0 6

Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.
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27.3d) En effectuant les opérations élémentaires Lo « Lo — 2Ly, Lg < L3z — 4L, et Ly + L4 — L1, on obtient
1 -1 2 3

0 3 -5 -4
0 6 -7 -—13
0 5 0 —2
1 2 -1 3
STy, . . 0o -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire Cs <+ Cs, on obtient 0 -7 6 -13
0 O 5 -2
1 2 -1 3
e s . . 0 -5 3 —4
En effectuant I'opération élémentaire L3 <— 5L3 — 7L2, on obtient 0 0 9 a7

0 O 5 =2
Comme les deux derniéres lignes sont linéairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.

p_ (1 3 _1f-4 3
2 4) T2\l2 -1)

(;ﬁ/;) .Donc f(1,2) = *1*29(1,2)+§(374) et f(3,4) = *§(172)+%(3’4)'

. 4 ~19/2 10
A1n51,P<_1> = ( 9/2 > et P<_1>
Ainsi, Matg(f) = ( >

27.4d) Comme f(1,0,0) = (1,3,0) = (1,0,0)+3(0,1,0)+0(1,1,1), £(0,1,0) = (1,0,1) = 0-(1,0,0)—(0,1,0)+(1,1,1)

1 0 1
et f(1,1,1) = (2,2,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1, 1), alors Mats(f) = <3 -1 1).
0 1 1

1 2 4
27.4¢) Comme f(1) =1, f(X) =X +2et f(X°) = (X +2)> = X® +4X +4, alors Mats(f) = (0 1 4).

27.5b) Comme f(1)=0=0-14+0-X4+0-X>40-X?, f(X)=1=140-X+0-X*+0- X’ et f(X?)=2X =

0-1+2X4+0-X>+0-X? alors Matg g (f) =
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[Fiche n° 28. Equations différentielles|

Réponses

28.1b) ... x> 6e” — 1 2804 8) i x> e’
3z T —2x
28.1C) eeen e x»—>863 Dl 284b) |2 Te™ — 5o~
4 T —2x
28.1d) coeet 2o 002 6| FBA SN
28.28) . x s e0-2)/5 28.4d) ... T (2 —x)e”
28.2b) ... ‘x'—>1—2e 2I/7+2\ 28.4€) . ‘xl—>(2—x)e2_2x
28.2C). .o s <6+W>e 5. 6| 285a).......... |z cosz + 2sinz |
V5 V5
2/2 3z 1 . \/517
9 D) 285b) ...... T e T*ﬁSIHT
28.2d) . ... s (12+e> ro—n? _ 2
7r 7T
28.5C) i x e “sin(x)
28.3 @)t T e*® T+ T4
ef LT 24 1 —2iz
28.3 D) o x e’ 28.5d)......... xl—>e< 5 © + 5 ¢ )
28.3C) e T 20 — o
Corrigés

28.1 a) Notons yo 'unique solution de ce probléeme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogeéne
y — 12y =0 est {x = xe'? N e R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo : z — Ae'?".

Alors, yo(0) = 56 = A. Finalement, yo : x — 56027,

28.1 b) Notons yo l'unique solution de ce probléeme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene

y' —y =0est {x+— Ae”, A € R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = u -+ 1 soit 4 = —1. Ainsi,
il existe A € R tel que yo : © — Ae” — 1. Alors, y0(0) =5 = A — 1. Finalement, yo : z — 6e” — 1.

28.1 ¢) Notons yo I'unique solution de ce probléeme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene
y —3y=0est {x e\ e R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = 3u + 5 soit up = —5/3.
Ainsi, il existe A € R tel que o : z — Xe*® — 5/3.

3
Alors, y0(0) =1 = X — 5/3. Finalement, yo : z — u.

28.1 d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene
Yy —2y =0 est {x — )\621, A€ ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 = 2u + 12 soit u = —6.
Ainsi, il existe A € R tel que yo : © — Ae>" — 6.

Alors, yo(0) = 3 = A — 6. Finalement, yo : © — 9¢%" — 6.

28.2 a) Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’équation est homogene et son ensemble de solutions

/5 N e R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo : z — e */°.

(6-2)/5

est {x — e

Alors, yo(1) = e = Ae”'/®. Finalement, 5o : z — e
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28.2 b) Notons yo I'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene

721/7, A E ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 04 2y = 2 soit yu = 1.

—22/7 + 1.

y/+$y:Oes‘c {xr—>)\e

—2x/7+2

Ainsi, il existe A € R tel que yo : z +— Xe + 1. Alors, yo(7) = -1 = e ™%+ 1. Finalement, yo : x — —2e

28.2 ¢) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

— \/gy = 0 est {x — /\e\/gz, NS R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 — \/g,u = 6 soit

= ———. Ainsi, il existe A € R tel que yo : 7 — XV’ — —.

1% 75 que Yo NG
Alors, yo(0) =™ =X — —. Finalement, yo: z — [ — + 7 |e —.
Y0(0) 7 Yo (\/5 ) 7

28.2 d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

. 2
y —my =0est {x — Xe™", A € R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = 7 + 2e soit p = ey
T

2 2
Ainsi, il existe A € R tel que yo : 7 — e — - Alors, yo(m) =12 = Ae™ = 2
T

Finalement, yo :  — (12 + E)emf,r’z B %.
T T

28.3 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r + 2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 241 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait r°> — (2 4+ 1)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de

x

I’équation est donc {x = xe” 4 pe®™, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe’”.

2x

Alors, y(0) = A4+ p =1 et y'(0) = XA + 2u = 2. Ce systéme se réduit en A+ p=1et = 1. Ainsi, yo : x> €
28.3 b) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r? —3r +2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+ 1 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait 7> — (2 4 1)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {;r = Ae” + pe®®, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, ) € C? tel que yo : @ — Ae” + pue®®.

Alors, y(0) = A+ pu =1 et y'(0) = A+ 2u = 1. Ce systéme se réduit en A + u =1 et u = 0. Ainsi, yo :  + e”.
28.3 ¢) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r +2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 2+1 =3 et 2-1 = 2 et on reconnait r° — (24 1)r 4 2-1). L’ensemble des solutions de I'équation
est donc {x = Xe” 4 pe®™, (A p) € (C2}. Ainsi, il existe (A, 1) € C? tel que yo : z — Xe” + pe’”.

2x T

Alors, y(0) = A4+ p =1 et y'(0) = A + 2u = 3. Ce systéme se réduit en A + = 1 et u = 2. Ainsi, yo : z — 2”7 — e”.

28.3 d) Soit yo la solution du probléeme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r?2 —3r +2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+1 = 3 et 2-1 = 2 et on reconnait 7> — (24 1)r +2-1). L’ensemble des solutions de ’équation
est donc {x = Ae” 4 pue®™, (A, p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, 1) € C? tel que yo : z — Ae” + pe”.

Alors, y(0) = A4+ pu =1 et ' (0) = A + 2u = 3i. Ce systéme se réduit en A\ +p = 1 et u = 3i — 1. Ainsi, yo : = —

(2 — 3i)e” + (3i — 1)e*".

28.4 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r?>—1 = 0 dont les solutions
sont —1 et 1. L’ensemble des solutions de ’équation est donc {x —Xe” +pe” " (A ) € (C2}. Ainsi, il existe (A, u) € C*
tel que yo : z — Ae® + pe” ",

Alors, y(0) = A+p =1et y'(0) = X — u = 1. En additionnant et soustrayant ces relations, on obtient A = 1 et u = 0.
Ainsi, yo : © — e”.

28.4b) Soit yo la solution du probléeme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est > +3r+2 = 0 dont

les solutions sont —1 et —2 (car —1 — 2 = —3 et (—2) - (=1) = 2 et on reconnait r° — (=2 — 1)r + (=2) - (=1)).
L’ensemble des solutions de I’équation est donc {a: = AeT e, (A p) € CQ}. Ainsi, il existe (\, p) € C? tel que
—2x

Yo : T — e T+ pe
Alors, y(0) = A+p = 2 et 4/ (0) = —A—2u = 3. Le systéme se réduit en A\+p = 2 et —p = 5. Ainsi, yo : & — Te” * —5e ",
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28.4 ¢) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r’+r—2 = 0. Le discriminant
du trindme vaut 9 et ses racines sont —2 et 1. L’ensemble des solutions de ’équation est donc

{x = xe” 4+ pe 2, (A p) € (CQ}.

Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe ™ >".

Alors, y(0) = A+pu = 1 et y'(0) = A—2u = 2. Le systéme se réduit en A+ = 1 et —3p = 1. Ainsi, yo : = > ée ——e
28.4 d) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>—2r+1 =0 dont
la racine double est 1. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {m = (A4 uzx)e”, (\,p) € (CQ}. Ainsi, il existe
(A, ) € C? tel que yo :  — (A + px)e”.

Alors, y(0) = A =2et y'(0) = A+ p = 1. Ainsi, yo : & = (2 — 2)e”.

28.4 ¢) Soit yo la solution du probléeme de Cauchy. I’équation caractéristique associée est r> +4r +4 = 0 dont la
racine double est —2. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {m — A+ u:r)efh, (A p) e (Cz}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : & = (A 4 px)e .

Alors, y(1) = A+ p)e 2 =1 et v/ (1) = (—2X + p — 2u)e” > = —3. Le systéme s’écrit A + pu = e et 2\ 4+ pu = 3. 1l se
réduit en A + g = e’ et A = 2e®. Ainsi, yo : z — (2 — z)e* 7.

28.5 a) Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>+1 =0 dont les
solutions sont i et —i. Ainsi, ’ensemble des solutions a valeurs réelles de I’équation homogene est

{x — Acosx + psinz, (A, u) € RQ}.

11 existe donc (A, u) € R? tel que Yo : & +—> Acosx + psinz.
Alors, yo(0) =1 = X et y5(0) = 2 = p. Ainsi, yo : © + cosx + 2sinz.

28.5 b)  Soit yo I'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r24+r+1=0. Les

2im 1 3 <
résultats sur les racines de I'unité assurent que les solutions de cette équation sont j = e 3 = —3 + ig et j. Ainsi,

I’ensemble des solutions a valeurs réelles de ’équation homogene est

{xn—>ez/2()\cos \/2§x +Msin\/2§x>, (A ) €R2}.

+ psin ——

1l existe donc (X, i) € R? tel que yo : & — e /2 (/\ cos 5

V3 V3 >
5 .

_ 1
Alors, 40(0) =1 = X et yp(0) = -1 = —% + ?u. Ainsi, yo : @ — e /2 (cos?’x — —sin 336)

28.5 ¢) Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>4+2r4+2=0.
Le discriminant réduit du trindme vaut —1 et ses racines sont —1 — i et —1 + i. Ainsi, ’ensemble des solutions &
valeurs réelles de ’équation homogene est {x — e “(Acos(x) + psin(z)), (A p) € RQ}. 1 existe donc (A, i) € R? tel que
Yo : x e “(Acos(z) + psin(z)).

Alors, yo(0) =0 = X et y5(0) = 1 = —\ + p. Ainsi, yo : & — e~ " sin(z).
28.5 d) L’équation caractéristique associée est r?2—2r+5 = 0. Le discriminant réduit du trindme vaut —4 et ses racines

sont 1 — 2i et 1 4 2i. Ainsi, I’ensemble des solutions de I’équation homogéne est {m — e” ()\emz + uefﬁr)7 (A ) € CZ}.
1l existe donc (X, i) € C? tel que yo : & — €” ()\ezm + uefmw).
Alors, yo(0) =i = XA+ p et y5(0) = —i = (A + p) + (2i\ — 2ip). Le systéme réduit s’écrit A+ = i et 4i\ = 2 — 2i. Ainsi,
-1 + iGZiz + 1 + ie—Qiz

2 2 '

En utilisant les formules d’Euler, cette solution peut également s’écrire yo : x — ie”(cos(2z) — sin(2z)).

yO:xHez(
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IFiche n° 29. Séries numeériques|

Réponses
29.1a).... divergente|  999.¢). . 29.42)............. 29.5c).... | divergente |
29.1b).....oal 2 29.4b) ... . 11 205d).............
29.3a)........... — 4
2 6 29.62).............
29.1¢c)...... s 293 1) — t 29.4 ¢) n(2)
— ) [ divereente Adc)......L. 11
[divergente] . 29.6b)..... .
201d)....... 1 29.3¢).... 29.4d)............ 1
2% 3° 0 29.6C)............
—49¢
29.2a)............. [e]  29.34d)...... — 1 3
295a)........... — 2e
: 35v2 ) 12|  29.64)..... .
29.2b)........ e“—3 7 (e—1)
—2—-5v2i €
2 sV 29.5b)........
29.3 ¢) = ) o
Corrigés
29.1 a) La série est géométrique de raison 2 ¢ | — 1, 1], donc elle diverge
—/1\* 1
29.1 b) La série est géométrique de raison — € | — 1, 1], donc elle converge. De plus, Z (5) =7 1°- 2.
k=0 T2
29.1 ¢) La série est géométrique de raison % €] —1,1], donc elle converge. De plus, on a
=\ V2 -7 v2-1 2-v2
+oo k
- . . 1 1 1 3
29.1d) La série est géométrique de raison 3 €] —1,1], donc elle converge. De plus, Z (g) = 1 =3 Donc,
k=0 T3
10
3 1-(3) 3 1
ng ng ng*§ 1_1 3 %30
k=10 3
Autre solution : avec le changement d’indice j = k — 10, on a
1311 1 3 1
ng Zgﬁlo:gﬁz:y:gﬁxfl =3 X 30
k=10 =0 3
..................................................................... e
29.2 a) On reconnait la série exponentielle Z Tl
k
I 5k F2 5k 20 ol
29.2 b) On reconnait la série exponentielle Z R et on a Z R donc Z o 2 T 2_3.
k=0 k=2
@)
2
29.2¢) Ona TRV i et on reconnait donc une série exponentielle
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2
. - . a 0 - .
29.3 a) Il s’agit d’une série de Riemann convergente, et vous savez peut-étre que sa somme est — ; en général, si
+oo
a > 1, on ne connait pas la valeur exacte de la somme E

k=1

1
ke’

29.3 b) 1l s’agit d’une série de Riemann divergente.

29.3d) 1l s’agit d’une série géométrique de raison % et ‘%‘ €] —1,1], donc la série converge. De plus,

X i B i
7k 722(?> Tl 49—

k=3

Enfin, en multipliant par I’expression conjuguée, on trouve

+o0 k

i —i(4947) 1-7i
TRL 492472 350
k=3
29.3 ¢) On reconnait une série géométrique de raison 1 qui est de module 1 €]—1,1[. Ainsi
1-— i\/i V12 4+ \/52 \/g ’

la série converge. De plus,

Mg

+o0 1 k—4
,;4(171\/5) 1—1\f (11f>

! 1 _<1+i\/§>4i 71
1-iv2)' 1= 3 iv2

:(1+1\/§>4\/§+1‘

3 V2

4
1+4+iv2 —7 —4iv?2
En développant, on obtient (1 + i\/i)4 = —7 — 4iv/2, donc ( +31f> - 31 iv2 et

—+oo

1 _—7—41\/§X\/§+i_—2—51\/§
-y 8 V2 2

29.4 a) Soit n € N* fixé. On remarque que Z ﬁ = Z(l — ;> =1—
k=1

k=1

29.4 b) Soit n € N* fixé. On remarque que

S wrmrra =3 oG )~ s 8
k3+3k2+2k 2 k+1 k+2 “2\n+2 n+1 2)n 4’

29.4¢) Soit n > 2 fixé. On remarque que

. k2 - k2 - n+1
;m(kQ_l) - l;ln(W) ;(Qm(k) “In(k+1) — In(k — 1)) = In(2) 71n( _ )n:)ooln@),
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Soit n > 0 fixé. On remarque que pour tout k,

(k+2)=(k+1) ) _ — arctan
arctan(1+(k+2)(k+l)> = arctan(k + 2) tan(k + 1).

29.4 d)

- (k+2)— (k+1) . ™
D t = t k+2)— t k+1)) = t 2) — t 1) — —
onc, kzgarc an(1 Tk EEL1) kzg(arc an(k + 2) — arctan(k + 1)) = arctan(n + 2) — arctan( )n~>+oo 1
1 1 - T o1
29.5 a) Ona — = —, donc la série est géométrique de raison — € | — 1, 1] : elle converge. De plus,
22k 4k 4
i’f <1)k 14
) =—T==
prs 4 1-3 3
bone, S~ L oS L _ L 11
’ 22k 4k 40 41 12
k=2 k=0
29.5b) Onae "V =cFe! —ex —- Or la série géométrique de raison ~ € ] — 1, 1] converge.
e
—+oo —+o0 —+o0
1\* 1 e —(k=1) 1 e e e
Deplus,Z(g) zl_l:m,doncZe =e eik_eioze(efl_l):efl’
k=0 e k=1 k=0
+oo +oo +oo . 1 e
: . s di T —(k=1) _ —J _ -1\ _ _
Autre solution : le changement d’indice j = k — 1 donne Ze = Ze = Z (e7') = T —el-5_1
k=1 j=0 j=0
29.5 ¢) La série diverge grossiérement.
29.5d) On reconnait une série géométrique dérivée, de raison = € | — 1,1, donc convergente, dont la somme vaut
1
= = 4.
(1-3)
k_k—lkl-l - 1 PRSP dérive .
29.6 a) Ona k2 " = Skormt 5 la série ZkF est une série géométrique dérivée, de raison = € ] — 1, 1], et est
k

+oo
1 1
— =4,

donc convergente. Sa somme est Z k2k71 - 1)2
2

k=1

29.6 b)
dérivée de méme raison, et

+o0 +oo +oo

1 k 1 1 1 1 9 3 11
Z(3k+1)37223k_1 +Z37_3707 (1 1)2+1 I S
k=1 k=1 k=0 3
N e e . . 2
29.6 ¢) On reconnait une série géométrique dérivée deux fois, de raison —, convergente, de somme i 16.
(1-3)
On a affaire a une série géométrique dérivée deux fois.

La série converge comme somme d’une série géométrique de raison — € | — 1, 1] et d’une série géométrique
3 7
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Réponses

i
- 3

B0.1 D). —
1
2] 304a) (L2V3(X - 3))
30.1C) . | 2sin(1) + cos(1) — 1
240, ., 9
30.1d) .o ~(e?—1) 80-4D) . (V3X, B
B0.208) ..t 12 -1 -1
30.58). i -1 2 -1
30.2 D) .. 1 -1 2
B0.2C) ciutt i [0] T s
1
1 30.5bD) i -lo o0 o0
3003 8) .t —
a) 65 "\2 0 4
B0.3 D). ! 1 (9 62
5V3|  30.5¢C) i (6 -7 6
2 6 9
Corrigés

1
30.1 a) On calcule : (f1, f6) = / 21n(1 + t) dt. Pour cela, on a le choix : premiére possibilité faire une intégration
)

0
par parties, seconde possibilité utiliser une primitive connue de In (sur R’} ) qui est ¢ — ¢Int — ¢ et on a alors besoin de
faire un changement de variable. Si on applique la seconde technique, on trouve

1
30.1¢) On calcule : / cos(t)(1 + t) dt. Par intégration par parties, on a
0
1 1 1
/ cos(t)(1+ ) dt = [sin(t)u + t)} - / sin(t) dt = 2sin(1) + cos(1) — 1.
0 0

0

30.2 a) On calcule tr(ATB) = 11. On pouvait aussi faire la somme des produits des coefficients de A et de B, puisque

<A,B>: Z aijbq;j

1<4,5<n

si A et B sont deux matrices carrées de taille n.
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30.2 ¢) Le calcul est inutile, il s’agit du produit scalaire entre une matrice symétrique et une matrice antisymétrique.
Ces deux matrices sont orthogonales donc le produit scalaire est nul.

30.3 a) Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pVect(LX)(Xz) de X? sur
Vect(1, X). Soit (a,b) € R*. On a

(X? - (a+bX), 1)=0 {a——1/6
=

a+bX = pyecr1,x)(X?) <=
veer(1,20 (X7) {(XQ—(a+bX),X>:0 b=1

Alors la distance cherchée est HX2 — (X — 1) H = L
6 6v/5

30.3 b) Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pyec(1,x3)(X) de X sur
Vect(1, X?). Soit (a,b) € R®. On a

(X —(a+bX%), 1)=0 {a—4/15
<~

a+bX> = pyee 3y(X) <—
Veet(1,x3) (X) (X — (a+bX%), X3 =0 b=14/15

Alors la distance cherchée est HX — (i + 1—4X3> !

15 15 ‘: 5v3

30.3 ¢) Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pyecy(x,x2)(1+ X?)de 1+ X2
sur Vect(X, X?). Soit (a,b) € R>. On a

(14+X?—(aX +bX?%), X)=0 {a:4

aX +bX? = pyee 5 (1+ X?) «—
Vect(X,X?) <1+X2—(aX+bX2), X2>:0 b:—7/3

1
Alors la distance cherchée est Hl + X2 - (4X — %Xz) H = 3

30.4 b) Appliquer le processus de Gram-Schmidt.

1
30.5 a) Une base orthonormale de Pt oest u = ﬁ(l + j + k). Donc la matrice dans la b.o.n B de la projection
orthogonale sur Pt est AAT ot A est la matrice de u dans la base B (car u est une b.o.n de espace sur lequel on
projette et B est une b.o.n de lespace). Donc la matrice dans la b.o.n B de la projection orthogonale sur Pt oest

1 1 1

1 1 1 1
== 1 1 1 |].La matrice cherchée est Is — M.

1
30.5 b) Une base orthonormale de D est v = —(i + 2k) donc la matrice de la projection orthogonale sur D dans la

V5

1 0 2
base BB est AAT ol A est la matrice de v dans la base B i.e. 3 (0 0 O) .
2 0 4

30.5 ¢) La symétrie o de I’énoncé vérifie 0 = id — 27 ol 7 est la projection orthogonale sur la droite dirigée par le

vecteur i 4+ 37 — k. Or la matrice P de 7 dans la base B est —

1 2 -1
11 ( 3 9 —3) . Donc la matrice cherchée est Is — 2P.

-1 -3 1
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IFiche n° 31. Groupes symétriques|

Réponses
31.1 a) 123456 31.2Db) i (cba)| 3L4b)......ooiii..
S l41 3 26 5
31.2¢) ..., (72531)] 3L4¢) ... (12653)
1 23456
31.1D).. (2 6 5 1 3 4) 31.2d) ... (acb) 3L4d)........ \(1674)(253)\
T3 3 1 o B12¢) i, @2154)] BLBa) .
3l.1c).. 31.5b) .o 1
) (6 4325 1) 31.2f)............. (1275 3) )
| | B1.5C) eniiiiiiii
1 23456 31.3a) [(174)(26810)(395)
31.14d).. (1 9 6 5 3 4> 31.5d) ..
31.30). (1310606 DE9] 5150 ...
311 1 23456
11 65 4 2 3 31.3¢).onnn ((17)(24358)] 3156,
- (1 5 3 1 5 6) 31.3d) ... (12)(3 4) 31.6a) ..o
6 3215 4 313 ¢) .. (146235 316D
B1.6C) e 1
312&) ................... (ab) 31434) .......... (142)(5 6) )

Corrigés

31.1 a) Pour déterminer la permutation p_l, il suffit de lire de bas en haut la matrice représentant la permutation p.

Ainsi, la quatriéme colonne donne pfl(l) = 4, la premicre p71(2) =1, ete. Autotal p~' = (}1 ? g ;1 2 g)

31.1 ¢) Par définition, o(1) =4 et 0(4) = 6, ainsi 0 (1) = 0(c(1)) = 0(4) = 6. On procéde de méme pour les autres
images et au total ol = ((13 i g 3 g ?)
B11d) Por définiion, o(1) = 1 et p(8) = 1, ains pr(1) = p(o(1) = p(4) = 1. O procéde de méme pour s autres
images et au total po = (i ; 2 g g 2)

31.1e) On procéde comme pour po pour obtenir op = <1 2 ? j g g) Notons que po # op, ce qui n’est en
rien surprenant.

31.1f) D’aprés b), 0~ '(1) = 2 et, d’aprés e), op(2) = 6, ainsi opo~ ' (1) = 6. On procéde de méme pour les autres

images et au total opo ™! = 12 3 45 6.
6 3 2 1 5 4
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31.2d) Notons o = (abec). Ona o(a) =bet o(b) = ¢, dott 0°(a) = c. On obtient de méme o>(c) = b et o*(b) = a.
Au total, (a b ¢)> = (a ¢ b).

Remarquons que (a b ¢)®> = (a b ¢)™", ce qui était prévisible dans la mesure oti le 3-cycle (a b ¢) vérifie (a b ¢)® = id.
31.2¢) Notons o =(2451). Ona o(2) =4, 0(4) =5 et o(5) = 1, ains 6°(2) = 1. On obtient de la méme fagon
0’(1) =5, 0°(5) =4 et 6°(4) = 2. Au total, (2451)° = (215 4).

. . R -1
On pourrait aussi remarquer que o est un 4-cycle, ainsi 0° = o~ et on a donc

(2451)°=(2451)""'=(1542)=(2154).

31.2 f) Puisque (1523 7) est un 5-cycle, ona (1523 7)* =(15237)", avec r le reste de la division euclidienne
de 42 par 5, & savoir 2. Ainsi (1523 7)? =(15237)>=(1275 3).

31.3 a) Notons o la permutation considérée et partons de ’élément 1. On a (1) =7, 0(7) =4 et 0(4) =1, d’ott un

premier cycle (1 7 4). On procéde de méme & partir d’un élément de {1,...,10} \ {1,4, 7}, par exemple 2, pour lequel
onao(2) =6, 0(6) =8, 0(8) =10 et (10) = 2, d’ott un second cycle (2 6 8 10). On continue & partir d’un élément de
{1,...,10}\ {1,2,4,6,7,8,10}, par exemple 3, pour lequel on a (3) =9, 0(9) =5 et o(5) = 3, d’olt un troisiéme cycle
(3 9 5). La réunion des supports de ces trois cycles étant {1,...,10}, la décomposition est terminée :

1 23 456 7 8 9 10
( 6 9 1 3 8 4 10 5 2)—(174)(26810)(395),
Rappelons que

(174)(26810)(395)=(174)(395)(26810)=(26810)(395)(174)=ete.

Bref, les cycles a supports disjoints commutent entre eux.

31.3 b) Notons o la permutation considérée et procédons comme & la question précédente. On a o(1) = 3, o(3) = 10,
c(10) =6, 0(6) = 4 et 0(4) = 1, d’olt un premier cycle (1 3 10 6 4). Ensuite 0(2) = 2 et le cycle (2) est donc omis. On a
enfin (5) =7 et 0(7) =5, d’ou la transposition (5 7), et 0(8) =9 et 0(9) = 8, d’ou la transposition (8 9). En résumé

1 2 3 45 6 7 8 9 10
< L7 45 0 8 )(131064)(57)(89).

31.3c) Notonsp=(1352),0=(2417)et7=(58).0napor(l)=po(l) = p(7) ="Tet por(7) = po(7) = p(2) =1,

d’olt une premiére transposition (1 7). Par ailleurs, po7(2) = po(2) = p(4) = 4 et on obtient de méme po7(4) = 3,
poT(3) =5, po7(5) = 8 et poT(8) = 2, d’olt le cycle (2 4 3 5 8). Enfin po7(6) = 6 et le cycle (6) est donc omis. En résumé

(1352)(2417)(58)=(17)(24358).

1 2 3 45 6
a—(2 316 5)_(124)(56).

Ainsi 6" = (1 2 "5 6)*" = (1 2 4)*(5 6)" = (1 4 2)(5 6), dans la mesure on les permutations (1 2 4) et (5 6)
commutent et sont respectivement un 3-cycle et un 2-cycle (47 = 2[3] et 47 = 1[2]).
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31.4b) On procéde comme & la question précédente :

168
(1 i i g ‘;’ g 7) =(165)"%27)'%34)" =idoidoid = id.

31.4¢) On procede toujours de la méme fagon :

168
(1 g 3 j ‘;’ g 7) =(16325)'®=(16325°>=(12653).

31.5 ¢) Puisque la signature est un morphisme de groupe & valeurs dans {£1}, une permutation et son inverse ont

méme signature, ainsi 5((1 532 4)_1) =¢((15324)) =1, d’apres la question précédente.

31.6 b

On a 5(((1 3)(267)(4731 2))64) =(e((13)(26 7)(4 731 2)))% =1, puisque I'exposant 64 est pair.

123456 7 8 9 10\)_ el 1, sl
((7 S o 138 4 10 5 2))—5((174)(26810)(395))_( P =) (=) = -1
) De la méme fagon,

a((é ; 130 ‘f ? 2 Z g ‘Z 160)>:5((131064)(57)(89)):(—1)5_1(—1)(—1):1.

31.6 ¢) 5(<1 PR G 150>):z—:((137105824)(69)):(1)81(1):1.
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32.1b) . 6]  322d)..........oiinl 32.4¢)

321d)..oi 32.3a) i @ 32.5b) ..o —61n3(a)
32.2a) 32.3b) .. —40

Corrigés

32.1a) Le déterminant vaut —a® — o> = —2a°.

32.3 b) Deux permutations de colonnes, C> <> Cq puis C3 <> Ca, rameénent ce déterminant & celui d’une matrice
triangulaire supérieure. Son déterminant vaut —2 x 5 x 4 = —40.

32.4¢) Le déterminant vaut 34?5
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32.5 a) On reconnait une matrice circulante. Son déterminant vaut 2+ + 2° — 3zyz.

32.5d) Les opérations sur les colonnes Cy < Cy — C1 et C3 < C3 — Cy rameénent au calcul du déterminant de la

T 1 2
matrice | x+1 1 2], lui-méme nul.
z+2 1 2
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Ficl REM . cd —bles

Réponses
5 200 {(x,y)GRQ,x71<y§x+1}
B30 D) 110, +00] x [0, 00
BB.LC) oot {(x.y) € B2 y > 01\{(0,0)}]
B3l )
O (o) = OF () = 50t
B2 A i 8m(x,y)—2x+yet ay(az,y)—5y +x
Of () = et Y = 20 - _
33.2 D) a—x(m, y) = 2ycos(2zy — y) et 3y (z,y) = (22 — 1) cos(2zy — y)
O (o) = Of () = (a2, —
B2 C) i D (x,y) = (2zy,2x) et By (z,y) = (2%, —2y)
O oy — 2y 1
332 d) %(%y)_l—i-(%:—l—y)? et 8y(x’y)_1+(2x+y)2
of (g of — sin(z —
B3.3 ) i a—x(x,y) = —sin(x —y) et 9y (x,y) = sin(z — y)
g = TYY in(e®¥) e®¥ g — —22gin(e®Y) e%Y
33.3D) i B (x,y) = cos(e®™) — zysin(e™) e™ et dy (z,y) = —z“sin(e™)e
g — ¥ g — Y
B33 0 et D (z,y) =yz¥ " et By (z,y) =2YInx
20,2 2 3
vy —=7) 2%y ,
33.3d)............ g(z,y) = (22 + y2)2 si (z,y) # (0,0) et ﬁ(%y) _ @ 12 si (z,y) # (0,0)
0w 0 sinon %y 0 sinon
BB A i sin(2t)
At | a2t
B34 D) e 20 e
ol _ o2t
BB C) it ’ —72 cos(4t) — 46 sin(4¢t) ‘
A(fop) _10ffutv v—u 19f futv v—u
B35 8) i 5 (u,v) = 59s\ "2 " 2g 2 3y 5 o
A(fop) _10ffutv v—u 190f futv v—u
B335 8) i 5 (u,v) = 59z\ 9 5a + 2 9y 5 "2
I(f o) _,0f . . of :
33.5Db) i 5 (r,0) = COSQaI (rcosf,rsinf) + sm@ay (rcos@,rsinf)
I(f o) o g9f , of :
33.5Db) i 50 (r,0) = rsm@ax (rcosf,rsinf) + rcos@ay (rcosf, rsind)
Corrigés

Réponses et corrigés 183



7]
33.2b) Calculons a—i(az, y). Soit y € R. La premiére application partielle fy : ¢ — sin(2ty — y) est dérivable sur R, et

fy : t — 2ycos(2ty — y). On obtient g(x, y) = fy(x) = 2y cos(2zy — y) en évaluant en t = z.

ox
of 2 " - . ty®
33.3d) Calculons et On fixe a = (z,y) € R*. Sia # (0,0) alors la premiére application partielle en a est ¢t — EEEE
Y
2 (42 2 2 20,2 2
- (¢ —ty” -2t 0 —
Sa dérivée est t s 2 (#+y’) —ty , d’ou —f(a) = M en évaluent en t = x. Reste a traiter le cas ou
(2 + )2 o (22 + 42)2

a = (0,0). On calcule & la main le taux d’accroissement :

F(2,0)— £(0,0)  FZm -0

* 0
A R = =—=0.
TER, z—0 x x3 0
Donc —f(o,o):l 1,0 = f(0.0) _ lim 0 =0
i z—0 r—0 z—0

33.4a) On pourrait simplement dériver w : ¢ — 4(sin t)* 4+ 3(cost)?, mais ce n’est pas l'idée du chapitre. La régle de

la chaine donne : of (u(t), v(t))@ (t) + ﬂ(u(t), v(t)) @(t) = 8sintcost + 6 cost(—sint) = 2sintcost = sin(2t).
ox ot dy ot
33.5 a) La regle de la chaine donne 8(22 %) (u,v) = g—i(gp(% v))%(u, v)+ g—‘;(go(% 'U))%(u7 v), avec les notations
p1(u,v) = u JQF Y et p2(u,v) = U;J Remarque : c’est le changement de variables utilisé pour résoudre I’équation des
c

ondes. En physique, on note abusivement = = 1 et y = 2.
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